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|\ I ga J} ừ ^ibiết chân vào ngưỡng cửa đại học (tháng 8/2016), tôi đã suy nghĩ rất 
I \! về một cuốn sách có thế giúp cho các em học sinh tự tin với môn Toán và 
ị ■' tbfcb nó hơn. Hơn^nữa, kể từ năm nay, các em học sinh phải làm bài tni môn 

~ . , *l"°an bươi bìrtb tbức 1 r ^ c PQhiệm với áp lực thời gian rất lon (riêng ki thi THPT 

'ị ^ ỐC . 9 Í' í em phả j lè T 50 c f u/90 phứt) - Bởi v ỷ Ỵ mà m ột tàl !í ? u giúp các em tối ưu thời gian 

n i n mẽ }. bơn ba ° giờ hết Chính vì thế, sau khi tham khảo ý kiến của 
thay co va bạn bè, tôi đã quyết định bắt tay vào viết cuốn sách này (1/11/2016). Sau gần 5 

^ n ÌT Ìệ l màMàrn % vi ; c# cùng với sự giúp đỡ của thầy cô , bạn bè, tôi đỗ hoan thanh xong đứa 
ị con tinh thần của mình. 

Công phá toán giúp em 'Gưọ‘r nniiVíiỉ C: ; .- 

. . „ J hứ nhấ i cuốnsách . giúp tác em bệ thống lại toàn bộ phương pháp, tư duy giải toán cần 
tetưongchuưng trình lớp 12. Đặc biệt, tôi rất chú trọng tới những vấn đe mà học sinh thường 

han, nham láàn • 3 


giúp các . em nắm đưỢc toàn bộ những vấn đề hay nhất, cần thiết nhất 
Ị™ 9 tbị thử của các trường, Sở Giáo dục và Đào tạo trên toàn quốc. Hàng ngày có rat 
nhiều đề thi thử được chia sẻ trên mạng, tuy nhiên có nhiều đề thi không đảm bảo chất lương 
cac câu hỏi hay câu hỏi không bám sát cấu trúc đề thi của Bộ Giáo dục và Đào tạo. Cuốn sach 
sẽ giúp các em sàng lọc những vấn đề quan trọng và CẦN phải học để tiết kiẹm thời gian sưu 

tam, in ấn đề. Ngoài ra, những bài tập chất lượng này còn giúp các em khẵc sâu thêm tư duy 
giải toán lớp 12. 

ba, cuốn sách giúp các em nẳm được những kĩ năng xử lý Casio cần thiết trong víêc 
học toán lớp 12. Tuy nhiên ở cuốn Công phá toán này, tất cả ki năng MTCT đều gắn chạt với tư 
duy giai Toán, không chỉ đơn thuần là các thao tác bấm máy thông thường. 

I hứ tư, cuốn sách tích hợp hệ thống gửi tải liệu qua Mail, để học sinh có thể khai thác triêt 
5f p ^bsác h Ngoài gửi qua^ Mali đáp án chi tiết 10 đề tự luyện theo trình tự thời gian, toi con 
m i s f, tai !i t n quan tới rá' bung cuốn sách khi sưu tầm được để cac em thêm 

_ " ữa khai thác triệt để giá trị của sách. Đây cũng là một cách để đảm bảo quyền lợi cho 
các em, quý độc giả sử dụng sách chính hãng. 

vì những đặc điểm trên, tôi rất mong các em học sinh, quý độc giả hãy thường xuyên 
■?? _ với tô' đê tôi có c 5 bộ' đư f c phục vụ quý vị tốt nhất. Trước khi đọc kĩ vào nội dung 

tôỉ mpng c , ác em ' w bộc giả nắm tổng thể nội dung sách. Cuốn sách tôi viết được chia 
thành 2 phần chính như sau: 



- Phần thứ nhất: 

o Hệ thống tư duy, phương pháp giải các dạng toán theo chuyên đề 
o Hệ thống ví dụ, bài tập minh họa điển hình kèm phân tích, đánh giá, mở rộng 
o Hệ thống bài tập rèn luyện kèm lời giải chi tiết được chọn lọc kĩ càng từ 200 đề thi 
thử các trường trên toàn quốc. 

- Phần thứ hai: 10 đề thi thử bao quát kiến thức lớp 12 nhất (được chọn lọc từ 10 trường 
THPT trên toàn quốc). Đáp án và lời giải chi tiết sẽ được tôi gửi đều đặn qua Mail. 

Cách học như thê nào cho hiệu quả? 

Để sử dụng cuốn sách hiệu quả, các em nên có một kế hoạch cụ thể. Khi có kế hoạch cụ 
thể thì chúng ta mới đo lường được hiệu quả sử dụng sách, ở đây, tôi xin phép được chia học 
sinh thành 3 đổi tượng sử dụng sách: 

Đối tượng 1: Mới bắt đâu học chương trình lớp 12 (các em chuẩn bị lên lớp 12) 

Trong trường hợp này, cách duy nhất tôi khuyên ià các em nên học theo trình tự đã được 
sắp xếp ở trong sách, cứ lần lượt học: Đầu tiên đọc kĩ lý thuyết, phương pháp, tiếp theo đọc 
vào ví dụ minh họa và cuối cùng là luyện tập các bài tập rèn luyện. Tuy nhiên khi đọc lý thuyết 
hay phương pháp mà vẫn mơ màng, các em có thể bỏ qua, đọc tiếp vào phần Ví dụ minh họa. 
Trong một số trường hợp, thông qua lời giải và phân tích ở phần ví dụ minh họa sẽ giúp các em 
hiểu ra và nắm vững phần lý thuyết, phương pháp hơn. Trong quá trình làm chuyên đề, các em 
vẫn có thể tham khảo thêm các bài tập ở trong 10 đề tự luyện ở cuối sách để củng cố thêm. 

Đối tượng 2: Học xong chương trình (hoặc chuẩn bị thi THPT quốc gia) 

Các em xem phần nào còn yếu, chưa chắc chắn thì đánh dấu lại, xem kĩ phần ví dụ minh 
họa. Sau khi xem xong các em luyện hết mọi bàl trong phần Bài tập rèn luyện. Trong quá trình 
làm bài tập rèn luyện, nhớ đối chiếu ngược trở lại phần lý thuyết và ví dụ minh họa để khắc sâu 
kiến thức. Cứ xong một chuyên đề, các em lại luyện 1 đề trong số 10 tự luyện cuối sách đê hình 
dung cự thể mức độ khó dễ trong một đề thi chính thức như thế nào và cũng là để tập phản xạ 
với các dạng bài thuộc chuyên đề đó ớ trong một đề. 

ĐÔI tượng 3: Các em xuất sắc hẳn 

Đối với các em có mức học giỏi trở lên thì chỉ cần tập trung 2 việc chính. Thứ nhất, các em 
chỉ cần lưu ý đặc biệt tới các phần STUDY TIP và hệ thống bài tập rèn luyện. Những bài đã quá 
quen thuộc rồi thì có thể bỏ qua. Ngoài ra, riêng đối với các em học sinh thuộc đối tượng 2 và 
đối tượng 3, các em nên tham khảo thêm 30 đề trong "Bộ đề chuyên" để củng cố thật chắc kiến 
thức lớp 12. Trong mọi trường hợp, khi làm đề, các em nên tạo môi trường, không khí GIONG 
Y NHƯ LÚC THI THẬT. Thứ hai, dù bận đến mấy, sau khi làm đề xong cũng phải làm hai việc: 
XEM LẠI ĐÁP ÁN CHI TIẾT và CHẤM ĐIỂM. 

Do tôi vừa mới bước chân vào đại học, kinh nghiệm sư phạm còn chưa nhiều, hơn nữa đây 
là cuốn sách viết riêng đầu tiên tôi viết, chắc chẵn không thể tránh khỏi những thiếu sót. vì vậy, 
tôi rất mong nhận được sự góp ý từ các em học sinh và quý độc giả trên toàn quốc. 

Mọi góp ý xin gửi về emaỉl: ngochuyenlb.hnue@gmaii.com hoặc fb: facebook.com/huyenvu2405. 
Group chuyên môn: facebook.com/groups/ngochuyenfamily/ 

Fan page: facebook.com/ngochuyenib. VVebsĩte: ngochuyenlb.com 



f thể h ,°^ n thi ^ n cu ° n s ^ ch ' t ° ỉ đa nh ? n đư ^ c rát nh <ều sự giúp đỡ của thầy cô, người 
Jthan và các em học sinh yêu quý. Lời cảm ơn đầu tiên tôi muốn gửi tới cô Bùi Thị Nhung 
s*^ - Gv Toán - THCS Đông Sơn, Tam Điệp, Ninh Bình. Được làm học trò của cô . là môt 
trong những điều may mắn nhất trong cuộc đời tôi. Cô là người đầu tiên giúp tôi thực sự đam 
mê Toán và quyết tâm theo đuổi nó. Tôi sẽ không bao giờ quên những ngay miệt mài ôn luyện 
cung cô, những ngày mưa gió cô đạp xe xuống tận nhà hòi han, động vien khi ốm. Nếu khong 

ĩỉĩ đL 2. C í' CÓ ‘ ẽ tÔÌ đã khÔng CÓ ngày hôm nay - Tiế P theo tôi xin được gửi lời cảm ơn tới co 
Tí ^.^ òa/ cô giao dạy Toán suốt 3 năm học cấp III của tôi. Cô là người chỉ bảo và giup đỡ 
toi rất nhiều trong phong cách viết và giảng dạy Toán. Nếu không gặp được cô, chắc có le tôi 
cũng không đủ tự tin để viết sách. Từ tận đáy lòng, tôi biết ơn cô rất nhiều! 

Tiếp theo tôi xin được gửi lời câm ơn sâu sắc nhất tới người anh - người thầy Lê Bá Bảo 
-Gvj0án - THPT Đặng Huy Trứ, TP. Huế. Anh là một trong những người giáo viên tâm huyết 
, V | ^.5 í k bụn9 Phất tôỉ từng biết cho tới giờ. Anh luôn cho đi mà khong mảy may một suy nghi 
thiẹt hơn, luôn^sặn sàng giúp đỡ anh em đồng nghiệp một cách chân thành và tận tâm nhat. 
T& rất may mắn khi nhận được sự giúp đỡ của anh, nhất là ở chuyên đề Số Phức. "Cho đi là 
nhận về mãi mãi" - tôi tin anh đã và đang nhận được rất nhiều tình cảm, sự quý trọng từ hoc 
sinh và các đồng nghiệp. Hãy luôn nhiệt huyết như vậy nhé người anh của tôi! 

A Ldỉ cam ơn chân thành nữa tôi xin được gửi tới thầy Châu Văn Điệp - Gv Toán - THPT 
Y 5 n ^ A ' Ninh Bình. Tu ỵ khôn 9 đư Ợc học thầy hồi cấp III nhưng giờ đây, thầy đã dạy cho tôi 
rất nhiều điều về cuộc sống, về chuyên môn. Thầy là người đầu tiên luôn sẵn sàng tra lời cau 
hoi chuyên môn của tôi^bất kể là 5h sáng, 12h trưa hay...0h đêm. Không chỉ cuốn sách Cong 
cả ~ cuốn B P đề tinh túy, thầy luôn nhiệt thành như vậy. Chính điều này cang 
thôi thúc tôi thêm nỗ lực phấn đấu nhiều hơn nữa. Nếu có thể quay ngược thời gian, toi ước 
mình được là học trò của thầy, được nghe thầy giảng và truyền lửa đam mê. 

Lời ca ™ ơn t'fp theo tôi xin được gửi tới các thầy cô sau: thầy Phạm Văn Nghị, thầy Đắng 
Viẹt Đông - GV Toán, THPT Nho Quan A - Ninh Bình, thầy Nguyễn Thư - Gv Toán - THPT 
Phương Xa, Phú Thọ, thầy Nguyễn Văn Lực - Gv chuyên luyện thi Toán, TP. Cần Thơ, thầy 
Nguyên Duy Hựởng - Gv chuyên luyện thi Toán, Hà Nội, thầy Nguyễn Văn Dũng - Gv chuyên 
Ịuyện thì Toán, Hà Nội, thầy Nguyễn Trường Sơn - Gv chuyên Toan - THPT chuyên Lương Van 
J ụy ' " nh ; thầy Võ Trọng Trí - Gv Toán - THPT Anh Sơn I, Nghệ An, thầy Đoàn Trí Dũng, 
thầy Cao Đắc Tuấn (Gv chuyên luyện thi Toán - Hà Nội), thầy Võ Quang Mần - Gv Toán - Đại 



học Khoa học Huế. Những lời góp ý của các thầy đã giúp em hoàn thiện công phá hóa được 
chinh chu và chính xác hơn. Mong các thầy luôn khỏe mạnh và luôn là những bậc tiền bối đáng 
kính của thế hệ trẻ chúng tôi. 

Để hoàn thành cuốn sách này, tôi cũng không bao giờ quên sự hào phóng và nhiệt tình 
của các bạn thân. Nhất là 3 người bạn trong nhóm "X-àm Girl" ở lớp KI - sư Phạm Toán tiếng 
Anh, Đại học sư Phạm Hà Nội: Lê Thùy Linh, Nguyễn Bảo Chung, Nguyễn Thị Minh Hằng. Ngoài 
ra, toi cũng xỉn cảm ơn người bạn thân - người anh - người đồng nghiệp Nguyễn Văn Hưởng - 
Kí sư Tài Năng Bách Khoa, tác giả Toán Lovebook. Tất cả họ đều luôn sát cánh bên tôi những 
lúc căng thẳng nhất, khó khăn nhất với cuốn sách. Nếu không có họ, chắc có lẽ tôi không thể 
hoàn thành cuốn sách ngay trong năm học này. 

Lời cảm ơn tiếp theo, tôi xin được gửi tới các em sau: Lê Xuân Tuấn, Phạm Xuân Nam, 
Mai Thuỳ Dựơng, Nguyễn Văn cảnh, Trần Ngọc Mai (học sinh lớp AK51), Lê Thị Ngọc Mai, Định 
Thúy Quỳnh, Trần Thị Nga, Ngô Thị Mỹ Linh (học sình lớp GK51), Phạm Thị Hương (học sinh 
lớp BK51), Bùi Thị Thu Phương (Cựti học sinh lớp AK50). Tất cả các em đều là những học sinh 
xuất sắc của thầy Châu Văn Điệp ở trường THPT Yên Mô A, huyện Yên Mô, tỉnh Ninh Bình. Các 
em đã giúp đỡ tôi rất nhiều trong khâu đọc soát bản thảo. Tôi tin VỚI đức tính ham học hỏi và 
cần mẫn, các em nhất định sẽ thành công sau này. 

Cuối cùng, tôi xin được gửi lời cảm ơn tới toàn thể các anh chị trong nhà sách Lovebook. 
Anh chị đã dẫn dẳt tôi từ những ngày đầu tập tành viết sách. Thực lòng, nếu không được làm 
việc ở nơi đây, có lẽ tôi đã không có ngày hôm nay. Đặc biệt tôi muốn gửi lời cảm ơn chân thành 
nhất tới anh Lương Văn Thùy (Giám đốc) và chị Nguyễn Thị Thu Hương (phòng biên tập). Hai 
anh chị la người mà tôi làm việc cùng thường xuyên trong nhà sách. Anh chị đã hướng dẫn tôi 
từng chi tiết nhỏ nhất trong việc soạn thảo và trình bày. Tận đáy lòng, tôi rất mong Lovebook 
có thể trao cơ hội cho nhiều sinh viên đam mê, nhiệt huyết như tôi hơn nữa. Và tôi cũng luôn 
tin chắc chắn rằng nhà sách Lovebook sẽ còn phát triển mạnh mẽ hơn rất nhiều. 


LO'I TRI ÂN ĐẶC BIỆT 

Tôi muốn dành riêng mục này để gủl lời cảm ơn chân thành và yêu thương nhất tới toàn 

thể các em học sinh đang follow tôi trên facebook và gmail. sự tin tưởng và quan tằm của các 

em dành cho tôi hàng ngày là một liều thuốc bổ vô giá. Nó truyền cho tôi động lực hoàn thiện 
bản thân mỗi ngày, là niềm hạnh phúc mỗi sáng thức dậy. Thực lòng, nẽu không có các em, có 
lẽ tôi đã không thể hoàn thiện cuốn sách, với tinh thần ham học hỏi và hướng thiện, tôi tin cac 
em sẽ trở thành những người công dân tuyệt vời sau này. Tôi biết ơn các em rất nhiều! 

Để hoàn thành cuốn sách công phá toán này, tôi không thể không kể tới các thầy cô ở 
các trường, đơn vị đã tâm huyết biên soạn ra những đề thi thử chất lượng. Qua đây, tôi cũng 
xin được gửi lời cảm ơn tới các thầy cô tổ Toán ở các trường THPT, đơn vị sau: 

1. THPT Chuyên Đại học vinh - Nghệ An 55. THPT Thuận Thành 1 - Bắc Ninh 

2. THPT Chu Văn An - Hà NỘI 56. THPT Kiến An - Hải Phòng 

3. THPT Chuyên Lam sơn - Thanh Hóa 57. THPT Gia Viễn c - Ninh Bình 



4. THPT Chuyên Hà Nội Amsterdam 

5. Sở GD&ĐT Lâm Đồng 

6. Sở GD&ĐT Phú Thọ 

7. THPT Nhã Nam - Bẳc Giang 

8. THPT Phạm Hồng Thái - Hà Nội 

9. THPT Nguyễn Văn Linh - Ninh Thuận 

10. THPT Bảo Lâm - Lâm Đồng 

11. THPT Gia Viễn B - Ninh Bình 

12. THPT Hiệp Hòa số 1 - Bắc Giang 

13. THPT Chuyên KHTN - Hà Nội 

14. THPT Huỳnh Thúc Kháng - Hà Nội 

15. THPT Chuyên Hoàng văn Thụ - Hòa Bình 

16. THPT Lương Thế Vinh - Hà Nội 

17. THPT Can Lộc - Hà Tĩnh 

18. THPT Lý Thái Tổ - Bẳc Ninh 

19. THPT Xuân Trường C - Nam Định 

20. THPT Chuyên Hưng Yên - Hưng Yên 

21. THPTTrần Hưng Đạo - Ninh Bình 

22. THPT Chuyên Biên Hòa - Hà Nam 

23. THPT Chuyên Sơn La - sơn La 

24. THPT Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 

25. THPT Huỳnh Thúc Kháng - Nghệ An 

26. THPT Lý Thái Tổ - Hà Nội 

27. THPT Nguyễn Thị Minh Khai - Hà Tĩnh 

28. THPT Chuyên Hùng Vương - Gia Lai 

29. THPT Ngô Sỹ Liên - Bắc Giang 

30. Sở GD&ĐT Hà Nội 

31. TT luyện thi ĐH Diệu Hiền - Cần Thơ 

32. THPT Việt Đức - Hà Nội 

33. THPT Minh Hà - Quảng Ninh 

34. THPT Chuyên Lế Hồng Phong - Nam Định 

35. THPT Phạm Văn Đồng - Phú Yên 

36. THPT Yên Phong 2 - Bẳc Ninh 

37. THPT Quảng xương 1 - Thanh Hóa 


58. Sở GD&ĐT Bạc Liêu 

59. Sở GD&ĐT Vĩnh Phúc 

60. THPT Chuyên Hạ Long - Quảng Ninh 

61. THPT Chuyên Vị Thanh - Hậu Giang 

62. THPT Kim Liên - Hà Nội 

63. Sờ GD&ĐT Nam Định 

64. THPT Cầu Xe - Hải Dương 

65. THPT Chuyên Trần Phú - Hải Phòng 

66. THPT Kim Thành - Hải Dương 

67. THPT Chuyên Đại học sư phạm Hà Nội 

68. Sở GD&ĐT Bà Rịa Vũng Tàu 

69. CLB giáo viên trẻ TP.Huế 

70. THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc 

71. THPT Lương Đắc Bằng - Thanh Hóa 

72. THPT Chuyên Bắc Cạn 

73. THPT Chuyên Nguyễn Trãi - Hải Dương. 

74. Sở GD&ĐT Bắc Ninh 

75. THPT Đông Sơn 1 - Thanh Hóa 

76. THPT Lam Kỉnh - Thanh Hóa 

77. THPT Chuyên Vĩnh Phúc - Vinh Phúc 

78. THPT Phan Đỉnh Phùng - Hà Nội 

79. THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định 

80. THPT Công Nghiệp - Hòa Bình 

81. THPT Nguyễn Văn Trỗi - Hà Tĩnh 

82. THPT Chuyên Nguyễn Quang Diêu - Đồng Tháp 

83. Trường PT Năng Khiếu - TP.HỒ Chí Minh. 

84. THPT Chuyên Mặt Trăng 

85. Sở GD&ĐT Thanh Hóa 

86. THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc 

87. Sở GD&ĐT Ninh Bình 

88. THPT Lương Tài số 2 - Bắc Ninh 

89. THCS-THPT Nguyễn Khuyến - TP.HCM 

90. THPT Chuyên Lê Quý Đôn - Bà Rịa Vũng Tàu 

91. THPT Trần Hưng Đạo - TP.HỒ Chí Minh 



38. THPT Hàm Rồng - Thanh Hóa 

39. THPTVĩnh Chân - Phú Thọ 

40. THPT Nho Quan A - Ninh Bình 

41. THPT Cái Bè - Tiền Giang 

42. THPT Chuyên Thoại Ngọc Hầu - An Giang 

43. THPT Triệu sơn 2 - Thanh Hóa 

44. THPT Chuyên Thái Bình - Thái Bình 

45. THPT Phạm công Bình - Vĩnh Phúc 

46. THPT Nguyễn Đinh Chiểu - Bình Định 

47. THPT Tiên Du số 1 - Bắc Ninh 

48. THPT Chuyên Nguyễn Thị Minh Khai - sóc Trăng 

49. THPT Chuyên Lương văn Tụy - Ninh Bình 

50. THPT Hà Trung - Thanh Hóa 

51. THPT Hồng Bàng - Hải Phòng 

52. Sở GD&ĐT Hưng Yên 

53. THPT Hàn Thuyên - Bắc Ninh 

54. Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ 


92. THPT Hai Bồ Trưng - Thừa Thiên Huế 

93. THPT Chuyên Lê Hồng Phong - TP.HCM 

94. THPT Nguyễn Tất Thành - Hà Nội 

95. THPT Quang Trung - Hà Nội 

96. THPTYên Hòa - Hà Nội 

97. THPTViệt Nam - Ba Lan 

98. THPT Đống Đa - Hà Nội 

99. THPT Ngọc Tố - sóc Trăng 

100. THPT Hoàng Diệu 

101. THPT Anh sơn 2 - Nghệ An 

102. THPT Đông Thụy Anh - Thái Bình 

103. THPT Hoằng Hóa 4 - Thanh Hóa 

104. THPT An Lão - Hải Phòng 

105. THPT A Kim Bàng - Hà Nam 

106. Sở GD&ĐT Quảng Ninh 

107. Sở GD&ĐT Hà Tĩnh 

108. Nhóm thầy cô Toán học Bắc Trung Nam 


Một ĩân nữa, tôi xỉn cảm ơn tất cả! 
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Hình 1.1 
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Chủ đề 1: Hàm số và các 


Ngọc Huyên LB 

ứng dụng của đạo hàm. 


ỉ.l. ĩính đơn diệu của hàm số. 

Lú thuyết 


iluí í bi f" hoậc n 3 h ị ch biỏn trèỉ1 K (với Klà một khoảng (đoạn), nửa 
khoang (nửa đoạn)) được gọi chung là hàm số dơn diệu trên K. 


2. Tinh don diệu của ham so và dấu cùa đạo hàm. 

Điều kiện cần đ ế hàm số đon điệu: 

Giả sử hàm số/ có đạo hàm trên khoảng I. Khi đó 
Nếu hàm số / đồng biến trên I thì /' Ịx) > 0, V* e /. 

Nếu hàm số/ nghịch biến trên I thì /' (x) < 0, Vx e I. 


Điều kiện đủ đế hàm số đơn điệu: 

1. Giả sử hàm số/ có đạo hàm trên khoảng ỉ. 

a. N& f{x)>0 vói mọi xe/ và /’(x)=0 chi tại một sõhữu hạn điếm của/ 
thì ham số đồng biến trên I. 

b. Nẽu /'(*)<0 vói mọi xe/ và /'(x)=0 chi tại một số hữu hạn điếm của/ 
thì hàm so nghịch biến trên I. 

c. Nếu f'(x) = 0 vóã mọi * s/ thì hàm số không đối ưên /. 

2. Giả sử hàm số/ liên tục trên nửa khoảng [a;b) và có đạo hàm trên 
khoảng ( a;b ) 

a. Nếu /'(*) > 0 (hoặc f'[x) < 0) vói mọi xe(a;b) thì hàm số đồng biến (hoặc 
nghịch biến) trên nửa khoảng [a;èj. 

b. Nếu /'(x)=0 vói mọi X e(«;Ế) thì hàm số/ khống đổi trên nửa khoảng 

[«»)• 

Nếu hàm số dông biên trên íc thi đồ thị hàm SÕ đi lên từ ữái sang phải. 

Nếu hàm số nghịch biến frên K thì đồ thị hàm sõ đi xuống từ trả sang phải 

(hình 1.1). 

Vi đụ: Hàm số có đồ thị ớ hình 1.1 nghịch biũn trên khoáng (-»;«), không diii 
trên khoảng {a,b) và dòng bÍLT. trên khoáng (i;+a>) . 


Ta có thế nói rằng hàm số có đô thị 6 hình 1.1 đồng biến trên (-«;«] bôi 

/(x) > 0 với mọi X 6 (^o;u] và dấu bằng chỉ xảy ra tại X = a ( tức là hữu hạn 
nghiệm). 


X. 


°, ph T ^ về cách xácđ inh tính đơn điệu của hàm số bằng đạo hàm 
. bằn f. xả r ra tại hửu hạn n ^ m hời: Nếu là vô hạn nghiệm, hay là 
livi t !!?i° àíl 1 kh0ảng đÓ hà™ số không còn tính đơn điệu nữa, mà la hàm 
ông đổi trên khoảng đó. Ví dụ như ờ hàm số có đồ thị như hmh 1.1 tiu trên 
hàm số là hàm hằng. 
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Tho best or nothing 


STUDY IIP: Để kết 
luận xem hàm số có 
đồng biến hay nghịch 
biêh trên một khoảng 
( x n' x n*i) vừa tìm được 

hay không, ta chi cần 
xét dấu cùa đạo hàm tại 
một điểm trên khoảng 
đó. 


S I U.n.ỉ lP' Ở đây ta 
chọn STEP là 0.1 bởi 
khoảng khá nhó, và ta 
cần xét tính đồng biến 
nghịch biẽh trên 2 

khoảng là ío;^j và 



Chủ dề 1 : Hàm sô và cá c ứng dụng của dạo hàm 
3. Quy tắc xét tính đơn điệu của hàm số. 

a. Tìm tập xác định. 

b. Tính đạo hàm f'(x) . Tìm các điểm Xị(i = 1,2,3, ...n) làm cho đạo hàm bằng 0 hoặc 
không xác định. 

c. Sắp xếp các điểm tìm được theo thứ tự tăng đẵn. 

d. Nêu kết luận ve các khoảng đông biến, nghịch biến ảia hàm số. 


B. Bài t ộp trang các úè thi thử củn các trường. 

Dạng 1: Bài toán không chứa tham số. 


Ví dụ 1: Hàm số y = ^Ix-x 1 nghịch biến trên khoảng: 


A. 


V 

2 


B.|0,| 


c.(-oo;0) D. (l;4oo) 

Trích đê thi thứ lãn IV- Tạp chí Toán học tuốỉ trẻ số 


Đáp án A. 

Phàn tích: Để tìm khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số thì ta đi tìm 
nghiệm của phương trình y' = 0 hoặc giá trị làm cho phương trình y' = 0 
không xác định, từ đó tìm được các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 

Lòi giãi 

Cách 1: Điều kiện: X € (ũ; l) 

Ta có y' = ụx-x 2 \ = —^=L;y' không xác định khi x ~®. 

y ' = 0 khi X = ỉ . Khi đó ta có 2 khoảng cần xét đó là Ị^O; ^ ;Ị^;1 j. Nhận thấy 

ở đây y'<0 với xeỊ^;lj,do đó hàm số nghịch biến trên ^;lj. 

Hình 1.2 là đồ thị hàm số y = sịx-x 1 , ta thấy bài làm đã xác định đúng. 

Cách 2: Nhận thấy điều kiện là 2 e (0;l), do vậy loại luôn c và D. 



Sử dụng lệnh TABLE 
đế liệt kê các giá trị của 
hàm SỐ khi cho X chạy 
trên khoảng cân xét với 
bước nhảy nhất định. 


Ở B và A, các đầu mút của các khoảng cách nhau 0,5, do vậy ta có thế quyết 
định được STEP khi sứa dụng TABLE ữong máy tình. 

Giải thích: 

I Lệnh TABLE trong máy tính dùng để tính giá trị của hàm số tại một vài điểm. 

ị Ta có thể sử dụng chức năng tính giá trị của hai hàm số / (x) và g[x) . Bời vậy, 
khi sử dụng TABLE trong việc xác định hàm số đồng biến hay nghịch biến trong 
một khoảng là khá dễ dàng, bời ta chi cần xét xem giá trị của hàm số tăng hay 
giảm ữên khi X chạy trên khoảng đó thôi. 

Thao tác: 

Ị 1. Ấn MODE 7 , nhập hàm số cần tính giá trị. 

1 2. START? Nhập X bắt đầu từ đâu. 

I 3. END? Nhập X kết thúc ở đâu. 

I 4. STEP? Bước nhảy giữa các giá trị, tính từ điểm đầu mút. 
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STUDY nn 
Với hàm số bậc bốn 
trùng phương có dạng 

y = ax 4 + bx 2 + c(a*0) 

có -<0 thi; 
a 

1. Với a > 0 thì đồ thị 
hàm số có dạng chữ w. 

2. Với a < 0 thì đồ thị 
ham so có dạng chữ M. 
(chi là mẹo nhớ đồ thị). 


I „ . _ ■ . tott 

« I F(í) 

■™ 5.3 

D - Ẻ 1 

O.ÌIữ.HÌÌhI 

0. 1 


r K F<ĩ)_ 

6 £■§ . 'Ks 

2 — Ũ ' B Ể-HĨii 

B 5.11502 


Công Phá Toán - Ló p 12 

íil’ đun? vào b ải ỉqAu >< 1.1/ tn lỊittì ì: 

Ấn MODE 7, và nhập f[x) = yỊx-X 2 ấn =. 
START? Nhập 0 = 

END? Nhập 1 =. 

STEP? Nhập 0.1 =. 

Sau khi nhập máy hiện như hình bên: 


Ngục Huyền L8 


tức hàm số nghịch biến ữên Ị^;l j . Chọn A. 


Vi dụ 2: Cho hàm số y = ịx* -2x 2 -1. Chọn khẳng định đúng 

A. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-2;0) và (2;+cc) 

B. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-<o;-2) và (0;2) 

c. Hàm số nghịch biến ừên các khoảng (-w;-2) và (2;-tto) 

D. Hàm số nghịch biến trên các khoảng (-2;0) và (2;+co) 

— Trích đê thi thử ỈSnl~ SGD & ĐT Hưng Yên 

Đáp án A. — 

Phân tích 

Cách 1: Xét phưong trình y • = 0 » - 4* = 0 o r* = 0 Như đă giói thiệu về 

cách nhớ dạng đồ thị hàm bậc bốn trùng phương có hệ số a = ị > 0 nên ở đây 

ta có thể xác định nhanh hàm số đồng biến trên (-2;0) và (2;-Kx>), hàm số 
nghịch biến trên (-<o;-2) và (ũ;2). 


Cách 2: Sử dụng lệnh TABLE. 

li O-*- I rv.. 


Do đó ta có thể xác định được hàm số đồng biến trên (-2; o) và (2; +oo) . 
Hàm so nghịch biến trên H;-2) và (0;2). 


B 

_ FCX) 

^ * õs-ás 
-M . |T 
-3 1.25 


B 

F(X)_ 
-2 ' 
iị -2.nặ 
m -ĩ 


a 

FOỌ 

1 -2.15 

ị . zầ 

- 1.35 

a 

r FÍX)_ 

Ị- ì-gs 

M ’ II 

5 í 05.35 
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Chủ dề ! : Hàm số và các ung dựng cùa đạo hàm 


The best or nothing 


STU DY T 1P 
1. Với hàm số dạng 

ax + b > 

Y — — — — — thì 
cx+d 

, ad-bc ... 
y ặ 
(cx+d) 

3. = ad— bc thì: 

a. Với X, > 0 thì hàm số 
đồng biến trên từng 
khoảng xác định. 

b. Với x<0 thi hàm số 
nghịch biến ưên từng 
khoảng xác định. 


SIU’VUi’1 

Vói các câu hay mệnh 
đề nói hàm số đồng 
biến hay nghịch biến 
hên một tập số không 
Hên tục, bị gián đoạn thì 
là mệnh đề sai. 


i2.iy.DY .Iir; Vói hàm 

SỐ bậc ba có dạng 
y = ax 3 +bx 2 +cx + d 
(a / o) . Nếu phương 
trình y' = 0 có hai 
nghiệm phân biệt : 

Nếu a > 0 thì đồ thị 
hàm SỐ có dạng chữ N, 
tức hàm số có hai 
khoảng đồng biến một 
khoáng nghịch biến. 
Còn a < 0 thì ngược 
lại. 


x—3 ’ , 

Ví dụ 3: Cho hàm số y = — — • Khẳng định nào sau đây là khăng định đúng? 

X "t" 3 

À. Hàm SỐ đơn điệu trên ì 

B. Hàm số đồng biên ưên các khoảng (-co; -3) và (-3;+co) 
c. Hàm SỐ nghịch biến hên \ [3} 

D. Hàm số đồng biến trên 3. \{— 3} 

(Trích đê thi thử (ân ỉ — THPT Kim Liên Hà Nội) 

Đáp án B. 

Điều kiện: D = 3. \ Ị-3Ị 

Ta có v' = — - 3 )’ - 1 = — — - > 0 với mọi xeD. Vậy hàm số đồng biên trên 

(x + 3Ỵ (x + 3f 

từng khoảng xác định. Tức là hàm số đồng biến trên các khoảng (-co;- 3) và 

(-3;+co). 

CM.it. Ỏ đây ta không chọn D bời: 

I " Ở sách giáo khoa hiện hành, không giói thiệu khái niệm hàm số ( một biến) 
đồng biến, nghịch biến bên một tập số, mà chi giới thiệu khái niệm hàm số ( một 
ị biến) đồng biến, nghịch biến trên một khoảng, một đoạn, nửa khoảng ( nửa 
đoạn)." 

Do vậy ta chỉ có thể nói rằng: "Hàm số đồng biến ữên các khoảng (-co; -3) và 
(-3; +00) ". Mà không thể nói "Hàm số đồng biến trên (-<0; -3) o (-3; +°o) ." hoặc 
"Hàm số đồng biến trên '. \ {-3} ." 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = X 1 (3-x). Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ đã cho đồng biến hên khoảng (-oo;0). 

B. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (2 ;-ko). 
c. Hàm số đã cho đồng biến ừên khoảng (0;2). 

D. Hàm số đã cho đồng biến hên khoảng (-co; 3) . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Đại học Vinh -ỉãnl) 

Đáp án c. 


Lòi siài 


Ta có y’ = - 3x 2 +6x = 0o 



Nhận thấy đây là hàm Số bậc ba, có hệ số a = — 1 < 0 nên ham so đong bien trên 

(<«)• 

Nhận xét: Việc nhớ dạng đồ thị giúp ta làm nhanh các bài toán đơn điệu mà 
không cần vẽ bảng biến thiên. 


Ví dụ 5: Trong các hàm số sau hàm nào đồng biến ữên 31 
. , . „ x+1 


A. y = x 4 +* 2 -l 
c. y = x 2 +l 


D. y = x 3 +x 

(Trích đê thi thử THPT Lương Bắc Đằng) 
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Đáp áu D. 


Ngọc Huyền IR 


Lòi giải 

Ta có thể loại luôn phưcmg án A, B, c do 

Hàm số bậc bốn trùng phương luôn có khoảng đồng biến và nghịch biến trên 

: - Tươn ỗ tự hàm bậc hai có đồ thị dạng parabol nên cũng luôn có khoảng đồng 
biến, khoảng nghịch biến trên . 

Còn phưong án B: Hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất gián đoạn tại X = -3 , 
do đó hàm số này không thể luôn đồng biến trên - . Mà chỉ luôn đơn điệu trên 
từng khoảng xác định. 

Qua bài toán trên ta rút ra các kết quả sau: 

: Kết quả 1 -^ Hàm số bậc bốn trùng phương luôn có một điếm cực trị [à X = Q, do 
ị vậy hàm SỐ bậc bốn trùng phương luôn có khoảng đồng biến, nghịch biến tren 

ị K ^t qua 2 - bỉàm bậc hai luôn có một điếm cực đại hoặc một điểm cực tiếu, hoặc 
nhớ nôm na là đồ thị hàm bậc hai là một parabol, do vậy hàm bậc hai khong the 
: đơn điệu trên - . 

I ^ quả 3 ‘ Hàm phân tbto b ^ c "bất trên bậc nhất không thể đơn điệu trên •• do 
sS ỵ 8“? đoạn tại S iá tri làm cho mẫu số không xác định, do đó ta chi co 
thể nói hàm số này đơn điệu trên từng khoảng xác định chứ không nói đơn điệu 
Ị trên tập xác định hoặc đơn điệu trên - . 

■ Kết quà 4. Đế hàm số bậc ba có dạng y = ax 3 + bx 2 + cx + d (a * o) đơn điệu trên 
^ - thi phương trình y* = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm duy nhất, tức là 

: 0 ~ 3flC -° '(trong công thức này a, b, c lần lượt là các hệ số cùa hàm bậc 

Ị ba ban đầu )- Lúc nà y dấu cùa bệ số a quyết định tính đon điệu cùa hàm số. 

I a. Nếu a < 0 thì hàm số nghịch biến trên 'i . 

■ b. Nếu a > 0 thi hàm số đồng biến trên 

Ví dụ 6: Khẳng định nào sau đây là khẳng định sai về hàm số ự = ~ l ? 

x + 1 

A. Hàm số đồng biến trên (l;-K») 

B. Hàm số đồng biến trên ?. \ Ị-lỊ 
c. Hàm số không có cực trị 

D. Hàm số đồng biến trên (^x>;-l) 

(Trích đê thi thứ THPT l ương ThếVirth) 

Đáp án B. — J 

Lời giãi 

Từ kết quá 3 ò ữên ta chọn luôn B. 

Ví dụ 7: Hàm số y = 4x^x 2 nghịch biến trên khoảng: 

A ' (} ;1 ) B ' (° 4 ) c H°) (1;H 

_ (Trích đê thi thử Tạp chí Toá n học & Tuổi trè ISn 4) 

Đap án A. 1 

Lòi giãi 

Điều kiện: 0<X<1 
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STUDY TIP: Vói các 
hàm căn thức bậc hai 
thì ta chi lăn xét dấu 
của đạo hàm đa thức 
ữong ngoặc, do mẫu số 
của đạo hàm luôn lớn 
hơnO. 


Chủ đề 1 : Hàm sô và các ứng dụng của dạo hàm 


Ta CÓ ỳ = — ~ 




y' không xác định khi x = 0,x = l; y' = 0ox = ^. 



Vì mẫu số luôn lớn hơn 0, do đó ta xét tử số. Ta thấy trên ị ; 1 j thì y ' < 0 với 
mọi X, do vậy hàm số nghịch biến trên Ị^;l j. 


Ví dụ 8: Hòi hàm số y = A jx 2 -4x + 3 đồng biến trên khoảng nào? 

A. (2;+oo) B. (-<x>;3) c. (~co;l) D. (3 ;-ko) 

(Trích đê thi thử THPT lương ThếVinh tãn í) 


Đáp án D. 

Lời giải 

Tập xác định: D = (-co; l] u [3; -ko) 

2x-4 _ x-2 

Ta có y = — ■= == , == === 

2v/x 2 -4x + 3 sjx 2 - Ax + 3 

y'>0ox>2, kết hợp với điều kiện xác định thì hàm số đồng biến trên 

(3;-k») 

Một SỐ ví dụ về bài toán hàm số lượng giác: 


Ví dụ 9: Cho hàm số I + sin 2 x; xe [0; «] . Hỏi hàm số đồng biến trên các 
khoảng nào? 

. .rikì R fz ĩ.llĩì 

A - r u ;ít B ' w ĩi 


í 0 7«) 

1 , (7* 

11* ì 

D ÍZ5. 

ll*ì 

. í 11* "Ị 


1 y!2 

12 J 

" \12 

12 J 

tu ' ) 


Đáp án A. 


(Trích đê luyện tập chuyên đê 1.1 Toán học Bắc Trung Nam) 


Lòi giãi 


Tí . 

TXĐ: D= ẳ . y'=-ị+sữi2A:.Giải y' = 0«sin2x = -^o 12 ,(keZ) 

2 x=Ị£+kn 

L 12 

Vì re[0; «]nên có 2 giá trị X = va x= ™ thỏa mãn điều kiện. 


\ X 

ì 

0 


7* 

12 

11« 

12 

n 

1 y' 


+ 

0 

- 0 

+ 

1 

i y 

Ị 

1 



r \ 




~ ~ , ;í , ( n .7*1 . 11* 

Hàm số đồng biến 0;^ và — 
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Ci u I: Cho hàm số y = . Trong các khẳng định dưới 

đây, khẳng định nào đúng? 

A. Hàm số luôn đồng biến trên (0;+oo) 
s. Hàm số luôn nghịch biến trên (0;e) và đồng biến 
trên (e;-Ko) 

c. Hàm số nghịch biến trên (0;l) và đồng biến trên 
(l;-Ko) 

Hàm số nghịch biến trên (0;l) và (l;e); đồng biến 
trên (ể;+co) 

(Trích đê thi thử ĩẫnl- THPT chuyên Amsterdam Hà Nội) 
Cãu 2 : Cho hàm số y = *-ln(* + l). Khẳng định nào 
dưới đây là đúng? 

A . Hàm số có tập xác định là ' \ {— 1 } 

8 . Hàm SỐ đồng biến trên (-l;+vo) 

c. Hàm số đồng biến trên (-oo;0) 

D. Hàm số nghịch biến trên (-1;0) 

(Trích đê thi thủ Íẫnl-THPT chuyên Amsterdam Hà Nội) 

C5u 3; Hỏi hàm số y=r*+3x 2 -4 nghịch biến trên 
khoảng nào? 

A. (~2;0) 8 . (-co; “ 2 ) 

c. ( 0 ;+co) D. ; 

(Trích đê thi thừ lăn I - THPT Kim Liên Hà Nội) 
C.H 1 4: Cho hàm số y = ~J ~ ■ Khẳng định nào dưới đây 
là đúng? 

A. Hàm số đồng biến trên mỗi (từng) khoảng (~«>;l) 
và (l;+co) 

B. Hàm SỐ nghịch biến trên mỗi (từng) khoảng 
(-c°;l)và (l;+oo) 

c. Hàm SỐ nghịch biến trên tập ' \ Ịl| 

D. Hàm so nghịch biến với mọi x*l. 

(Trích đê thi thử lẫn I - THPT chuyên KHTN) 

cs u 5; Hàm số y = -* 3 + 3x 2 + 9x đồng biến trên khoảng 
nào sau đây? 

A. (-2;3) B. (-2;-l) c. * D. (2;3) 

(Trích đê thi thử lần l - THPT chuyên Lam Sơn) 


Ngọc Huyền LB 


cảu 6: Cho hàm số y =-x*-6x 2 +10. Chọn khẳng định 
đúng trong các khẳng định sau 

A. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên khoảng (-<o;0) 
íỉ. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên khoảng (- 00 ; - 4 ) 
c. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (0;+co) 

D. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (-4;0) 
(Trích đề thi thừ ĩẫnĩ~ THPT chuyên Lưcmg Văn Tụy) 
Cát, - Cho hàm SỐ y = x* -2x 2 -1. Khẳng định nào sau 
đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho đồng biến trên khoảng (- 00 ;- 1 ) và 
khoảng ( 0 ;l) 

8 . Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (0;-K») 
c Hàm SỐ đã cho nghịch biến trên khoang (- 00 ; -l) 
và khoáng ( 0 ;l) 

n. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (-1;0) 
(Trích đê thi thử ỈSn I- THPT chuyên Lương Văn Tụy ) 

Cáu S: Hàm SỐ f{x) có đạo hàm f\x) = x ì {x + 2). Phát 
biếu nào sau đây là đúng? 

A. Hàm Số đồng biến trên khoảng (-2; + 00 ) 

B. Hàm số nghịch biến trên các khoảng (- 00 ; -2) và 
( 0 ;«o) 

c. Hàm số đồng biến trên các khoảng (- 00 ; - 2 ) và 

(0;+co) 

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (-2;ũ) 

(Trích đê thi thứ lân Ị- THPT chuyên Lương Văn Tụy) 

Càu 9: Hàm số ỵ = 2x* +1 đồng biến trên khoảng nào? 

A. Ị^o;-|j 13. (0;+oo) 

c. D. (-oo; 0 ) 

(Trích đẽ minh họa lãn ỉ của BGD ~ 2017) 
Câu 10 : Biết rằng hàm số y = ax 4 + bx 2 + c(a* 0 ) đồng 

biến trên ( 0 ;+co), khẳng định nào sau đây đúng? 

A. a<0;& <0 B. ab < 0 

c - «&> 0 D. a>0;b>0 

(Trích đê thi thử hường THPT Lương ThếVinh - Hà Nội) 
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Câu 11: Hàm số y = ~x 4 -2x*+3 nghịch biến trong 
khoảng nào sau đây: 

A (U>;0) B. (0;2) 

c. (2;-H») D. (ũ;+co) 

Câu 12: Hàm số nào sau đây đồng biến trên tập xác định 
của nó: 

A. y = x i -x+l B. y = ~r 

3 x-1 

c. y~x 3 +2x-3 D. y-x 4 + 2.Í 2 + 3 

(Trích đê thi thử ĩãn I - sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 

Câu 13: Hỏi hàm số y - ^x-x 3 đồng biến hên khoảng 

nào? 

A. (^x>;2) B. (0;l) 

c. (1;2) D. (l;+=o) 

(Trích đê thi thử tan ỉ- sờ GD & ĐT Nam Định) 
Câu 14: Cho hàm số y = sừ\x-cosx + fix. Tim khăng 
đinh đúng trong các khẩng định sau: 

A. Hàm số nghi.ch biến trên (-co;0) 

8. Ham sô' nghịch biến trên (1)2) 
c. Hám số la' hám lè. 

D. Ham số đống biến trên (-oo;+oo) 

(Trích đê thi thử tân 1 - THPT chuyền Thái Bình) 
Câu 1.5: Hàm số y = x* ~2x* -7 nghịch biến trên khoảng 
nào? 

A. (0;1) B. (0;-mo) 

c. (-1;0) D. (-«>;0) 

(Trích đê thi thủ tân I - THPT chuyên Thái Bỉnh) 
Câu 16: Hói hàm số y = 'Jx 2 -4x + 3 nghịch biến trên 
khoảng nào? 

A. (2;-ko) B. (3;+co) 

c. (-oo;l) D. (-»;2) 

(Trích đê thi thử tần ỉ - THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 
Càu 17: Xét tính đơn điệu của hàm số y = x 3 -3x +2. 

A. Hàm SỐ đã cho nghịch biến trên khoảng 

đồng biến trên các khoảng và (l;+oo) 

B. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên khoảng (-l;l)/ 
nghịch biến trên các khoảng (-co;-l) và (l;+oo) 

c. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên (-co;-n») 

D. Hàm số đã cho nghịch biến trên khoảng (0;3), 
đồng biến trên các khoảng (~co;0)và (3 ;-ko) 

(Trích đê thi thử tần ĩ- THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 


3 .V, , .M * 

Càu 18 Hàm số y = ln(x+2)+-~^ đồng biến trên 


khoảng nào ? 

A. (-co;l). 

B. (l;+»). 

C (H 

D. (-1;«). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - Nam Định) 
Càu 19: Hàm số y = 2x ĩ -x i nghịch biến ừên những 

khoảng nào ? Tìm đáp án 

đúng nhất. 

A. (-1;0);(1;-HX>) . 

B. (-oo;-l);(0;l) . 

c. (-vo). 

D. (-V1). 


(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 


Cáu 20: Hàm số y = Ỵ "■ nghịch biến trên khoảng 
>Jx 2 -l 

nào trong các khoảng dưới đây? 

A. (-oo;-l) và|h|j. B. 

c. Ịk|). D. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 21: Cho hàm số y = x 3 -3x 2 +l. Mệnh đề nào sau 
đây là mệnh đề đúng? 

A. Hàm số đồng biến trên khoảng (0;2) . 

B. Hàm SỐ nghịch biến trên khoảng (-«o;0) . 
c. Hàm số nghịch biến trên khoảng (ữ;2) . 

D. Hàm số nghịch biến trên khoảng (2 ;-ko) . 

(Trích đẽ thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 22: Cho hàm số / (x) xác định trên và có đồ thị 
hàm số y = /'(*) là đưòng cong trong hình bên. Mệnh 
đề nào dưới đây đúng? 



A. Hàm số /(x) đồng biến trên khoảng (l;2) 

B. Hàm số / (x) nghịch biến trên khoảng (0;2) 
c. Hàm số f(x) đồng biểh trên khoảng (-2;l) 

D. Hàm SỐ f(x) nghịch biến trên khoảng (-l;l) 
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Dạng 2: Bài toán chứa tham số. 

Ở dạng này ta xét dạng toán tìm điều kiện của m đế hàm số đơn điệu trên - 
hoặc ữên khoảng con của 3. 

Nhắc lại lý thuyết 

Cho hàm số y = f(x, m) với m là tham số xác định trên một khoảng I. 

a. Hàm số đồng biến ữền ỉ y’ > 0, Vx e ỉ và y' = 0 chí xảy ra tại hữu 
hạn điếm. 

b. Hàm số nghịch biến trên 1 o y‘ ' < 0 , Vx «= ỉ và y' = 0 chỉ xảy ra tại hữu 
hạn điểm. 

Chú ý: Đê’ xét dấu của Ị/ 'ta thường sừ dụng phương pháp hàm số hay định lý 
về dấu của tam thức bậc hai như sau: 

Cho tam thức bậc hai = ax 2 + bx + c, Ịa * o) 

a. Nếu A < 0 thì luôn cùng dấu với a. 

b. Nếu A = 0 thì X luôn cùng dấu với hệ số a (trù x = — ) 

2 a 

c. Nếu A>0 thì phương trình s(x) = 0 luôn có hai nghiệm phân biệt, 
khi đó dấu cứa g(x) trong khoảng hai nghiệm thì khác dấu với hệ số a, 
ngoài khoảng hai nghiệm thi cùng dấu vói hệ s oa. 

Bon b u óc co bin đế giải bài toán thím giá trị của tham sốđểhàm số đơn điệu 
trên một khoảng xác định 
Bước 1: Tim miền xác định 
Bước 2: Tính đạo hàm y’ 

Buức 3: Áp dụng lý thuyết vừa nhắc ở trên. 

Ví dụ minh họa 


STUDY TtP 
Khi xét hàm số bậc ba: 

1. Luôn đồng biến hoặc 
nghịch biến (y' = 0 vô 
nghiệm hoặc có nghiệm 
kép), đồng biến khi a > 0 
và ngược lại. 

2. Có 2 khoảng đồng biến, 
một khoảng nghịch biến 
(y' = 0 có hai nghiệm 
phân biệt và có hệ số 

a > 0 ); và ngược lại. 


Vt dụ V. Tìm m đếhàmsố: y = ịx 3 +(m + l)x 2 ~(m + ì)x + l đồng biến trên 
tập xác định. 

A. m>~ 1 hoặc m<- 2 B. -2<m<-l 

c. -2<m<-l D. m >- 1 hoặc m<-2 

(Trích đê thi thử THPT Lý Thái Tổ- Bắc Ninh) 

Đáp án c. 

Lời giải 

Xét hàm SỐ y =—x 3 +(m + l)x 2 ~(m + ì)x + l có y'=x 2 +2(m+ì)x~(m + i) 

Do hệ số a = ị > 0 nên đếhàm số đã cho đồng biến trên tập xác định thì phương 
trinh y ' = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm duy nhất. 

oA'<0«(m + l) ! +(/H + l)<ũo-l< m + i<0o-2< m <-i, 
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Ở đây ta có thể loại luôn 
trường hợp hai bói xét 
tổng hai nghiệm không 
thỏa mãn. 



Hình 1.4 



Vi dụ 2: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho hàm số 
y = 2 sin 3 X -3 sin 2 X + m sin* đồng biến hên khoảng 0/ 2 ì • 


A. m>0 B -™<ị L 2 u - m> 2 

(Trích đê thi thử ĩẵn ỉ THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 


Đáp án c. 

Lời giai 

Cách 1: 

Do hàm số t = sinx đồng biến trên 1^0; I nễn đặt sinx = í; t e (0;l) 

Đế hàm số đã cho đồng biến trên Ịo; I thì hàm số y = / (í) phải đồng biến 

trên (0;l) o phưcmg trình y' =0 hoặc là vô nghiệm, có nghiệm kép (1) ; hoặc 

\x. <x 2 <0<1 

là có hai nghiệm x ĩ < x 2 thỏa man (4). 

u < I < Xj < X 2 

Trường hợp (1): phương trình y ’ = 0 vô nghiệm hoặc có nghiệm kép 


<t>A'<0o9-6ffl<0t>m>^. 

2 


x,x 2 >0 
Xj + x 2 < 0 


Trường họp (2): Thỏa mãn o 


(loại) , 


(x 1 -l)(x 2 -l)>0 


^3->i 


~-i+i>0 

6 


Hình 1.5 


Cách 2: Ở đây chi có hai trường hợp: một là vô nghiệm, có nghiệm kép; hai là 
(0;l) nằm ngoài khoảng hai nghiệm. 

3 3 , 

Nhận thấy 3 phương án B, c, D cùng có số — nên ta xét — trước. Do có phương 

án c có dấu > do vậy, ta sẽ xét dấu bằng trước, nếu dấu bằng thỏa mãn thì ta 
loại luôn B và D 

Với m = | thì Ị/' = 6f 2 -6f + | = 6^f-~j = 0 <=> t = I ( phương trình y' = 0 có 
nghiệm kép, thỏa mãn). Đến đây ta loại luôn B và D. 

Hình 1.4 là đồ thị hàm số y = /(í) khi ^ 


Tiếp theo ta chi cần xét đến A. Ta sẽ thử m = 1 Ể ^;co 
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Với m = 1 thì y’ = 6í 2 -6f + l=0»f^^Ể , nhận xét 0<^3 <3Wậ J 

6 6 6 

(không thỏa mãn). Vậy loại A, chọn c. 

Hình 1.5 ỉà đồ thị hàm số y = /(í) khi m = 1 . Vậy suy luận cúa ta là đúng. 

Ị Ta cb tbê bi ® f dư( ? c í 0 ' 1 ) nằm ngoài khoảng hai nghiệm thì hàm số đồng biến 

I bởi y' là m ^ t tam tixúe bậc hai có hệ số ư = 6 > 0 , do vậy dựa trên cách xét dấu 
; tam thức bậc hai đã học ờ lớp 10 thì: 

Ị 1. Nếu A < 0 thì dấu cúa tam thức cùng vói dấu của hệ số a, tức là lớn hơn 0, tức 
; là luôn đồng biến. 

■ 2. Nếu phương trình y' = 0 có hai nghiệm phân biệt x i ;x 2 thì trong khoảng hai 

: n 8hiệm thì hàm số sẽ khác dấu với hệ số a, và ngoài khoảng hai nghiệm thì hàm 
! SỐ cùng dấu với hệ số «. 

; N ' ,ú: ' ' oí: Ở đầu lồi giải cách 1, tôi có chi rõ rằng "Do hàm số í = sinx đồng 

I biến trên I 0; 2 J nên đ ật sin x = t;te (0; l)" bởi khi đặt hàm hợp, ta cần lưu ý 

; điêu ki ^ n cúa hàm hợp- Ở bài toán trên nếu thay sin* bằng cosx ; lúc này, nếu 

I đặt cosx = t và tiếp tục giải như trên thi kết quả đạt được m > I là hoàn toàn 

2 

1 sai. 

■ Thật vậy: Với m = 2 ỉúc này hàm sốy = 2 cos 3 X - 3cos 2 X + 2 cos X nghịch biến 

ị trên K} 

Tiếp theo dế hiếu rõ hon vẩ n đề này, ta xét ví dụ sau: 

V i dụ: Tun tât cả các giá trị của m để hàm số y = X 4 + (2 - m)x 2 +4-2 m 
nghịch biến trên [-1; 0 ] . 

A - m - 4 B- m> 4 • c.m<2 D. m< 2 

Lòi giãi sai 

Nếu lam theo nhu bài toan trên, ta đặt t = x 2 , do xe[-l;0] nên fe[0;l] 

Khi đó đế thỏa mãn yêu cầu đề bài thì y=/(f) = f 2 +(2-m)f + 4-2m phải 
nghịch biến trên [O; 1 ] . 

Ta có y =/'(f) = 2í + 2-m 

Hàm s ố /(í) nghịch biến trên [O; 1 ] <=> /' (í) < 0 , Ví e [O; 1 ] 
om>2f + 2, Ví e[0;l"Ị <=>ra>4, chọn A. 

Nhận xét, đây là kít quả sai, thật vậy nếu thử m = 2; m = 1; ... vẫn thỏa mãn yêu 
cầu đề bài. 

Lời giâi đúng 

Đáp án c. 

Cách ĩ: Ta đặt í = x 2 , do xe[-l;ũ] nên íe[0;l] 

Khi đó đế thỏa mãn yêu cầu đề bài thì y = /(f) = f 2 +(2-m)f + 4-2m phải 
đồng biến trên [O; 1; . 
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Chủ đề 1 : Hàm sô và các úYig dụng của đạo hàm . 

Ta có y’ = /'(í) = 2f + 2-m 

Hàm số / (í) đồng biến trên [O; 1] <=> /’ ) > 0 , Vf e [O; 1] 
om<2í + 2, Víe[0;l] <=>m < 2 
Cách 2; Xét hàm số y = x i + (2 - m^x 2 + 4 - 2m có 
y' = 4x 3 + 2. (2 - m) .X = 2x ịlx 2 + 2 - m) 

Để hàm SỐ đã cho nghịch biến trên [-1; 0] thì y' < 0, Vx € [-1; 0] . 

Ta có 2x < 0, Vx € r -1; o], nên để thỏa mãn điều kiện thì 

ịlx 2 +2-m)>0 / Vxe[-l;0] <r>2-m>0<=>m<2 . 

Như vậy, ta rút ra nhận xét sau: 

ị Xét hàm số /(x) = trên I (với I là khoảng (đoạn), nửa khoảng (nửa 

ị đoạn)). Đặt h(x) = t;t e K (với K là một khoảng (đoạn), nửa khoảng (nửa đoạn) 

; được tính chặt chẽ theo điều kiện của x). 

; 1. Nếu u(x) là hàm số đồng biến trên I thì hàm số thu được sau khi đặt ẩn phụ 
ị hay chính là hàm g(í) cùng tính đon điệu trên K với hàm số ban đầu. 

I 2. Nếu tí(x) là hàm số nghịch biến tiên / thì thường hàm số thu được sau khi 
: đặt ẩn phụ hay chính là hàm #(í) ngược tính đơn điệu trên K với hàm số ban 
; đầu. 

: Thường trong trường hợp này ta không đặt ẩn mà giải quyết bài toán bằng cách 
. đạo hàm trực tiếp. 



V i đ ụ 3: Trong tất cà các giá trị của tham số m để hàm số y = — X 3 + mx 1 - mx - m 

3 

đồng biến trên giá trị nhò nhất của m là: 

A. -4 B.-l c.o D.l 

Phân tích: Tiếp tục là một hàm SỐ bậc ba, ta xét y'ằOvớimọi xe dấu bằng 
xảy ra tại hữu hạn điểm để tìm giá trị nhô nhất của m. 

Lời giải 

Ta có y' = X 2 + 2mx - m 

Đê’ hàm số đã cho luôn đồng biến trên thì A' <0 với mọi m 

<=>m 2 + m < 0 <=> — 1 < m < 0 . Vậy giá trị nhỏ nhất cùa m thỏa mãn là m=- 1 

Hình 1.6 là đồ thị hàm số đã cho khi m = - 1 (thỏa mãn, vậy suy luận trên là 
đúng). 


Ví dụ 4: Điều kiện cần và đủ của m đê’ hàm số y = mx 5 đồng biến trên từng 


khoảng xác định là 
A. m > -5. 


X + 1 


B. m>-5. c. m>5. D. m>5 

(Trích đê thi thử ĩẵnl - THPT chuyên Đại học Sư Phạm Hà Nội) 


Đáp án D. 
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Ệ Ham số đơn điệu trên 

•ị khoảng nào thì phải xác 

I định trên khoáng đó 

3 trước. Do vậy ờ đây cần 

ậ có điều kiện cho 

1 
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ị x + 1 j2 đe ham số đã cho Iuôn đồng biến ữên từng khoảng xác định 


Còng Phá To án Lớp 1 2 
Ta có y' = 

thì m-5>0<=>m>5. 


Hàm số bậc nhất trên bậc nhất có dạng y = ~ có đạo hàm y- = —~ b % luôn 

( cx + d f 

I đơn đi ê u trên từog khoảng xác định, (chứ không phải trên tập xác định) 

Đồng biến trên từng khoảng xác định khi aả-bc>Q, nghịch biến trên từng 
; khoảng xác định khi ad-bc<0 n 

\ í dụ 5: Cho hàm số y = — ^ 2 ~ 2 -(l) ( m là tham số). Tun m để hàm số (l) 
nghịch biến trên từng khoảng xác định. 

A.-3<m<l iỉ.-3<m<l c.ị m *\ D J m< - 3 

(™*-3 Ị_ m > 1 

(Trích đê thi thừ ĩẵn I - S GD & ĐT Lâm Đồng) 

Đáp .ìn n. 

p h .1 n t ịch : Một bài toán về hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nhung có tham 
số ở mâu. Nếu bài toán hỏi 'Tim m để hàm số (l) nghịch biến (hoặc đồng biến) 

trên một khoảng ( a , b) nhất định thì bài toán lại phải thêm điều kiện, tuy nhiên, 
ờ đây ta có thê giải đơn giản như sau: 

Loi giai 

Điều kiện: X * -m . 


Ta có y'~ 


m 2 +2m~ 2 

(x + mf 


■ Đế hàm số đã cho đồng biến trên từng khoảng xác định 


thì m 2 +2ttz-2>0<=> 


m>-l + V3 
m < -1 - y[3 


(đến đây ta loại luôn được A, B, C). 


Ví dụ 6: Tìm m đê hàm số ỵ = x + 2 — đồng biến trên (-1:2) 

x+m \ ' ì 

A m> f B.ma.x C.-2 <m<\ D. ị<m<l 

3 3 

Lòi giãi 


Đê hàm số đã cho đồng biến hên (-1; 2) thì y ' 1 > 0 với mọi X € (-1; 2) 


... 2 
m>- 
3 

“ <^m> 1 

m <- 2 

Chúú: Phải có điều kiện -mnằm ngoài khoảng (-1; 2) bời nếu-m nằm trong 
khoảng (-1; 2) thi hàm số bị gián đoạn trên (-1; 2) . Tức là không thể đồng biến 
ữên (-1;2) được. Đây ỉà phần mà tôi muốn nhấn mạnh với quý độc giả. Bời nếu 
không có điều kiện đó, sẽ chọn thành A là sai. 


o 


ịm-ị2~2mj>0 

-«*(-!; 2) 


<0 


3m - 2 > 0 
m> 1 o 
m <~ 2 
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Chủ đề 1 : Hàm sỏ’ và các ứng dụng của dạo hàm 


The best or nothing 


STUPY TiP 

Ở đây trước tiên, đế hàm 
số luôn nghịch biến trên 
- thì hàm số phài xác 
định hên V . Do vậy ta 
phải tìm điều kiện đế căn 
thức luôn xác định với 
mọi số thực X. 


Ví đ ụ 7: Cho hàm s ố y = ĩnx + 2m - , m là tham số. Tim tất cả các giá trị của 

x-m 

m sao cho hàm số nghịch biến trên khoảng (2; -ko) . 

A. me (-co; - 3 ) u (l; 2] B .me (-^0; -3) u (l; -ko) 

c. m e (- 00 ; -3) D. m e (l; -ko) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - TP HCM) 


Đáp án A. 

Lòi giãi 

Từ STƯDY TỈP trên ta có được hàm số đơn điệu trên khoảng nào thì phải xác 
định ữong khoảng đó trước, do vậy trong ví dụ này, ta phải có điều kiện đê’ 
2 ; +00). 

Tập xác định: D = \ {mỊ 

Ta có y' = . Hàm sốỵ = nghịch biến trên (2; + 00 ) khi 

(x-mf x ~ m 

và chi khi: 



y'< 0 \-m 2 -2m+3<0 ™ >l \l<m<2 

m e (2; + 00 ) \m< 2 L " L m< " 3 


p/nhi t iĩh sai lam: Ở đây nhiều độc giả không xét điều kiên để hàm số luôn 
xác định trên (2; + 00 ) nên chọn B là sai. 


V í d ụ & Cho hàm số y =* - \lx 2 -x + a . Tun a đế hàm số luôn nghịch biến 
trên ' . 


A. a > 4 
4 


Đáp án D. 


B. a = \ 
4 


D. |J60 


Lơi giai 


Để hàm số xác định với mọi XSÂ - x + ữ>0, Vxe Ả 

oA<0<=>l-4a<0*»fl>-ị. 

4 

Với a > \ thì 
4 

2x-\ 

Tính đạo hàm: y' = 1 , = 


2\Ịx 2 -x + a 

Hàm số đã cho luôn nghịch biến trên r. <0,Vx€ .rí . Dấu băng xảy ra tại 

hữu hạn điểm ol p-. ^ 0 <=> , = - 1 

2 'Jx 2 -x + a 2yx -x-a 
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Chú đề 1 : Hàm sô và các ung dụng của đạo hàm 


The bcst or nothing 


Càu 1: Tìm tất cả giá trị thực của tham số m sao cho hàm 

SỐ y = 6 m đồng biến trên khoảng ( ln-ị; 0 I 
e x -m 1 4 ) 


A. me[~ 1;2] 

c. wze(l;2) 


rên khoảng Ị^ln ^;0 I 
B. me\-ị;ị\ 

L 2 2j 

D ms [”H] u P ;2 ) 

hithửữnỉ-THPTBảoL 


(Trích đê thi thứ ĩãnl- THPT Bảo Lâm) 
Cảu 3: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m đế hàm 

số y = — — — đồng biến trên từng khoảng xác định của 
x-m 

nó. 

A. m<-3 B. m<-3 c. m<3 D. m >- 3 

(Trích đê thi thử Un ỉ - THPT Chu Văn An) 
ịm-l)-Jx^ĩ+2 „ _ 

Câu 4; Cho hàm số y = r J — ; . Tim tất cả các 

'Ịx-ĩ+m 

giá trị của tham số m đê' hàm số đồng biến trên khoảng 
(17; 37). 




m>2 

B. m < -6 

< m < -1 

ỉ.). -1 < m < 2 


(Trích đê thi thử Unl- THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 5: Xác định các giá trị của tham số m đế hàm số 
y = X 3 -3mx 2 -m nghịch biến trên khoảng (0; 1)? 

A. m>\ 6. m<- c. m<0 D. m >0 

2 2 

(Trích đê thi thử Unl- THPT chuyên Amsterdam) 
Câu 6: Để hàm số y = x’ -3m 2 x đồng biến trên thì: 

A. m<0 B. m = 0 c. m > 0 D. m<0 

(Trích đê thi thử Un I - THPT Lương ThếVinh) 

Câu 7: Cho hàm số y = -^x 3 +mx 2 +(3m + 2)x + l. Tìm 

tất cả các giá trị của tham số m đê’ hàm số nghịch biến 
trên khoảng (-co;+co). 


C. -2 < m < -1 


B. m<2 


D. -1 < m < 0 


(Trích đê thi thử ỈSnl- THPT chuyên Bắc Cạn) 

(tf2 + l).T-2 

Càu S: Cho hàm số y = . Tim tất cả các giá trị 

x-m 

của tham số m để hàm .số đồng biến trên từng khoảng 
xác định. 


A. -2<m <1 


c. -2<m<\ 


(Trích đê thi thử Un ỉ- THPT chuyên Bắc Cạn) 

Câu 9: Cho hàm số y = x ì +3x 2 -mx-4. Tim tất cả các 
giá trị của tham số m để hàm sổ (l) đồng biến trên 
khoảng (~«>;0) 


A. m < 1 13. m > 3 c. m < -3 


D. m < 3 


Câu 10: Vói giá trị nào của tham số m thì hàm số 
y - sin X - cos X + 2017-72 mx đồng biến trên 
A. m > 2017 B.m>0 

c. m>—^— D. 

2017 2017 

(Trích đê thi thủ Toán học & Tuổi trẻ) 

Càu 11: Tim tất cả các giá trị cùa m để hàm số 

y = ~~~~~~ dồng biến trên khoảng (o;j|. 
sinx-m V 2) 


A. m < -1 

c. m< 0 


B. m>l 

D. m>- 1 


(Trích đê thi thử THPT Kỉêh An) 
Cáu 12: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m để hàm 

* sinx+m í 

so y = — - — nghịch biẽn trên ~;n : 
sinx-m 1^2 J 


A. m < 0 hoặc m> 1 B. m<0 


c. 0<»Í<1 


D. m> 1 


Câu 13: Tun các giá trị của tham số m đế hàm số 
y = -^x 3 + (m-l)x 2 +(m + 3)x-10 đồng biến trong 
khoảng (0;3)? 

12 12 ^ . _ 7 

A. mằ— . B. m<~. c. me i. D. m>~~. 

7 7 12 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 

Càu 14: Tun tất cả các giá trị của m để hàm số 
y = mx 3 +7íix 2 + m(m-l)x + 2 đồng biến trên 7. 


.4 

A. m<~ 
3 


B. m<~ và m*Q 
3 


4 _ .4 

c. m = 0 hoặc m>T~ D. m>^ 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
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Ngọc Huyền LB 


Hướng dần giải chi tiết 

Dạng 1: Bai tập không chứa tham số 


Câu 1: Dáp án D. 

Cách 1: Cách tư duy. 

Tập xác định: D = (0;-Ko)\|l| . 


Tac6: KéJ 


lnx-1 


(ln*) 2 

y' = 0olni = ỉox = e; 
y' không xác định tại X = 1 

+ y' >0 Vxe(e;-Ko) nên hàm số đồng biến trên 

(e;-*4 

+ y' < 0 Vx 6 (0; l) nên hàm số nghịch biến trên (0; l) . 
+ y'<0 Vxe(l;e) nên hàm số nghịch biến trên (l;e). 
Cách 2: Sử dụng máy tính Casio: 

Nhận thấy ờ các phương án có các khoảng sau: 
(0;+co);(0;l);(ũ;e); (1 ;ể);(ể;4«o) . 

Lúc này ta sử dụng lệnh MODE 7 TABLE đế xét tính 
đồng biến nghịch biến của hàm số: 

Nhập vào máy Fx = : 

lnx 



Ấn 2 lần - máy hiện Start? Ta chọn x = 0 ,âh0 


End? Ta nhập SHIET (chính là chọn end là è). 

Do ở đây ta cho chạy từ 0 đến e bời ta cần xét tính 
đồng biến nghịch biến trên (0;+«o);(0;l);(0;e); 
(l;e). 


1 

3 

3 

0.3 

0.3 

ra MKh 

F(X) 

ÉKRÓíi 

-0.134 

-n.ũãẽ 

0 

3 

M 

5 

mần 

ũ. Ẽ 
ũ. ã 

3 MiB. 

F (X) 1 

-0.430 
-1. nũ 
-3.5051 

0.4 

Từ đây ta nhận thấy giá trị cùa hàm số giảm khi cho 

X chạy từ 0 đến 1. Vậy hàm Số nghịch biến trên (0;l) 

từ đây ta loại A và B. Tiếp theo kéo xuống thì máy 
ứện: 

E 

ĩ 

ã 

X 

■tó 

s M»th 

FCX) Ị 

ẼKỈÌÓPi 

6.5011 

4.10001 

í .4 

ID 

iĩ 

13 

X 

mầề 

2.3 

a Mxỉh 

F(XỈ 1 

3.0523 

3.0553 

3.19021 

2 


Lúc này ta thấy các giá trị của hàm số tiếp tục giảm 
kha cho X chạy từ 1 đến e. Do vậy hàm số nghịch biến 
trên (l; e), từ đây ta loại c, chọn D. 

Cáu 2: Đáp án D. 

Tập xác định: D = (-1; -H») => loại A. 

y’=[x-ln(x + l)]'=-i ĩ . 
y' = 0 <=> r = 0 

y ' > 0 o X > 0 => hàm số đồng biến trên (0; + 00 } . 

y’<0<s>-l<x<0 

=> hàm số nghịch biến trên (-1; o) 

Cách 2: Sử dụng máy tính Casio bằng lênh TABLE 
trong MODE 7 tương tự bài 1 . 

Câu 3: Đáp án A. 

Tập xác định: £>=«■. 

y' = (x 3 +3x 2 -4) = 3x 2 +6x 

, x = 0 

y =0 <=> 

x = -2 

Ta có hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng N, tức 
hàm số nghịch biến trên (-2; o) . 

Câu 4: Đáp án 8. 

Tập xác định: D= ' \{lj. 

Ta có ad-bc = l-2 = -l<0 

Suy ra hàm số nghịch biến trên từng khoảng 

và (l;+co). 

Càu 5: Dáp án D. 

Tập xác định: D = i. 

ý = (-S 3 + 3x 2 + 9xj = -3x 2 + 6x + 9 

x = 3 

y =0o 

x = -l 

Ta thay ham so có hệ số ữ = -1 < 0 nên hàm số đông 
biến trên (-1;3). 

Câu 6: Đáp án D. 

Tập xác định: D = V . 

y' = (-í 3 ~6x 2 + ĩo)' = -3x 2 -12x 


y' = ũo 


x = 0 
x = -4 


Do hệ SỐ a = -1 < 0 nên hàm số đồng biến trên (-4; o) 
Câu 7: Đáp án c. 
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Tho best or notliing 


Chủ để 1: Hàm -Số và các úng dụng cua dạo hàm 


Tập xác định: D = 

y' = (x 4 -2x 2 -l) -4x 3 -4x 

, „ ’x = ±l 

y' ' = 0 o 

3 X = 0 


Do hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng vv từ 
đây suy ra hàm số nghịch biến trên (-co; -l) và (ũ; l); 

hàm SỐ đồng biến trên (-1;0) và (l; -Kc) . 

Càu S: Đáp án A. 

Vì /'(x) = x 2 (x + 2)>0 Vx e(-2;+co) nên hàm số 
đồng biến trên (-2; +eo) . 


Cầu 9: Đáp án B. 

Cách suy luận 1: 

Tập xác định: D = i . 

y' = (2x 4 +l )' -8x 3 
y' = 0 o X = 0 

Vì y'>0 Vxe(0;+°o) nên hàm số đồng biến trên 
(0;-ko). 

Cách suy luận 2: 

ĐỒ thị hàm số có dạng Parabol có đinh là I (0; l) và hệ 
SỐ a = 2 > 0 nên đồ thị hàm số là Parabol có bề lõm 
hướng xuống, tức hàm số đồng biến trên (ũ; + 00 ) . 


Càu 10: Đáp án D. 

Ở phần sau ta sẽ học về đô thị lúm số bậc 4 trùng phương, 
ở phần dạng đõ thị ta có sơ đô về dạng đô thị hàm bậc bốn 
trùng phương. Từ đó ta rút ra nhận xét: 

Do hàm số đồng biến trên (0;-H») nên đồ thị hàm Số 

không thể có ba điểm cực trị, vậy đồ thị hàm số có 
dạng parabol quay bề lõm xuống dưới và có đinh là 
/(0;c). 

Áp dụng sơ đồ tôi vừa giói thiệu ở bài sau để thỏa 

[ fl >0 [ fl >0 

mãn điều kiện trên thì < , „ - o , _ - 

[b>0 


Càu 11: Đáp án D. 

Từ việc xem xét sơ đồ tôi giới thiệu ở câu 10 thì ta có: 



và a = <0 nên đồ thị hàm số 

4 


là paraboỉ quay bề lõm lên trên, tức hàm số nghịch 
biến trên (0; +<o) . 

Càu 12: Đáp án c. 

Phương án A. Tập xác định: D- . 


y'=(x 3 -x+l) = 3x 2 -l 


y' =0 ~* =± i! 

=> Hàm Số này không đồng biến trên tập xác định của 
nó. 

Phương án B. Loại vì hàm số nghịch biến trên từng 
khoảng (-«;l) và (l;+oo). 

Phương án c. Tập xác định: D - v . . 
y' = 3x 2 +2>0 VxeD 

=> Hàm số này đồng biến trên tập xác định của nó. 
Càu 13: Dáp ãn B. 

Tập xác định: D = [0;2]. 

-2x + 2 1-x 

y - l-^Ịlx-x 1 ~ 'Ịlx-x 1 
y' = 0ox = l 

Vì y' > 0 Vx e (0;l) nên hàm số đồng biến trên (0;l). 
Càu 14: Đáp án D. 
y' = Ịsinx - cosx + >/3xj 

x+ 4 

< ã )>0 

Vậy hàm số đồng biến trên (-oo;+co) . 



= cosx + sin * + s = 'lĩ.sm 

ta ( i+ ỉ) +1 + (^- 


Càu 13: Dáp Án A. 

Tập xác định: D= . 

y ’ = 0 <o 4x 3 - 4x = 0 


x = 0 
x = l 
x = -l 


Hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng w, từ đây 
suy ra hàm số nghịch biến trên (-oo; -l) và (0; l) . 


Câu 16: D.ip án c. 

Tập xác định: D = ' \[l; 3] 

2x-4 x-2 

y - 2>/x 2 -4x + 3 Vx 2 - 4x + 3 
y' = 0ox=2 (không thuộc D) 

Vì y'<0 Vxe(-co;lỊ nên hàm số nghịch biến trên 

(^o;l). 

Càu 17: Đáp án A. 

Tập xác định: D = ■*. . 
ý = 3x 2 -3 
y' = 0 « X = ±1 

Mặt khác hệ số a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng 
N, tức hàm số đã cho đồng biến ữên (-co; -l) và 

(l; +coj , nghịch biến trên (-1; 1 ) . 
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Câu 18: Đáp án B. 

Tập xác định: D = (-2;+oo) 

y = 3 _x-l 

* +2 (z + 2 ) 2 ( x+2 ) 2 

Vì y' >0 Vxe(l;+co) nên hàm số đồng biến trên 

Càu 19: Đap án A. 

Tập xác định: D = r. . 
y' = ~ Ax 3 +4x = ~4xịx 2 -l) 


y' = 0o 


r = 0 
x = ±l 


Mặt khác hệ số a = -1 < 0 , suy ra đồ thị hàm số có 
dạng chữ M, tức hàm số nghịch biến trên (-1,0) và 
(1;*°)- 

Câu 20: Đáp án D. 

Vơi các bài toán mà ta khó tính đạo hàm, ta nên dùng 
TABLE để giải quyết bài toán. 

Nhập [MODẼjỊ7:TABLE 
Nhập như sau: 


f(X)=-j=ặ=H 


Tiếp theo ẩn 2 lần dấu =. 
Start? ẩn -3 = 

End? ấn 3 = 

Step? 0.5 = 


Ngọc Huyén LB 


Máy hiện: 




8 

FOi) 

Kath 


X 

QJ 

MHÌÌ 

I 







ị 

-2.5 

-3.U3I 


u 







-3 

5 

maềtt 

IrrorI 

~1 


lũ 

iĩ 

12 

s 

X 1 F(X) 
1.5 □ 

ãía.smi 

Uaĩt. 

12 

iĩ 

B 

X 1 F(XJ 
2.5 Q.B12S 




IU 





2.5 





Từ đây ta thấy hàm số nghịch biến trên (- 00 ; -l) . 
Cá li 21: Đáp án c 


Ta thấy hàm số có y' = 3x 2 -6x = 0 o 


x = 0 
x = 2 


Mặt khác hệ SỐ a = 1 > 0 nên đồ thị hàm số có dạng 
chữ N, tức hàm số nghịch biến trên (ũ; 2) . 


Cáu 22: Đáp án B. 

Đây là một bài toán dễ mắc sai ỉầm, do đồ thị trong 
hình vẽ 



Nhận thấy trên (-co; -2) và (0;2) thi f'(x)< 0 nên 
hàm SỐ y = / (x) nghịch biến trên (-co; -2) và (ữ; 2) . 
Phán tích sai lam: Nhiều học sinh tướng đây là đồ thị 
cúa hàm số y = /(*) và chọn luôn D. 


Dạng 2: Bài toán chứa tham số 


Câu 1: Đáp án D 
Đặt e x =í(f >0) 


Vìxe| ln^;0 




m <- 1 
m> 1 

,-ỉ SmS ỉ 

L 2 2 


r ,_ -m 2 +m + 2 

Hàm số đồng biến trên khoảng Ịki-;0 ị 
Khi y 1 >0 hay -m 2 +m + 2>0o-l<m<2 


Vậy < m < i hoặc 1 < m < 2. 

Cáu 2: Đáp án A. 

Điều kiện: XitỉìL 
-m- 3 

v= jf~ỳ 

(x-m) 

Hàm số đồng biên trên từng khoảng xác định 

<o -m - 3 > 0 •» m < -3. 

Câu 3: Đáp án B. 

Đặt yjx-l=t. 

Vì Jte(l7;37). => t e (4;6)=> mí(-6;-4) 

(m-ỉ)t + 2 
y = - — — 

t + m 
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The best or nothing 


, m 2 -m-2 

y = /. V • 

(i+m) 

Hàm Số đồng biến khi m 2 -m-2>0 
Kết hợp các điều kiện ta có 


m > 2 
m<- ì 


H> 


o sin X + ặ > -2017 m với mọi xe-.. Điều này xảy 


ra khi -2017m<-lom> 
Câu 10: Đáp án c. 


2017 


'm > 2 

Đặt sin x = t 

m < -6 

1 „ 71 1 

-4 < m < 1 

Vì xe 0;- : 

l V 


Câu 4: Đáp án B. 

D= ' ; y'-2>^ -6mx 


y' = 0« 


x = 0 
x = 2m 


, mặt khác hàm số có hệ số ữ = 1 > 0 


nên đồ thị hàm số có dạng chữ N, suy ra hàm số 
nghịch biến trên {0; 2m) . 

Vậy để hàm số nghịch biến trên khoảng (0;l) thì 


2m<lom<ị. 

2 

Câu 5: Đáp án B 
D= J 

Để hàm SỐ đã cho đồng biến trên ' thì b 2 - 3ac < 0 
<=>0 2 -3.1.(-3m 2 )<0 o9ffl 2 <0 =>m=0. 

Càu (>: Đáp án c 

Đè hàm số luôn nghịch biến trên (-<o;+co) thì 

b 2 -3 ac <0om 2 -3.^-0(3m + 2) < 0 

ora 2 +3«+2<Ũo-2<ff!Í“l. 

Càu 7: Đáp án A 

Để hàm SỐ đã cho đồng biến ừên từng khoảng xác 

định thì (m + l).(-m) + 2>0 o-m 2 -m + 2>0 

o -2 < m < 1 . 

Câu S: Đap án c 
y' = 3X 2 +6x-m 

Phương trình y' - 0 có A' = b 2 -3ac 
= 3 2 -3.1.(-m) =9 + 3 m 

Trường hợp 1: đồ thị hàm số có hai điểm cực trị, thi 
X = 0 phải là điểm cực đại, lúc này: 
y'(o) = 0om = 0 (không thỏa mãn) 

Vậy hàm số phải luôn đồng biến trên '. «• m < -3 
Câu 9: Đáp án c. 

Ta có y , = cosx + sinx + 2017-'/2m. Ta có 

y’ = -j2 sin ^ X + + 2017' yỊĩm . Để hàm số đã cho 

đồng biến trên "r. thì y’> 0 với mọi xe 'i. Dấu bằng 
xảy ra tại hữu hạn điếm. 


2f-l ^ 

Hàm số trở thành y = — — - . Để thỏa mãn yêu cầu đề 
t-m 

2í 1 

bài thì hàm số y = ■ — ■ -- phải đồng biến trên(0;l) 
t—m 


o 


ad-bc = -2m + \>0 


m Ể 


( 0 ; 1 ) 


. 1 

m < -7 
2 

m <0 
m> 1 


o m < 0 . 


Vì ms?(0;l)nên m< 0. 

Câu 11: Đáp án B. 

Cách 1: Đạo hàm trực tiếp 
Ta có 


(sinx+mỴ cosx(sinx-7?i)-cosx(sinx + m) 
y (sinx-m) 2 


-2 m cos X 
(sinx-m) 2 
-2mcosx<0 


') (sinx-m) 2 

, để hàm SỐ nghịch biến trên ; X j thì 


Í -2mcosx<0 
me(ũ;l) 

Do xeỊ^'jrj thì cosxe(ũ;-l), do vậyđếhàmsốđã 
/ N [: 2m>0 

cho nghịch biẽrì trên 1 Ị thì < m < 0 Offí<0 

m>l 

Cách 2: Đặt ấn 
Đặt sin X = t, 

Vìx e j nên. t e (O; 1) . 

Ta thấy hàm số y = sin X nghịch biến trên ; n j do 
đó để thóa mãn yêu cầu đề bài thì hàm số 
y = / (í ) = phải đồng biến trên (O; 1) 

ịaả-bc = -m-m> 0 


Tức là 


I«(0;l) 




m< 0 

m < 0 m < 0 
m> 1 


Cách 3: Sử dụng TABLE 

Ta thấy với m = 0 không thỏa mãn, do là hàm hằng 
nên ta loại A. 
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Vậytasẽthử m = l;Start Ị;End R Step — thi ta 

2 Mo 

được: 


In&PT 

T. bbịịỊ 

á. 1931 


F(Ị» 

ẸRSỘR 

-39.85 


ỹ i-ÌL«n|l 

1 . 570796327 


ạỒịệe|-=U(P 


s 


kilíì 


■ _.B51 

ỊỊ.ạãịụ -I.B9Ú 
3. IŨ||I _ -lí 

2.513274123 

Vậy với m = 1 không thỏa mãn. Do vậy ta loại được 

c D. Từ đây ta chọn B. 

Càu ! 2: Dãp án A. 

Cách 1: Giải toán thông thường 

Ta có y' = -x í + 2(m-l)x + (wj + 3) 

Hàm số đã cho đồng biến trên (ũ;3) 

oy>0,Vxe(0;3). 

Vi hàm số y'(r) liên tục tại x = 0;x = 3 nên 

y' > 0, Vx e (0; 3) « y' > 0, V* e [O; 3] (mục đích là để 
cô lập tham số m) 
x z + 2x-3 


o m > 


2x + 


Vxe[0;3]. 


(Do 2x + l>0,Vxe[0;3] nên khi chia cả hai vế 
không làm đổi dấu bất phương trinh). 


<^>m 


-sg,yW v ” *w- 


* 2 + 2x-3 
2x + l 


Mặt khác ta tìm được iriax g (x) = g (3) = — . 


Vậy m > y . 


. N gọc Hmền 1.3 

Cách 2: Thử giá trị. 

Lúc này ta một giá trị m nằm trong khoảng ị~> j 

là có thê xác định được kết quả, ta chọn m = ĩ khi đó 
hàm số trở thành y - --X 3 + 4x-10 


Có ]/' = 0c> —X 2 + 4 = 0 o 


x = -2 
x = 2 


Do hệ số a = -ị<0 nên hàm số đồng biến trên 
(-2; 2 ) vậy không thòa mãn đề bài. Vậy loại B, c, D, 


chọn A. 


hi ! i >ap ái’ ì 5 

Với m = 0 thì hàm số trờ thành y = 2 là hàm hằng, 
loại. Từ đây ta loại A, c. 

Vói m *■ 0 : 


Đến đây ta không cần thừ mà có thể chọn luôn D, bởi 
hàm số đồng biến trên khi hệ số a > 0 và phương 
hình y' = 0 có nghiệm kép hoặc vô nghiệm, tuy nhiên 

vói phương án B, m<ị thì m có thế âm, tức hệ số a 

âm thì không thế đồng biến trên •• được. Vậy ta chọn 
D. 

Ch ■' : Với bài toán này việc hiểu bản chất và suy luận 
nhanh hơn rất nhiều so vói việc bấm máy thứ từng 
phương án. 
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Chủ đề 1 : H.ìm số và các ứng dụng cua dạo hàm The best or nothing 

UI Cực trị cúa hàm số và giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ 
nhất của hàm số. 



n, Lý thuyết về cực trị CỦC! hòm sổ 

Ở phần I.I ta vừa học cách sử dụng đạo hàm để tìm khoảng đon điệu của hàm 
SỐ, khoảng đồng biến, khoảng nghịch biến của hàm số. Ở phần này ta sẽ xác 
định điểm nằm giữa khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số, và ngược lại. 
Những điếm này được gọi ỉà điếm cực trị của đồ thị hàm số. Điếm cực trị bao 
gồm cả điếm cực đại và điểm cực tiếu của đồ thị hàm số. Đồ thị hàm số ờ 
hình 1.7 có điểm cực đại là điểm phía bên trái và điểm cực tiểu ớ phía bên 
phải (điếm được đánh dấu). 


1. Đinh nghĩa 

Cho hàm số y = fịxj xác định và liên tục trên khoảng ịa;b) ( có thể aỉà -00 ;b là 
+O0 ) và điền x o e . 

a, Nếu tồn tại số h > 0 sao cho /(*)</ (x 0 ) với mọi X e (x 0 -h; x 0 + h) và 
X * x a thì ta nói hàm số / (x) đạt cực dại tại x 0 . 

! b, Nếu tồn tại số h>0 sao cho /(x) > f(x 0 ) với mọi X e (x 0 -h;x 0 +h) và 
I X * x 0 thì ta nói hàm số /(x) đạt cục ti cu tại x 0 . 

Với hàm liên tục thi hàm số sẽ đạt cực trị tại điếm làm cho y' = 0 hoặc y’ 
không xác định được thế hiện ờ hình 1.8 



Hình 1.S 


STUDY TIP: điểm cực trị 
của hàm số là X = c ; còn 
điểm cực trị của đồ thị 
hàm số là điểm có tọa độ 


Nếu hàm SỐ đạt cực đại hoặc cực tiểu tạix = cthìx = clà điểm làm cho y' 
bằng 0 họặc y ' không xác định. 

2. Chú ỷ 

Nếu hàm SỐ /(x) đạt cực đại (cực tiêu) tại x 0 thì x 0 được gọi là điếm cực đại 
(điểm cực tiểu) của hàm Số ; f[x 0 ) được gọi là giá trị cực đại (giá trị cực tiểu) 
của hàm số, kí hiệu f CD (/ CT ), còn điểm Aí(x 0 ; /(x 0 )) được gọi là điểm cục 
đại (điểm cực tiêu) của đồ thị hàm số. 

Trong các bài ừắc nghiệm thường có các câu hỏi đưa ra để đánh lừa thí sinh khi phài phân biệt giữa điên 
cực trị của hàm sõ và điểm cực trị của điểm cực trị cùa đô thị hàm số. 
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3^Đ|_ệu_ki én dủ dé hám s ố có cư c tri 

I Khi / ' (x) đổi dấu từ dương sang âmqua* = cthì* = c được gọi là điếm cực 
ịị đại của hàm số. 

: Khi / ' (x) đổi dấu từ âm sang dương qua X = c thì X = c được gọi là điếm cực 
|í tiếu của hàm số. 

Hình 1.9 mô tả đieu kiện đủ đê hàm số có cực trị: 


điếm 
cực đại 




Hi 


y ị Y Không 
! \ phải điếm 




Cực tiểu của hàm số. 


Hình 1.10 thê’ hiện đồ thị hàm số, ta thấy rõ điếm O(0;0) không là điểm cực 
trị của đồ thị hàm số). 

I Nếu * = c là điểm cực trị của hàm y = /(x) thì /■(<:) = 0 hoặc f(c) không xác 
I định ' nếu f\ c ) = 0 cỉiưa chắc X = c đã là điếm cực trị của hàm số. 
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4. Quy tắc đế tìm cưc tri 
Quỵ tắc 1 



Đáp án D 


Lòi giai 


y 



Hình 1.11 


Ta CÓ y' = -i 

y 1 không xác định tại r=0, đạo hàm của hàm số đổi dấu khi qua x=0 . Nên 
hàm SỐ đạt cực trị tại x = 0 . 

Phần này đã được giói thiệu ở sau phần định nghĩa: Với hàm liên tục thì hàm 
số sẽ đạt cực trị tại diêm làm cho y' = 0 hoặc y ' không xác định. 

Hình 1.11 biểu thị đồ thị hàm số y = |x| đạt có điểm cực tiểu là 0(0; o). 


Hình 1.12 


y ' 

điếm 

V 

cực đại 

o 1 


/ 

Ơ;-1) 

/ 

điểm cực tiểu 


Ví dụ 3: Um tất cả các điểm cực trị của hàm số y = 2x- 3 tfx * . 


, LờigiảũTacó y'=ị2x-3ìl7Ỵ=ị?x-3x* 


■ = 2 — 




<JX <JX 

y’ không xác định tại X=Q; y'=0<=>2 = l. Và đạo hàm đổi dấu khi qua 
X = 0;x = 1 . Do vậy hàm số có hai điểm cực trị là X = 0}X = 1. 


Ví dụ 4: Cho hàm số y = X 3 - mx 2 -2x + l với m là tham số. Khẳng định nào 
sau đây là đúng? 

A. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn chỉ có duy nhất một cực đại. 

B. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn chi có duy nhất một cực tiếu, 
c. Với mọi tham số m, hàm số đã cho luôn có một điểm cực đại và một 

điểm cực tiểu. 

D. Với mọi tham số m, hàm số đã cho không có cực trị. 
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Lòi giải 

Xét hàm số y = x 3 -mx 2 - 2x + l có y' = 3x 2 -2mx~2 

Xét phưong trình y ' = 0 o 3x 2 - 2mx -2 = 0 có A' = (-m ) 2 -(-2).3 = m 2 +6>0 

Do vậy phương trình luôn có hai nghiệm phân biệt x l <x 2 . Mặt khác ta có 

mẹo xét dấu tam thức bậc hai " trong khác ngoài cùng", do vậy đạo hàm của 
ham so đã cho đổi dấu như sau: 




STUDV TIP: Hàm phân 
thức bậc nhất trên bậc 
nhất không có cực trị. 


Vậy hàm số đã cho luôn có một điếm cực đại và một điểm cực tiểu với mọi 
tham số m. 

B, Lós dọng iaớn ỉièn qunn dốn cựs ỉrị 

Dạng 1: Xúc định điếm cục trị của hàm số, điếm cực trị của đồ thị 
ham số, tim giã trị cực trị cùa hàm số. 

Đây là dạng toán cơ bản nhất về cực trị, tuy nhiên xuất hiện rất nhiều trong 

C ^ < ^! b í fhử ' Ởdạng toán này ta chi á P d V n S các tính chất đã được nêu ở 
phần A. Tuy nhiên ta đi xét các ví dụ đế rút ra các kết quá quan tr ọng. 

V 1 dụ I : Hàm số nào sau đây không có cực trị ? ~ 

A. y = * 3 -3x + l. B. y = — . 

x+3’ 

c. y = x i -4x 3 +3x+l. D. ỵ = x 2n + 2017x (neN‘). 

(Trích & thi thử THPT chuyên lê Hông Phong - Nam Định) 

Đáp án 8 

Vớị A‘Ta thấy đây là hàm bậc ba cỏ -3, phương trình y' = 0 luôn có 

hai nghiệm phân biệt nên hàm số có hai điểm cực trị (loại). 

Với B: Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên không có cực trị. Do 
đó ta chọn B. 


V 1 d ụ 2: Ham so nào sau đây có ba điểm cực trị? 
A. y = x* + 2x z + 10. 


c. y=ịx 3 -3x ỉ +5x+2. 


B. y = ~x 4 +2x 2 +3. 

D. y = 2x 4 - 4. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 


Đáp án B 


Lời giải 

Ta có thể loại luôn c bởi hàm số bậc ba chỉ có nhiều nhất là hai cực trị. 

Tiếptheo ta đềh với các hàm bậc bốn. Ta có hàm bậc bốn trùng phương có hai 
trường hợp, hoặc là có một điểm cực trị, hoặc là có ba điểm cực trị. 
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Đối vói hàm bậc bốn trùng phương dạng y = ax 4 + bx 2 + c (« * o) . 


STUDY TU’: 

Đối vói hàm bậc bốn 
trùng phương có dạng 
y = ax 4 + bx 2 + c,(a * o) 
thì nếu: 

ab>0 thì hàm số có một 
điểm cực trị là X = 0 . 
ab<0 thì hàm số có ba 
điếm cực trị là 

x~0;x=±.Ị~~ ■ 


STUDYTn’: 

Đối với hàm bậc bốn trùng 
phưcmg có dạng 
y = ax 4 + bx 2 + c,(a 5* o) 

có ab < 0 , khi dó nếu: 

a. a < 0 thì X = 0 là điếm 

cực tiếu; x = ±J-“ là 
V 2a 

hai điểm cực đại của hàm 
SỐ. 

b. a > 0 thì ngược lại 
X = 0 là điếm cực đại; 


X=J— — là hai điếm cực 
V 2a 

tiểu của hàm sổ. 



A, — 

I Ta có y' = 4ax 3 +2bx = 0<=> 2 b 

3 2ca 2 +Ỉ7 = 0<=>X 2 =--r- 

! 2a 

SỐ điểm cực trị phụ thuộc vào nghiệm của phương trình 2 ax 2 + b = 0 . 

a. Nếu ị < 0 tức là a, b cùng dấu hoặc b = 0 thì phương trình vô nghiệm hoặc 
2 a 

; có nghiêm X = 0 . Khi đó hàm số chi có một điếm cực trị là x = 0. 

■ b.Nếu — >0 tức là a, b trái dấu thì phương trình có hai nghiệm phân biệt là 
; 2a __ 

ÍT p>~ 


: X = ±J~— ■ Nghĩa là hàm số có ba điểm cực trị là x = 0; X = . 

'i 2ữ \ iM 

Đến đây ta có thể suy ra, nếu hệ số của a, b khác dấu thì hàm số bậc bốn trùng 
phương có ba cực trị, do vậy ta chọn luôn được B. 

Tiếp tục là một bài toán áp dụng kết quá vừa thu được. 


Ví dụ 3: Cho hàm số y = -X* +2x 2 +1. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. Hàm SỐ có một cực đại và hai cực tiểu. 

B. Hàm SỐ có hai cực đại và một cực tiểu. 

c. Hàm số có một cực đại và không có cực tiểu. 

D. Hàm SỐ có một cực đại và một cực tiêu. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 

Đáp án B. 

Lời giai 

Áp dụng kết quả vừa thu được ta có kết luận hàm Số luôn có ba điểm cực trị 
do hai hệ số a, b trái dấu. 

Mặt khác hệ số a = -1 < 0 nên đồ thị hàm Số có dạng chữ M (mẹo nhớ), do vậy 
hàm số có hai điểm cực ‘đại và một cực tiếu. 

Đền đây ta tiếp tục thu đư ợc kết luận ó phần STUDY TIP. 

Ví dụ 4: Cho hàm số y = f(x) xác định, bên tục trên R \ { 2 } và có bảng biến 
thiên phía dưới: 

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng ? 

A. Hàm số đạt cực đại tại điếm X = 0 và đạt cực tiếu tại điểm x = 4. 

B. Hàm SỐ có đúng một cực trị. 

c. Hàm SỐ có giá trị cực tiểu bằng 1. 

D. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 1 và giá trị nhỏ nhất bằng -15. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong - Nam Định) 



Đáp án c 

Lời giãi 

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy có hai giá trị của X mà qua đó y' đổi dau, đó 
là x=0 và x=4, do vậy đây là hai điếm cực trị của hàm Số. 
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Ta thấy y ' đổi dấu từ âm sang dưcmg khi qua x=0,dovậy x-0 là điểm cực 
tiểu của hàm số, ngược lại X = 4 lại là điếm cực đại của hàm số. 

Từ đây ta loại được A, B. 

D sai do đây là các giá trị cực trị, không giải giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất 
của hàm số. 

Ta chọn c bởi tại x = 0 thì hàm số có giá ừị cực tiểu là y = 1 . 

Tiếp tục là một bài toán nhìn bảng biến thiên để xác định tính đúng sai của 
mệnh đề: 

Ví dụ 5: Hàm số y = /(x) liên tục trên ?. và có bảng biến thiên như hình vẽ 
bên. Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số đã cho có hai điểm cực trị. 

B. Hàm số đã cho không có giá trị cực đại. 
c. Hàm số đã cho có đúng một điếm cực trị. 

D. Ham số đã cho không có giá trị cực tiểu. 


STUDY TIP: 

Ở quy tắc 1 ta có hàm số 
đạt cực trị tại điếm khiến 
cho đạo hàm bằng 0 hoặc 
không xác định. 


STUDYTIP: 

Trong đa thức, dấu của đa 
thức chỉ đối khi qua 
nghiệm đơn và nghiệm 
bội lẻ, còn nghiệm bội 
chẵn không khiến đa thức 
đổi dấu. 


Đáp án A. " ■ - ; 

Lòi giái 

Nhìn vào bảng biến thiên ta thấy có hai giá trị của X mà khi qua đó y' đổi dấu. 
Do vậy hạm số đã cho có hai điểm cực trị đó là X = 1; X = 2 . 

Chu ý: Nhiều độc giả nghĩ rằng tại x=2 không tồn tại y' thì x = 2 không 

phải là điếm cực trị của hàm số, đây là một sai lầm rất lớn. Bời hàm số vẫn đạt 
cực trị tại điểm khiến cho đạo hàm không xác định. 

Ví dụ: Hàm số y = 1*1 có đạo hàm không tồn tại khi x=0 nhưng đạt cực tiểu 
tại x=0. 

Ví dụ 6. Hàm số y=/(x) có đạo hàm /'(x)=(x-l) 2 (x-3). Phát biếu nào 
sau đây là đúng? 

A. Hàm số có một điểm cực đại B. Hàm số có hai điếm cực trị 

c. Hàm số có đúng 1 điếm cực trị D. Hàm số không có điếm cực trị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH SP HN - lần I) 

Đáp án c. 


Ta thấy /'(x) = 0 o * ; 

|_x=; 


Lời giãi 


Đến đây có nhiều độc giả kết luận luôn hàm số có hai điếm cực trị, tuy nhiên 
đó là kết luận sai lầm, bời khi qua X = 1 thi /'(x) không đổi dấu, bởi 

(x-l) >0, Vx . Do vậy hàm số chi có đúng một điếm cực trị là x=3. 
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STUDYTIP: 

Qua đẫy ta rút ra kết quà, 
đồ thị hàm số bậc ba hoặc 
là có hai điếm cực trị, 
hoặc là không có điếm 
cực trị nào. 


Chủ dề I: Hàm sô và các ung dụng cũn đạo hàm 

Dạng 2: Tìm điều kiện đê hàm sỏ có cục trị. 

Chú ý: 

1 Hàm số y = f(x) xác định trên D có cực trị o 3x 0 G D thỏa mãn hai điều kiện 
sau: 

Ị i. Đạo hàm của hàm số tại x 0 phải bằng 0 hoặc hàm số không có đạo hàm tại x ữ 
l ii. f'[x ) phải đổi dấu qua Xg hoặc f"(x o )*0. 

1. Đối với hàm số bậc 3 dạng y = ax 3 + bx 2 +cx + d (a * o) . 

Ta có y' = 3 ax 2 + 2 bx + c . 

Để hàm số bậc ba có cực trị thi phương trình y 1 = 0 có hai nghiệm phân biệt. 
oA'>0 -3fle>0 

Ngược lại, để hàm số không có cực trị thì phương trình y ' = 0 vô nghiệm hoặc 
có nghiệm duy nhất 

2. Đối với hàm bậc bốn trùng phương dạng y = ax i + bx 2 + c {a 1 * o) . 


ob 2 -3ac<0. 


Ta có y' = Aax 3 + 2 bx = 0 <=> 


x = 0 

2ax 2 +b-0 


Đến đây ta có nhận xét hàm số bậc bốn trung phu ong luôn cỏ diêm cực trị. 
SỐ điếm cực trị phụ thuộc vào nghiệm của phương trình 2 cá 1 + b = 0 . 

a. Nếu T ^<0 tức là ũ, b cùng dấu hoặc b’= 0 thì phương trình vô 

nghiệm hoặc có nghiệm X =0 . Khi đó hàm số chi có một điếm cực trị lả 
x=0. 


—b 

b. Nếu -- > 0 tức là a, b trái dấu thì phương trình có hai nghiệm phân 
2 a 

I 

biệt là X = Nghĩa là hàm số có ba điếm cực trị là 

V 2 a 


x = 0;x = ±J- : 
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Dạng 3: Tìm điêu kiện đê hàm sô đã cho có điếm cực trị thỏa 
mãn điều kiện cho trước. 

3.1 Xét hàm số bậc bôn trùng phuong có dạng y = ax J f bx : -fc,(a*o). 

Ta vừa chứng minh ả dạng 2, nếu ab<0 thì hàm số có ba điểm cực trị là 

x = 0;x = ±,[Ạ. 

V 2 a 

Khi đó đồ thị hàm số đã cho sẽ có ba điểm cực trị là: 

A(0;c);B -^3;-— j vói A = b 2 ~4ac (Hình minh họa) 


(Chứng minh: ta có /1 =a. /-A + b . +c = — - — 

V 2a V 7n M 'ĩn A n - 


_ ab 1 - 2ab 2 + 4a 2 c ab 2 - 2 ab 2 + 4 a 2 c -ab 2 + 4 ac ~b 2 +4 ac 


^AB = AC = Ầ~-Ấ }BC = 2 CẸ\ 

V 16a 2 2fl V 2a 


: ~TT - _ + c 
4a 2 2a 


(đpcm)) 


SÍL DV I IP: 

Qua đây ta rút ra kết quà, 
đế đồ thị hàm số 

y=ax 4 +bx 2 +c , 

(a * o) có ba điếm cực trị 

tạo thành tam giác vuông 
cân điều kiện là 

b* _ . ’ , 

~ = -8 - Ta loại dược 
3 

điều kiện a, b trái dấu do 
từ công thức cuối cùng 
thu được thì ta luôn có a, 
b trái dấu. 


Bài toán V. Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m đế đồ thị hàm số 
y = ax* + bx 2 + c, ịa * o) có ba điếm cực trị tạo thành tam giác vuông. 


ỉ. ói giài tống quát 

Ị Vói ab< 0 thì hàm số có ba điểm cực trị. 

j Do điểm A(0;c) luôn nằm ữên Oy và cách đều hai điểm B, c. Nên tam giác 

ị ABC _ P h “ vuông cân tại A. Điều này tương đương với AB±AC (do AB = AC 
có săn rồi). 


iviy. 

Mặt khác ta có AB = ị - Ị-Ậ;-ỈL- ■ AC = 

{ V 2a 4aJ [V la 4a t 

; Do ASlACnên AB.AC = 0o~ + ~ = 0 o — = -8 
11 2a 16 a 2 a 


Ví dụ 1: Tìm tập họp tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 
y = x*~ 8 m 2 x 2 +3 có 3 điểm cực trị tạo thành ba đinh của một tam giác vuông 
cân. 


A. {0} 
Đáp án D. 


4 i 


D. j-4ì 
2 2 
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Chủ đề 1 : Hàm số và các ung dụng của đạo hàm 



srum TIP: 

Độc giá nên làm các bài 
tập rèn luyện này mà 
không nhìn lại công thức 
đế có thế ghi nhớ công 
thức lâu hơn. 


Cách 1: Lời giải thôn 


TXĐ: D = . . 

Tacó: y' = 4xịx 1 -4 m 2 J. 

Hàm SỐ có ba điểm cực trị khi và chi khi 
phương trình ý = 0 có 3 nghiệm phân biệt 
<=>m* 0. 

Lúc đó, ba điểm cực trị là: 
A(2m;-16m 2 +3), B{ 0;3), c(-2m;-16m 4 +3). 
Nên BA = BC. 

Do đó, tam giác ABC cân tại B 
Khi đó, tam giác ABC vuông cân khi 
và chi khi: BÁBC=0<=>4m 2 -256m 8 =0 


The best or nothing 


Cách 2: Áp dụng công thức. 


Để các điêm cực trị của đồ thị 
hàm SỐ là ba đinh của một 
tam giác vuông cân thì 

a 1 


2 


ol-64m 2 =0 (m* 0) 


1 

m = — r 
2 


Nhận xéb Rõ ràng việc nhớ công thức và làm nhanh hơn rất nhiều so với việc suy ra 
từng trường hợp một. 

Bài tạp rèn luvện lại công thức: 

1. Cho hàm số y =5 X 4 -2mx 2 +m 2 -2 . Tìm m đểhàm số có ba điểm cực trị và các 
điếm cực trị của đồ thị hàm số là ba đinh của một tam giác vuông? 

A. m = l B. m = -l c m = 2 D. m = -2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 

2. Cho hàm SỐ y = f(x) = x 4 + 2(m-2)x 2 + m 2 -5m + 5 (C m ) . Giá trị nào của m để đồ 
thị của hàm số đã cho có các điếm cực đại, cực tiểu tạo thành một tam giác vuông cân 
thuộc khoảng nào sau đây? 

A m B.Í|;#Ị C.fo;iỊ D.(-1;0). 


2 10 J 


C. 0;-r . 
2 


3. Tun tất cả các giá trị thực của tham số m để đồ thị hàm số 

y = -X 4 + (m - 2015)x 2 + 2017 có 3 điếm cực trị tạo thành tam giác vuông cân. 

A. m = 2017 B. m = 20l4 c. m = 2016 D. m = 2015 

4. Tun tất cả các giá trị thực của tham số m đê' đồ thị hàm số 

y = X 4 + 2(m + 2016) X 2 -2017m + 2016 có ba điểm cực trị tạo thành tam giác vuông cân. 
A. m=-2017 B. m = 2017 c. m = -2018 D. m = 2015 

5. Tun m đế đồ thị hàm số í (x) = X 4 - 2 (m + l)x 2 + m 2 có các điểm cực đại, cực tiểu tạo 
thành một tam giác vuông. 


A.m = 2. 


B.m = -1. 


c.m = 0. 


D.m = 1. 


Đáp án 
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SÍUDY ĩỉl': 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
để đồ thị hàm sổ 

y=ax 4 +bx 2 +c, 

(a * o) có ba điếm cực trị 
tạo thành tam giác đều 
b 3 

thì — = -24 . 
a 

tozr.aĩ’Siỉ.'x I & >',sv*a 


•x^-**ĩZữ,'3íĩ?ưB*ĩxíK:Jca:'ii^n 

STlt.n IIP: 

Qua đây ta rút ra kết quả, 
đế đồ thị hàm SỐ 

y=ax 4 +bx 2 +c , 

(a * 0) có ba điếm cực trị 
tạo thành tam giác đều 

. ,b 3 

thì — = -24. 
a 

Mà tam giác vuông thì 

ị-+. 

a 

"Vuông -8, đều -24" 


Bảĩ toản 2: Tim tất cả các giá tri thực của tham số m đế đồ thị hàm số 
y = ax*+bx 2 + c,ịa * o) có ba điểm cực trị tạo thành tam giác đều. 

Lòi giải tổng quái 

Ị: Với ab<0 thi hàm số có ba điểm cực trị. 

Do AB = AC, nên ta chi cần tìm điều kiện đê’ AB = BC. 

Mặt khác ta có 


> AB = AC = ỊẸj~; BC = 2,ỤẸ- 

Vl 6 a 2 a V 2 a 


Do vậy AB = BCo-~ + -ỉị - = o|— = -24 Ị 

2 a 16a 2 a a 


V; dụ 2: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị của hàm số 
y = X 4 - 2 mx 2 +m - 1 có ba điểm cực trị tạo thành một tam giác đều. Ta có kết 
quả: 

A. m = 3 . ì\. m= 0 c. m> 0 D. m = v 3 

. (Trích đê thi thừ THPT chuyên Lam Sơn Thanh Hóa) 


Đồp án n. 

Lỏi giai 

Áp dụng công thức vừa chứng minh ờ trên ta có 

b 3 (-2m) 3 _ 

= -24 = -24 o m = n/3 . 

a 1 

Bai cạp ren iuyọỉ: ụi cong thức: 

! . Cho hàm số y = X 4 + 2(m - 2)x J + m 2 - 5m + 5(c m ). Với những giá trị nào của m thì 
đồ ^ K ) có cực đại và điếm cực tiểu, đồng thời các điểm cực đại và điếm cực 
tiếu lập thành một tam giác đều? 

A. m=2-ĩỈ3 tì. m=2+^3 c m = 5-2^3 L).m = 5+2^3 

2. Cho hàm SỐ y = |x 4 + 3(m-2017)x 2 -2016 có đồ thị (CJ . Tim tất cả các giá trị 

của m sao cho đồ thị (C m ) có ba điểm cực trị tạo thành tam giác đều? 

A. m = 2015 B. m = 2016 c. m = 2017 0. m = -2017 

3 . Cho hàm số y = X 4 - 2mx 2 + 2 . Tìm tất cả các giá trị của m sao cho đồ thị hàm số có 
ba điếm cực trị tạo thành tam giác đều? 

A. m = ỈỈ3 B. m = -\/3 c. m = Vã D. m = 

4. Cho hàm số y = -mx 4 +2mx 2 -m . Tim tất cả các giá trị của tham số m sao cho đồ 
thị hàm số có ba điểm cực trị tạo thành tam giác đều. 

A. m = 73; m = —^3 ; m = 0 B. m = ~^Ỉ3;m~'j3 

c.m = 0 D. m = \Ỉ3 

Đáp án 


1A 


2B 


3A 


4A 


Bài toán 3: Tim tất cả các giá trị của tham số m đế đồ thị hàm số các giá trị 
thực cua tham so m đe đo thị ham so y = ax* + bx 2 +c,ịa& o) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích bằng S 0 . 
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The best or notlìing 


Ch ủ đe 1 : Hàm số và các ưng dụng cùa dạt) hàm 

Lòi giãi íổng quát 



STUDY TIP: 


Gọi H là trung điểm của BC thì lúc này H nằm trên đường thẳng chứa đoạn 
thẳng BC (hình vẽ). 


LÚC này hÍo;-ÀỊ =»iUÍ-ío;-£] 


công thức: AH.BC => S o 2 - ỉ. 


os 2 1 

b 4 

-2 b „ 

s 2 -»■ 

4 

16 a 1 

a 

0 32a 3 


•Diện tích tam giác ABC được tính bằng 



Qua đây ta rút ra kết quá, 
để đồ thi hàm SỐ 

y=ax 4 +bx 2 + c , 

(a * o) có ba điểm cực trị 

tạo thành tam giác có 

diện tích là S 0 thì có điều 

u c 2 b s 
!dín!àS " 


Ví dụ 3: Cho hàm số y = X* — 2 mx 7 + 2m + m*. Với giá trị nào của m thi đồ 
thị (C m ) có 3 điếm cực trị, đồng thòi 3 điểm cực trị đó tạo thành một tam giác 
có diện tích bằng 4 

A. m = ỉỊ\ 6 B. m = 16 c. m = yỊĨ 6 D.m = —yJĨ6 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Hưng Yên, đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn) 

Dáp án A. 


Lõi giãi 

Áp dụng công thức ở trên ta có, hàm số có ba điểm cực trị tạo thành một tam 
giác có diện tích bằng 4 <=> 32.ứ 3 S 0 2 + b s = 0 <£> 32.l\4 2 + (-2m) 5 = 0 


o m = yỊĨố . 

Bài tập rén luyện lại còng thức: 


1 Cho hàm số y = X 4 -2m 2 x 2 +1. Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số đã cho có 3 
điếm cực trị, đồng thời 3 điếm cực trị đó tạo thành một tam giác có diện tích bằng 32. 
A. m = 2; m = -2 B. m = 0; m = 2 

c. m = 0;m = -2 l). m = 2; m = -2; m = 0 

2 . Cho hàm số y = f (x) = -X 4 + 2(m - 2)x 2 + m 2 - 5m + 5 . Tim tất cả các giá trị của m để 
đồ thị hàm số đã cho có 3 điếm cực trị tạo thành một tam giác có diện tích bằng 1. 

A. m = 3 B. m = ±3 c m = 2 D. m = ±2 

3. Cho hàm số y- 3x 4 -2mx 2 +2m+m 4 . Tìm tất cả các giá trị của m đế đồ thị hàm số 
đă cho có ba điểm cực trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 3. 

A. m = 3 B. m = -3 C. m = 4 D. m=-4 

4. Cho hàm SỐ y = x 4 +2mx 2 -m-l (1) , với m là tham số thực.Xác định m đế hàm số 
(1) có ba điểm cực trị, đồng thời các điểm cực trị của đồ thị tạo thành một tam giác có 
diện tích bằng 4 V 2 . 

A. m = 2 B. m = -2 c. m = 4 D. m=-4 


Đáp án 


1A 


2A 


3A 


4B 


Bài toán 4: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các gỉá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax* + bx 2 + c,{a 5* 0 ) có ba điểm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích lớn nhất. 


Lòi giái tông quát 
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Bài toá n 5: Tun tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax* + bx 2 + c,(a * o) có ba điểm cực 



STƯDY Tfl>: 

Qua đây ta rút ra kết quá, 
đế đồ thị hàm số 

y = ax 4 +bx z +c, 

(a * o) có ba điểm cực trị 

tạo thành tam giác có ba 
góc nhọn thì 

b.(b 3 + 8a)>0. 


thực của tham số m để đồ thị hàm số y = nx 4 + tor 2 + c,(a * o) có ba điểm cực 
trị tạo thanh tam giác có ba góc nhọn. 


Lòi giãi tỏng quát 

Do tam giác ABC là tam giác cân nên hai góc ớ đáy bằng nhau. Một tam giác 
không thể có hai góc tù, do vậy hai góc ở đáy của tam giác ABC luôn là goc 
nhọn. Vì thế cho nên đê tam giác ABC là tam giác có ba góc nhọn thì góc ở 
đinh phải là góc nhọn. Tức là tìm điều kiện để BAC = a là góc nhọn. 

Ở bài toán trên ta vừa tìm được cos BAC = cos a = K - — 

b 3 -8a ' 


Để góc BAC nhọn thì > 0 1 

b 3 -8a Ị 

Cách khác đế rút gọn công thức: 


Do cosa = 


AB.AC A aa An 

Ũ6ĩ Á ni nênđế alà góc nhọn thì - > 0 . 

\ AB í AC ị I AB. AC 


Mà |ab|.|ac|> 0 do đó AB.AC>0o ~ + ~>0 » |Ịj 

2fl lóa ' 


Bài toán 7: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax* +bx z +c,(a* o) có ba điểm cự 
t^tạo thành tam giác có bán kính đư ờng tròn nội tiếp là r. 






The best or nothing 


Chú đề 1 : Hàm số và các ứng dụng của đạo hàm 


Lòi giải tông quát 

Ta có S 0 = p.r (công thức tính diện tích tam giác theo bán kính đường tròn nội 

Ị tiếp). 

„ í b 5 ' 


AB+AC+BC 


2 ị L± + r +2 £ĩ 

2 a 16 a 2 V 2 a 


4 «1-1 1+4(1-- 


Bài toán 8: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số ĩĩĩ đế đồ thị hàm số y = ax' + bx 2 + c,ịa 7* o) có ba điem cực 
trị tạo thành tam giác có bán kính đường tròn ngoại tiếp là R. 


Lòi giải tòng quát 

L , „ AB.BC.CA 

1 Tnrớc tiên ta có các công thức sau: — 

I Gọi H là trung điểm của BC, khi đó AH là đường cao của tam giác ABC, nên 


! ỊaH.BC = AB - B g- C4 . 0 2 .R 2 .AH 2 = AB* 
; 2 4R 

'lóa 2 2 a 16 Ó 2 j 8.Ịíỉ|.b 


Bá i toán 9: Tun tất cả các giá tri của tham số m đế đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = ax* + bx 2 + c,ịa * o) có ba điểm cực 


trị tạo thành tam giác có 

a. Có độ dài BC = ntg. 

b. Có AB - AC - n,. 


Lòi giải tổng quat 

Ở ngay đầu Dạng 3 ta đã có các công thức 

vài ^ b ’- iac 


b 4 


_ b 

1 — ) A LÍ — AL ~ ị ^ 

Vl6« 2 

lá V 

la 


Do vậy ở đây vói các ý a, b ta chi cần sử dụng hai công thức này. Đây là hai 
công thức quan họng, việc nhớ công thức để áp dụng là điều cần thiết! 


Bài toán 10: Tìm tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m đế đồ thị hàm số y = ax 4 +bx 2 + c,(a*0) có ba điểm cực 

tri tạo thành tam giác 

a. nhận gốc tọa độ o là trọng tâm. 

b. nhận gốc tọa độ o làm trực tâm. 

c. nhận gốc tọa độ o làm tâm đường tròn ngoại tiếp. 


Lời giải tông quát 
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ị 

I 


ị 




STƯDY TIP: 

V ới những dạng toán 
này, ta lưu ý ta luôn có 
tam giác ABC cân tại A, 
nên ta dù cần tìm một 
điều kiện là có đáp án 
của bài toán. 


m/ 

0 \ N 

/ 


B H 

1 



Còng Phá Toán - Lóp í 2 , n 

Ỉ—LZ Ngọc Huỵen L 8 

a. Nhận gốc tọa độ o làm trọng tâm. 

ị a ' ơ côn g ^ ^ ở bài toán 9, ta có tọa độ các điếm A, B, c thì chi cần 

íp dụng còng thức = ỉd±&lỵc (vói G là trọng tâm tan, 


giác ABC). 


n . b b 

0+ ~\~ỉ: + \~ỉ : =3 - 0 

Y 2a \ 2 a 


=>-“- + 3c = 0 
2 a 


I Lức này ta có ^-íl +3c = 0 

. . í b V . . í 6 2 ì _ _ 2» 

_ [‘Ỷ=M."£r _u 

ị; o j b 2 -6ac = 0| 

b. Nhận gốc tọa độ o làm trực tâm. 

Ị, Do tam giác ABC cân tại A, mà A nằm trên trục Oy nên AO luôn vuông góc với 
I BC Do vậy để 0 là trực tâm của tam giác ABC thì ta chi cần tìm điều kiện đế 

I ịOBXAC hoặc OC1AB. 

OB±AC~OB.AC=0<=>-t + -^j-^ = 0^b* + 8ab-4b 2 c = 0 

2 a 16a 4a 

o b 3 +8«-4ac = oj 

c. Nhận o làm tâm đường tròn ngoại tiếp. 

: Để tam giác ABC nhận tâm o làm tâm đường tròn ngoại tiếp thì OA=OB = OC. 

; Mà ta luôn có OB=OC, do vậy ta chi cần tìm điềuk iện cho 

1 O A ‘ OBocl *~ ầ + K ?- ĩ Ệ +c ‘~ bi - s “ i ‘ c - 8 « b=0 

ị o |b 3 - Ba- 8abc = 0 

Bài toán 11 : Tim tất cả các giá trị của tham số m để đồ thị hàm số các giá trị 
thực của tham số m để đồ thị hàm số y = + bx* + c,(a * o) có ba điểm cực 

trị tạo thành tam giác sao cho trục hoành chia tam giác ABC thành hai phần 
có diện tích bằng nhau. 

— ^^ === __^ 

Lòi giãi tổng quát 

Gọi M, N là giao điếm của AB, AC với trục hoành, kí hiệu như hình vẽ 

Ta có AANM - A ACB => -ịMB- = j = ~ (Do trục hoành chia tam giác ABC 

I thanh hai phần có diện tích bằng nhau). 

: => AH=\Ỉ2ỌA b 1 =4>/2jac| 

3.2 Xét hàm sô bậc ba có dạng y =5 ax 3 + bx z + cx + ã,{a -=fr o) . 

Có y' = 3ax 2 + 2bx + c , hàm số có hai điếm cực trị khi và chi khi phương trình 
y' = 0 có hai nghiệm phân biệt <í>A'=b 2 -3ac>0. 

Bài toán 1: Viết phương trình đi qua hai điểm cực đại, cực tiểu của đồ thị 
hàm số y = ax 3 + bx 2 +cx+d,( < a* o). 

Lời giải tổng quát 
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Chú dề 1 : Hàm sò’ và các ứng dụng cùa d ạo hàm The best or nothing 

Ị Giả sử hàm bậc ba y=/(x) = ax 3 + &X 2 + cx + d,(a* o) có hai điểm cực trị là 
j x l ;x 2 . Khi đó thực hiện phép chia /(x) cho /'(*) ta được 
I f(x)=Q{x).f'(x) + Ax+B. 

i Khiđótacó (Do /■(*,)=/' M=0). 

Ệ 

Vậy phương trình đi qua hai điếm cực đại, cực tiểu của đồ thị hàm số 
y = /(x) có dạng y = Ax + B. 


STUDY IIP: 

Phương trình đường 
thằng đi qua hai điếm 
cực trị cúa đồ thị hàm số 
bậc ba biếu diễn theo Y ; 

y"; ytt 

^gW=y-^ . • 


Đến đây ta quay trở về với bài toán toán 1, vậy nhiệm vụ của chúng ta là đi tìm 
số dư đó một cách tống quát. 

Tacó y 1 = 3(0? +Zbx+C ; y" - 6ax + 2b . 

Xét phép chia y cho y' thì ta được: 


y =y'.Ị^x+^-j+g(x) (*), ờ đây g(x) là phương trình đi qua hai điểm cực trị 
của đồ thị hàm số bậc ba. 


Tiếp tục ta có (*)<^y=y > .^^-+g(x) e>y = y' 6ax ^ +g(x) 


18 a 


° y “ y, -ắ +íW = 



Sử dụng tính toán với số 
phức để giải quyết bài 
toán. 


Một công thức khác về phưong trình đường thẳng đi qua hai điếm cực trị của 
đồ thị hàm bậc ba là: 

Cho hàm số y = ax 3 +ỬX 2 +cx + d, (a*ũ). Sau khi thực hiện phép chia tổng 


cực trị của đồ thị hàm số bậc ba theo a, b, c, d là 


f 2c - 

2 b 2 ] 

u 

9 a ) 


. 6c 
x + d- — 
9 a 


Sau đây tôi xin giới thiệu một cách bấm mảy tính để tìm nhanh phương trình 
đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm sốbậc ba như sau: 

Trước tiên ta xét ví dụ đam giảm 

V í dụ ỉ: Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 
y = X 3 + 2x 2 - 3x + 1 là: 

A. 26x + 9y-15=0 B. -25x + 9y-15=0 

c. 26x-9y + 15=0 D.25x-9y + 15 = 0 

Đáp án A. 


Lòi giãi 

Phương trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số xác định 
bởi: 


g(x)=x 3 +2X 2 -3x + l-(3x 2 +4x-3).^^ 

Chuyển máy tính sang chế độ tính toán vói số phức bằng cách nhập: 


MODH -» Ị2:CMPLXj 


Nhập vào máy tính biểu thức g (x) như sau: 
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long Phá Toán - Lóp 1 2 


B Irtth à 

X s +2X 2 -3X+l-(3>> 


5 26- 

3” 9 1 


6X + 4 
18 


X 3 +2X 2 -3X + l-(3X 2 +4X-3). 

Ấn ỊcALCị gán X bằng i (ở máy tính i là nút ỊẼNgỊ ) khi đó máy hiện: -~—i. 

Vậy phương trình đi qua hai điểm cực trị của đồ thị hàm số đã cho là 
5 26 

y = |-y*o26x + 9y-15 = 0. 


Tiếp theo tạ có m ột bài tham số. 

Ví 2: Cho hàm số y=x> -a * 2 +3(l- m )*+l + 3m, tìm m sao cho đô thị 

°f c đại ' T tíếu ' «"8 tì” đ “àng thẳng đi qua hai điếm 

Cực trị của đo thị ham số đã cho. 


A. m>0; A:2mx+y-2m-2 = 0 

c -í»<0; A : y = 202 - 200x 


Đáp án B 


B. m> 0; A : 2mx + y — 2m -2=0 
D- m>0; A : y = 202 — 200.r 


STUDY TIP: 

Với những dạng toán 
này, ta lưu ý rằng trước 
tiên, ta cần tìm điều kiện 
đểhàm SỐ có hai cực trị. 


M ãSữ õ ĨĨÕT 

X 3 -3X 2 +3U-M)X-|> 

202-20ŨÍ 


STUDY TỈP: 

Với bước cuối cùng, ta 
cần có kĩ năng khai triến 
đa thức sử dụng máy tính 
câm tay, do khuôn khố 
của sách nên tôi không 
thế giới thiệu vào sách, do 
vậy mong quý độc giả 
đọc thêm về phần này. 


Lời giải 

Ta có y'=3x 2 -6* + 3(l-m), y" = 6x-6. 

Để đồ thị hàm số có điếm cực đại, cực tiểu thì A'=3 2 >0 <^>m> 0 
Với m>0 thi ta thực hiện: 

Chuyển máy tính sang chế độ ỊmODeỊ Ị 2ĨCMPLX 

Nhập vào máy tính biếu thức y - y'^~ ta có 

18« 


X 3 -3X 2 +3(l-M)X + l + 3M~(3X 2 -6X + 3(l-A4))^Ế 

Ấn ỊcALcỊ 18 

Máy hiện X? nhập í = 

Máy hiện M? nhập 100 =* 

Khi đó máy hiện kết quả là 202 - 200Ĩ 

Ta thấy 202 - 200Í = 2.100 + 2 - 2100.Í =>y=2m+2-2mx 

Vậy phương trình đường thẳng đi qua hai điếm cực trị của đồ thị hàm số đã 
cho có dạng 2mx + y-2m-2 = 0. 


Ta rút ra kết luận về cách làm dạng toán viết phương trình đường thẳng đi 
qua hai diêm cực trị của đo thị hàm bậc ba này như sau: 


Bước 1: Xác định y'',y" . 

By££2: Ch uyển máy t ính sang chế độ tính toán vói số phức: 
ỈMODeI -> ẸĩCMPLXl 


Nhập biểu thức y-y' 

18ữ 

Chú ý: 

Nếu bài toán không chứa tham số thì ta chi sử dụng biến X trong máy, tuy 
^iên nếu bm toán có thêm tham số, ta có thể sử dụng các biến bất kì trong máy 

ế iểu thị cho tham số đã cho, ờ trong sách này ta quy ước biến M để dễ định 
hình. 


Bước 3: Gán giá trị. 


! Ấn |CALC| , gán X với ỉ, gán M vói 100 

I Lúc này máy hiện kết quá, từ đó tách hệ số và ỉ để đưa ra kết quả cuối cùng, 
Ị giống như trong hai ví dụ trên. 
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The best or nothing 



STUDYTIP: 

Điểm uốn của đồ thị hàm 
SỐ bậc ba là điếm có 
hoành độ thỏa mãn 
y" = 0 và nằm trên đồ 
thị hầm SỐ 

y = ax 3 +bx 2 +cx+d, 
(a*0) 


Chủ đề 1 : Hàm số và các ứng đụng của dạo hàm 


Bài toán 2: Định m để điểm cực đại và điểm cực tiểu của đồ thị hàm sổ 
y^ax^+bS+cx+d, (a*ơ) đối xứng nhau qua đườ ng thẳng d:y = kx + e . 

Lời giải tổng quát: 

Do đồ thị hàm bậc ba nhận điếm uốn làm tâm đối xứng nên lúc này điểm uốn 
I sẽ thuộc ả và đường thẳng nối hai điểm cực trị của đồ thị hàm số vuông góc 

ịy, =kx i +e 


với ả. Tức là m thỏa mãn hệ sau: ị 2 1 }?_ Ị 

kr 3aj ~ 

Ví dụ 1: Cho hàm số 1 / = X 3 - 3mx 2 +4 m 3 (vói m là tham số) có đồ thị (C m ) . 
Tập tất cả các giá trị của m đế hai điểm cực trị của đồ thị (C m ) đối xứng nhau 
qua đường thẳng d : y =x là 

A - {ị} B ' c ÍJr i ; °ỉ D - Bd 


Đáp án B. 

Lời giãi 

Ta có: y' — 3x 2 - 6mx ; 

y" = $x-6m-, y” - 0 o X - m . Lúc này điểm uốn I là điểm có tọa độ (m;2m ) 
Từ bài toán tống quát ở trên ta có: 



Đáp án A. 

Lòi giải 

Ta có y' = 3x 2 -6x; y" = 6x-6; Ị/" = 0ox=l 
Vậy điểm uốn I (l; m - 2) . 

Từ bài toán tổng quát ở trên ta có: 
l-2.(m-2)-5 = 0 

• 2 (- 3 2 Ì1__ 1 « w = 0 - 

3-3 2-' 
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STƯDY ru*: 

Lưu ý công thức 

u ( x ) u 'í 


H x j_ u l x J 


để giải 


quyết các bài toán một 
cách nhanh gọn hon. 


cỏng Phá To.in - Lúp Ị 2 


Ngọc Hu vén 18 


3.3 Xét hàm phàn thức. 

Tmớc tiên ta xét bài toán Hên quan đến cực trị hàm phân thức nói chung. Ta 
có một kết quả khá quan trọng như sau: 

Xét hàm số dạng f(x) = 44 xác định trên D 
v(x) 


thì ta có f'(x) = ^ tíĩtíĩMĩ) 


" 2 W 

Điêm cực trị của hàm số này là nghiệm của phương trình 
ư'(x).v(x)-u( x).v'{x) 

+ (*) 


f'(x) = 0 


o 


■ = 0 


<*u'(x).v(x)-u(x).v’(x )= 0 <=> 


«{x)__u'(x)ị 
v{x) v'(x)\ 


~~^, BÌỒt thức trên được thỏa bởi các S lá trị là cực trị của hàm số đã cho. Do đó, 

‘í”t trự , c tiẽp tungđộ f ủa Ị ác điểm c v c trị, ta chi cần thay vào biểu thức đơn giản hơn 

S ,1 đ z hàm cả tửlẫn mỉu - vện dụng tính chất nà » w* được nhiêu bài toán 

hên quan đen điểm cực trị của hàm phân thức. 


v ' dụ: Viết P hươn s ^ đ “í>ng thẳng đi qua hai điẽm cực trị của dồ thị hàm' 
1 , _ 


ax 2 +bx + c „ , 

sõ y = — “77777 — ,a#0,a *0. 
a'x + b 


Theo công thức vừa nêu ớ trên thì ta lẫn lượt tìm biêu thức đạo hàm cùa tứ sâ 


va mãu số. 
Suy ra 


,,_2ax + b Ị, . , . 

y "~ a ' f a P hươn s trình đường thẳng đi qua hai điểm cực trị (nếu 


có) của đồ thị hàm số y = — + bx * c ,a*0,a’ *Q. 

a'x + b' 
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The best or nothing 


Chủ đề 1 : Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 

Đọc thêm: 

Phương pháp sử dụng máy tính cầm tay để giảỉ nhanh các bài tập 
định tham số m để hàm f Ịxj đạt cực đại (cực tiểu) tại x o 


Cách 1: Sử dụng TABLE 

Cách làm: Ta sử dụng tính năng bảng giá trị TABLE của máy tính để nghiên 
cứu nhanh dáng điệu của đồ thị trên đoạn (x 0 — 0, 5; x 0 + 0, 5 ) với 4 giá trị 
tham SỐ mà đề cho. 

Ta lần lượt gán 4 giá trị ở phần đáp án cho A, B, c, D bằng lệnh gán giá trị 
SHIFT STO. 

Do chức năng TABLE của máy tính cầm tay Fx 570 VN Plus có thể chạy được 
2 hàm số f(x) và g(x) nên một lần thử ta thử được 2 phương án. Do vậy, cả 
bài toán ta chi cần thử hai lần. 


Ví dụ 1: Với giá trị nào của tham số thực m thì hàm số 


TỞ 

y — — — 2 mx 2 + 3m 2 x - 3 m 
* 3 


đạt cực tiểu tại X = -1 . 

D. m = -~ 

3 

A. m = — 1 B. m = 1 c. m = — 

0 


Đáp án A. 


Lòi giai 


Lần lượt gán 4 giá trị của mớ 4 phương án A, B, c, D cho các biến A, B, c, D 
trên máy bằng lệnh SHlb l STO như sau: 

Ấn -1 ịSHIFT| ỊrcĨ| (STO) 0 A. 


Tương tự với các phương án còn lại. 
ẤnMODE 7: TABLE 


X 3 

Nhập hàm /(*) = — 

ũ 


- 2AX 2 + 3A 2 X - 3A (là hàm số đã cho khi m = -1 ờ 


phương án A). Sau đó ằh = , máy hiện g(x) = ta nhập 


g(x) = ^--2BX 2 +3B 2 X-3B ấn = 

Start? Chọn -1 - 0, 5 
End? Chọn -1 + 0, 5 
STEP? Chọn 0.1 

Máy sẽ hiện bảng giá trị của hàm số đã cho trong hai trường hợp ở phương án 

STUDY TIP: 

Ở bài dạng này, ta chi cần 
để ý xem giá trị của hàm 
SỐ thay đổi như thế nào 

khi qua X = Xo Ta thấy ở trường hợp F (x) tức là trường hợp phương án A. Ta thấy từ 

' X =— 1,5 chạy đến X =—. 1 thì giá trị của hàm số giảm, từ X =—. 1 đến X = -0,7 

thi giá trị của hàm số tăng, tức là hàm số nghịch biến trên (~T;5; -l) và đồng 


A và B như sau: 
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B N»th 

Ẳ(#-2MX 2 +3H 2 > 


Công Phá Toán - Lóp 12 

— -ì ~— Ngọc Huyền LB 

biến trên (-1; -0,7) . Vậy X = -1 là điếm cực tiếu của hàm số, vậy A thỏa mãn. 
Ta chọn A mà không cần xét B, c, D. 

Ví dụ áp dụng: 

Vói giá trị nào cúa m thì hàm số y = x 3 -3mx + 2m đạt cực đại tại x = 2? 

A. m = 4 B. m = -4 c. m=0 D. Không có giá trị của m. 

Cách 2: Sử dụng chức năng — c. 

dx 

f Jm: Thử các giá trị của tham số mở các phương án, xem phương án nào 

làm đạo hàm bằng 0, nếu có nhiều phưong án cùng lam đạo hàm bằng 0, thì ta 
xét đến y". 

Cũng xét ví dụ 1 ở trên thì ta có: 


9 MlUl 

<-+3M 2 X-3m)| x=2I 


Sử dụng nủt |SHIFT I 


, nhập vào máy như sau: 


Tiếp theo âh CALC nhập X- -1 ; M=-l, máy hiệ bằng 0, thỏa mãn. Chọn A. 
Ch ú ý: ơ cách làm này, ta cần lưu ý các trường họp /' (x 0 ) = 0 nhưng x 0 
không phải là điểm cực trị của hàm số. 
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The best or nothỉng 


Chủ dể 1 : Hàm số và các ứng dụng cua dạo hàm 




A. Hàm số đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 và đạt giá 
trị lớn nhất bằng 3 

B. ĐỒ thị hàm số có điểm cực tiểu A(-l;-l) và 
điếm cực đại B(l;3) 

c. Hàm số có giá trị cực đại bằng 1 

o. Hàm số đạt cực tiếu tại A(-l;-l) và cực đại tại 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Scm Thanh Hóa) 
Câu <>: Cho hàm số y = f(x) xác định trên ' \ {-l;l}, 
liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng biến 
thiên sau: 


X 

-co 

-1 0 

-KO ; 

y' 


+ 

+ 

1 

u 

+ Ị 

y 

3^ 


~oo ^ * —00 

-3 : 

ị 


Hòi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 

A. Hàm SỐ không có đạo hàm tại X - 0 nhưng vân 


đạt cực tri tại X = 0 

B. Hàm SỐ đạt cực tiếu tại điếm X = 1 
c. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng X = -1 và X = 1 

D. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y = -3 và y = 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long lần Ị) 
Câu 10: Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A. Hàm số y = 2x — có hai điểm cực trị. 

x+1 

B. Hàm SỐ y=3x 3 +2016^+2017 có hai điểm cực trị. 


D. Hàm SỐ y = -X* -3x z +2 có một điểm cực trị. 

(Trích đê thí thử THPT Kim Liên) 


I. Các dạng tính toán thông thường liên quan đến cực trị 

Cáu 1: SỐ điểm cực đại của đồ thị hàm số y = x 4 +100 
là: 

A. 0 R.l C.3 D.2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú- Hải Phòng) 

Câu 2: Hàm số y-x 4 + 2x 2 +2017 có bao nhiêu điếm 
cực trị? 

A.l B.2 co D. 3 

(Trích đê thỉ thử THPT Triệu Sơn 2) 

Cáu 3: Cho hàm Số ỵ = ịx 3 +4x 2 -8x + 5 có hai điếm 

cực tri là x v x r Hỏi tổng x l +x 2 là bao nhiêu? 

A. Xj+x 2 = 8 B, x 1 + x 2 = -8 

C. x 1 +x 2 =5 0.x 1 +x 2 =-5 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 

Chi -1: Hàm số y = /(x) có dạo hàm 

/’(x) = (x-l) 2 (x-3). Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. Hàm số có một điểm cực đại 

B, Hàm SỐ có hai điểm cực tộ 
O Hàm số có đúng 1 điếm cực trị 
p. Hàm SỐ không có điếm cực trị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN) 

Cáu 5: Đồ thị hàm số y=x 3 -3x 2 +1 có điếm cực đại 
là: 

A. l(2;-3) B. f(0;l) 

c. /(0;2) D. Đáp án khác 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 

Câu 6: Hàm số y = x i +2x 1 + 2017 có bao nhiêu điểm 
cực trị? 

A.l B. 2 c.o D.3 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 

Câu 7: Cho hàm số y = x ỉ -3x 2 + 3x+l. Khẳng định 

nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ đạt cực tiểu tại điếm X = 1 

B. Hàm SỐ đồng biến trên (l;+co) và nghịch biến 

trên (-oo;l) 

c. Hàm SỐ đạt cực đại tại điểm X=1 

D. Hàm SỐ đồng biến trên + 

(Trích đẽ thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 

Câu 8: Cho hàm số y = fịx) có đồ thị như hình vẽ bên, 

các khẳng định sau khẳng đinh nào là đúng? 
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Cáu 11: Số điểm cực trị của hàm số y=ịxị 3 -4x 2 +3 
bằng: . 

Ã- 2. B.O. c. 3. D.4. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên) 
Câu 12: Hàm SỐ y = x 4 +x 2 +l đạt cực tiếu tại: 

A - X = ~T B. x=0. 

C. x = ~2. D. x=l. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên) 
Câu 13: Cho hàm số y = /(x) xác định, liên tục trên 
_ v v à có bảng biếh thiên: 

i * -°0 -1 0 


{ l nch đe thi thứ THPT Kin 
SỐ y = /(x) xác định, liên tụ 
1 thiề n: 

ị_ 0 2 

in.z.TÃĨ7J. 

^ 0 ^ 


; , \ i /_ 

Khẳng định nào sau đây là khẳng định đung ? 

A. Hàm số có đúng hai cực trị 

B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng -1 hoặc 1 

c. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 và giá trị nhỏ 
nhất bằng -3 

D. Hàm số đạt cực đại tại X = 0 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 
Câu 14: Hàm số y = x 3 -3x 2 -1 đạt cực trị đại tại các 
điểm nào sau đây? 

A. X = ±2 B. X = ±1 

c. x = 0;x = 2 D. x = 0;x = l 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải Dương) 
Càu 15: Hệ thức liên hệ giữa giá trị cực đại y CĐ và giá 

trị cực tiểu y CT của hàm số y = X 3 ~2x là: 
A -ycr+y»-0 B.2Ị, cr =3y a , 

C ycr=2y a , D-ì/c^a, 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc lần 3) 
Càu 16: Cho hàm số y = /(x) xác định, liên tục trên 
* và có báng biến thiên: 


i I » ĩ' * i/ 

Khẳng định nào sau đây là sai? 

A. M (0; 2) được gọi là điểm cực đại cúa hàm số 

B. /(-l) được gọi là giá trị cực tiếu của hàm số 
c. Hàm số đồng biến trên các khoảng (-1; o) và 

(!;+<«) 

D. x 0 - 1 được gọi là điểm cực tiểu của hàm số 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc ĩãn 3) 


_ Ngọc Huyền L B 

Câu 17: Cho hàm số y = x 3 -6x 2 +9x-2{c). Đường 

thăng đi qua điểm A(-l; l) và vuông góc với đường 
thăng đi qua hai điểm cực trị của (c) là: 


, 1,3 

A. y = — rX+r 
2 2 


R .13 
B. y = fx+-2 
y 2 2 


c. y = x+3 D. x-2y-3 = 0 

Câu 18: Tính khoảng cách giữa các điếm cực tiểu của 
đồ thị hàm số y = 2x 4 ~£x 2 +ĩ. 

A. 2^3 B. £ c. l£ D. £ 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên ĐHSP ĩãn 2) 
Cáu 19: Tìm tất cả các điểm cực đại cúa hàm số 
y=-x 4 +2x*+l. 

A. x = ±l B. x = -l c. X = 1 D. x = 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP lân 2) 
Câu 20: Hàm số y = /(x) liên tục trên và có bảng 

biến thiên như hình vẽ bên. Mệnh đề nào sau đây là 
đúng? 

2 ĩ' 

y ị 3 ■ 4 cT : 

• \ 


A. Hàm số đã cho có hai điếm cực trị. 

B. Ham số đã cho không có giá trị cực đại. 
c. Ham so đã cho có đúng một điếm cực trị. 

D. Ham so đã cho không có giá trị cực tiểu. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh ĩân ĩ) 

Câu 21: Cho hàm số y = x 4 -~x 3 -X 2 . Mệnh đề nào 

ó 

sau đây là đúng? 

A. Hàm số có giá trị cực tiếu là 0. 

B. Hàm số có hai giá trị cực tiêu là và — — . 

3 48’ 

C. Hàm SỐ chi có một giá trị cực tiếu. 

D. Hàm SỐ có giá trị cực tiểu là và giá trị cực 

đại là — ~ . 

48 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh lần ĩ) 

Câu 22: Cho hàm số y =(x-l)(x+2)\ Trung điếm 

của đoạn thẳng nối hai điểm cực trị của đồ thị hàm số 
nằm ữên đường thẳng nào dưới đây? 

•A. 2x+y+4 = 0. B. 2x+y-4 = 0. 

c. 2x-y-4 = 0. D. 2x~y+4 = 0. 

(Tnch đê thi thư THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
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The best or notliin; 


Chủ dể 1 : Hàm số và các ung dụng cùa dạo hàm 
Câu 23; Chõ hàm số / cỏ đạo hàm là 


f'ịx) = x(x -ìf (x + 2 ) 3 vói mọi X e a . Số điếm cực trị 


của hàm số / là 

A. 0 . B. 1 . c. 2. D. 3. 


(Trích đê thi thử "Tạp chí Toán học và Tuổi ừẻỉanĩ & 
THPT chuyên KHTN ■ tân 3 ") 


Câu 24: Cho hàm số y = 

f(x) liên tục 

trên r. và có 

bàng biến thiên như sau: 



X ; -00 -2 

0 

+CO 

0 

+ 

0 

+ 

y \ ^ õ ^ 


+CO 

1 —co 

-4 / 



Khẳng định nào sau đây là khẳng định SAI ? 


A. Hàm số đồng biến trên khoảng (0;-ko). 


B. Hàm SỐ đạt cực tiểu tại X = 0 . 
c. Hàm SỐ đạt cực tiểu tại x = -2. 

D. Hàm SỐ nghịch biến trên khoảng (-2; 0) . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 


Câu 25; Cho hàm số y = f(x)có đạo hàm 
/'(x) = (x-l) 2 (x+2) xác định trên . Mệnh đề nào 

sau đây là mệnh đề đúng? 

A. Hàm sốy = /(x)đồng biến trên khoảng 

(-2;-K»). 

B. Hàm sốy - f(x) đạt cực đại tại X - -2. 
c. Hàm SỐ y = f(x) đạt cực tiểu tại X = 1. 

. D. Hàm sốy = f(x) nghịch biến trên khoảng (-2; 1). 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Cảu 26: Kết luận nào sau đây về cực trị của hàm số 
y = x5~ x là đúng? 

A. Hàm số có điếm cực đại là X = 

In5 

B. Hàm số không có cực trị. 

c. Hàm số có điếm cực tiếu là x = . 

In5 

D. Hàm SỐ có điểm cực đại là X = ln5. 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 


II. Tim diêu kiện dể hàm số có cục trị thỏa mãn điều kiện cho trước. 


Câu 27; Với giá trị nào của m thì hàm số 
y = X 3 - m 2 x 2 - (4m - 3)x - 1 đạt cực đại tại x = l? 

A. m = l và m = -3 B. m = l 

c. m = - 3 0. m = - 1 

( Trích đê thi thử sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 2S: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm SỐ y = x 3 -3mx 2 +3m+ĩ có 2 điểm cực trị. 

A. m>0 B. m<0 

c. m> 0 D. m* 0 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Nam Định) 
Câu 29: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = X 3 -3x 2 +mx-lcó hai điểm cực trị 
x l ,x 2 thỏa mãn X , 2 + x 2 =3. 

A. —3 B. 3 c. — — D. — 

2 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Nam Định) 
Càu 30: Tìm m để hàm số: 


y = ỉx 3 -mx 2 +ịm 2 +m-l)x+l đạt cực trị tại 2 điếm 
3 

x,,x 2 thỏa mãn jxj + x 2 ị = 4. 


A. m = ±2 B. m = -2 

c. Không tồn tại m D. m = 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc tân 3) 
Câu 31: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = x 3 +(m-l)x 2 -3mx + l đạt cực trị tại 


điểm x 0 = 1. 


A. OT = - 1 B. m = l 

c m = 2 D. m = -2 

Càu 32: Tim tất cà các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = X 4 + 2mx 2 + m 2 +m có đúng một điểm 
cực trị. ' 

A. m^O B. m>0 c. m<0 D. m<0 

Câu 33: Tun tất cả các giá trị thực của tham số a sao 

cho hàm SỐ y = ịx 3 -ix 2 +flx + 1 đạt cực trị tại Xj,x 2 
y 3 2 

thỏa mãn: ịxị + x 2 + 2ạ)(x 2 + x x + 2fl) = 9. 

A. a -2 B . a = -4 c.a = ~3 D. a = ~1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lẵn 3) 
Câu 34: Tun tất cả các giá trị thực của m đế hàm số 
y = 4x 3 + mx 2 - 12x đạt cực tiểu tại điểm X = -2. 

A. m = -9 B. m =2 

c. Không tồn tại rn D. m = 9 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩẵn 3) 
Câu 35: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho hàm số y = mx* + (m 2 - 2)x 2 +2 có hai cực tiếu và 

một cực đại. 

A. m < —>/2 hoặc 0 < m < 'ĩĩ.. 

B. — v/2<m<0. 

c. m>'Ỉ 2 . 

D. Ocmc-v/i. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng — Hà Nội) 
Câu 36: Tìm tất cà các giá trị thực của tham số m sao 
cho đồ thị hàm số y = x 4 -2mx 2 +2m có ba điếm cực 
trị tạo thành tam giác có diện tích bằng 1. 
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Ngọc Huyền LP> 


A. m = -T= 

tfĩ 


8. m = 3 


c. OT = -1 ỉ).m = l 

( Trích đê thi thử sở GD&ĐT Nam Định) 
Cà II 37. lìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho đồ thị hàm số y=x 4 -2 nu? +2 m+m 4 có ba điếm 
cực trị tạo thanh một tam giác đều. 

A - m = fà B. m= 1-^3 

c m = 1+3/3 D. m =-#3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 
Câu 38: Tìm m để đồ thị hàm số 
y = x * + 2(m - ĩ)x 2 +2m-5 có ba điếm cực trị lập thành 
tam giác đều? 

A - m = 1 - K.m = ĩ-ịf3. 

c m = l+$ỊÌ. Ì).m = l—J3. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
Càu 39: Cho hàm số y = X 4 -2 mx 2 +m 2 -2 . Tim m đế 
hàm số có 3 điếm cực trị và các điếm cực trị của đồ thị 
ham số ỉà ba đinh của một tam giác vuông cân? 

A. m = l. B. m = -ĩ. C. m = 2. D. m = -2. 

(Trích đề thi thứ THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Cáu4G: Cho hàm số y = x 4 -2trvf +2m+m 4 . Với giá 
trị nào của m thì đồ thị (C m ) có 3 điểm cực trị, đồng 

thơi 3 điem cực trị đó tạo thanh một tam giác có diện 
tích bằng 2. 

A. m-y/ĩ 8. m = 16 

c. m = ệlĨ6 V>.m = -ĩỊÌ 6 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Cả u 41 : Đường thẳng đi qua điếm cực đại, cực tiếu của 
đồ thị hàm số y = x i -3mx + 2 cắt đường tròn tâm 
bán kính bằng 1 tại 2 điếm phân biệt A,B sao 
cho diện tích tam giác LAB đạt giá trị lớn nhất khi m 


CÓ giá trị là: 


. 2+^3 

A. m = — — 

D. m = - — 

2 

2 

2±V5 

L. m — — 

0 

n 2±Vã 

D. m - — ~~ 


(Trích đê thỉ thử THPT Trần Hưng Đạo -Ninh Bình) 
Càu 42: Cho hàm số 

y = -2x ì +(2m-l)x z -ịm 2 -l)x+2 . 

Hỏi có tất cả bao nhiêu giá trị nguyên của tham số m 
để hàm số đã cho có hai điểm cực trị. 

A - 4 • B. 5 . c. 3 . D. 6 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng) 
Câu 43: Tim tất cả các giá trị thực của tham số m để 
hàm số y = X + X 2 - ịlm + 1) X + 4 có đúng hai cực trị. 


. _ 4 
A. m<^ . 
3 


2 Ọ A 

B. m>-^ . c .m<-ị. D. m>-- . 


3 _ _ 3 3 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng) 
Câu 44: Tim tất cà các giá trị của tham số m để hàm 

s ° ^ = 3* 3 ~2Ì m + ^) x2 + mx c ° cực đại, cực tiểu và 

l*a>-*cr| = 5. 

A. m = 0 B. m = -6 

Cme{ 6;0} D. me{ 0; -6} 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên ĐHSP ĩãn 2) 
C.UI 45: Biết đồ thị hàm số y = ax 3 + bx 2 +cx+d có 2 
điểm cực trị là (-1;18) và (3; -16). Tính a+b+c+d. 

A- 0- 8. 1. c. 2. o, 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lãn 3) 
C.1 u 4 6 Cho hàm số f(x) = x 2 + ln(;t -m) .Tim tất cả 
gia tn thực của tham so m để hàm số đã cho có đúng 
hai diêm cực trị.' 


A. |m| >-72. 
c. rw<-7 2. 


„ 9 

8. m > 

4 


D. m>7 2. 

(Trích đẽ thi thừ THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Càu 47: Cho đồ thị hàm số y = f(x) = «x 3 +ÒX 2 +c có 
hai điểm cực trị là A(0;1) và B(-l;2) . Tính giá trị của 
a+b+c. 

A.o. 8.2. C.4. D..6. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ư Quý Đôn) 
Câu 48: Tun tất cả các giá trị của tham số thực m để 
hàm số y = (1 - m)x 3 -3x 2 + 3x -5 có cực trị? 

A. m <1 8. m>-\ 

c. 0<m D. m>0 

(Trích đê thi thừ THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 

Càu49: Cho hàm số y = ^-x 2 +mx 2 + (2m-l)ar-l. Tim 

mệnh đề sai. 

A. Vm < 1 thì hàm số có hai điểm cực trị 

B. Hàm số luôn có cực đại và cực tiêu 

c. V/n * 1 thì hàm số có cực đại và cực tiểu 
D. Vm>l thì hàm số có cực trị 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Chầu) 
Câu 50: Tim m đểhàmsố y = mx 4 +ịm 2 -9)x 2 +1 có 

hai điếm cực đại và một điếm cực tiếu. 

A. -3 < m < 0 B. 0 < <3 

c. m < -3 D. 3 < m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
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Chủ đề 1: H àm số và các úng dụng của đạo hàm 

Hướng dẫn giải chi tiết 


I. Các dạng tính toán thông thường liên quan đên cực trị 


Câu 'l: Đáp ân A. 

Tập xác định: D = ỳ 

y' = 4x 3 

ị/' = 0oĩ = 0 

Tuy nhiên do hệ số của X* trong hàm số y = X 4 +100 
là 1 > 0 , do đó hàm số có duy nhất một điểm cực tiếu. 
Suy ra hàm số không có điểm cực đại. 

Phàn tích sai lam: Nhiều độc già chọn luôn B, có một 
điếm/ do không xét kĩ xem X = 0 là điểm cực đại hay 
điểm cực tiểu của hàm số. 

Càu 2: Đáp án A. 

Cách 1; 

Tập xác định: D = - : 
y' = 4x 3 +4x 

Ị/ l = 0o4ĩỊx ! +lj = 0or = 0 
Vậy hàm số có 1 điểm cực trị. 


X 

—co 


0 

2 

+CO Ị 

y' 


+ 

0 

0 

+ 1 

y 

-oo^ 



-3 ỵ 

+00 


Vậy điểm cực đại của đồ thị hàm số là í (0; l). 

Tư duv nhanh: Nhận thấy hàm số đã cho có hệ số 
a = 3 > 0 và có hai điếm cực trị nên đồ thị hàm số có 
dạng N (mẹo). Lúc này ta suy ra được luôn X = 0 là 
điểm cực đại của hàm số, suy ra điểm cực đại của đồ 
thị hàm số là ĩ(0;l). 

Câu 6: Đáp án A. 

Nhận thấy đây là hàm bậc bốn trùng phương có hệ số 
a, b cùng dấu nên có duy nhất một điểm cực trị. 

Cáu 7: Đáp án D. 

Tập xác định: D = X 

y' = 3x 2 -6 x+3 


Cãch 2 : 

Xem lại STUDY TIP đối với hàm bậc bốn trùng 
phương có dạng y = ax* + bx 1 + c{a * o). 

Nếu ab > 0 thì hàm số có 1 điểm cực trị là X = 0. 
Nhận thấy 1 > 0 và 2 > 0. 

Vậy hàm số có 1 điếm cực trị. 

Cầu 3: Đáp án B. 

Tập xác định: D = V. 
y' = x z +8x-S 

Vì hàm SỐ có hai điếm cực trị là x ư x z =>x ỉ , x 2 là 
nghiệm của phương trình: X 2 + 8x - 8 = 0. 

Theo định lí Vi - ét ta có: X 1 +x 2 =-8 


Câu 4: Đáp án B. 

Ta thấy f'ịx) = 0 <=> 

Đến đây có nhiều độc giả kết luận luôn hàm số có hai 
điếm cực trị, tuy nhiên đó là kết luận sai lầm, bởi khi 
qua X = 1 thì f'-ịx ) không đổi dấu, bởi 


x = l 
x = 3 


(x-l) 2 >0,Vx. 

Do vậy hàm số chỉ có đúng một điếm cực trị là X - 3. 
Câu 5: Đáp án B. 

Tập xác định: D = s. 
y' = 3x 2 ~6x 


j/=0»3(:-l/=0ox = l 



-00 


Tuy rằng y' = 0 tại X = 1 nhưng x- \ không là cực trị 
của hàm số do y' ằ 0 Vx e D. 

Vậy hàm số đồng biến trên 

Tu duv nhanh: Nhân thấy y' = 3(x-l) 2 >0, Vx e 'Ằ . 

Nên hàm số luôn đồng biến trên 
Câu 8: Đáp án B. 

Chú ý: Phân biệt giá trị lớn nhất (nhỏ nhất) và cực đại 
(cực tiểu) ở phần lý thuyết về GTLN -GTNN được tôi 
trình bày trong chuyên đề sau. 

Phương án A. Sai: -1 là giá trị cực tiểu. 

3 là giá trị cực đại. 

Phương án B. Đúng. 

Phương án c. Sai: Giá trị cực đại là 3. 

Phương án D. Sai: Nếu nói hàm số đạt cực tiểu thì phải 
nói tại X = — 1 còn rì(-l;-l) là điếm cực tiểu cùa đồ 

thị hàm số (tương tự với B(l;3) ). 


y' = 0o3x(r-2) = 0o 


x = 0 
x = 2 


Câu 9: Đáp án B. 


Ta có bảng biến thiên: 
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Ta có: D=' \{-l;l). 

Phương án A. Đúng. Do qua X = 0 thi y’ đối dấu từ 
dương sang âm nên hàm số vẫri đạt cực trị .tại X = 0 . 
Phương án B. Nhận thấy hàm số không đạt cực tiếu tại 
X = 1 do tại X = 1 thi hàm số không xác dinh 
Phương án c. Đúng: Do 

lỊmy = +«> =>x = -l là tiệm cận đứng của đồ thị. 

hmy = -co => X = 1 là tiệm cận đứng của đồ thị. 
Phương án D. Đúng: Do 

= “ 3 => y = -3 là tiệm cận ngang của đồ thị. 
Jíỉ2,y = 3 => y = 3 là tiệm cận ngang của đồ thị. 

Càu 10 : Dáp an D. 

Phương án 4. Sai: Tập xác định: D=\ {-l}. 
y ~ 2 + “Ty > 0 n ®n ham số không có cực trị. 

l* + *J 

Phương án B. Sai: Tập xác định D =' . 
y +2016 >0 nên hàm số không có cực trị. 
Phương án c. Sai: Hàm phân thức bậc nhất trên bậc 
nhất luôn không có cực trị. 

Phương án D. Đúng: Tập xác định D = - . 

y' = - 4x*-6x 

y' = 0o-2x(2x 2 +3) = 0 <»x =0 

Vậy hàm số có một điếm cực trị. 

(Hoặc dùng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng 
phưong ta thấy -1 < 0; 3 < 0 => (-l).(-3) > 0 => Hàm 
số có một điểm cực trị là x = 0 ) 

Cáu 11: Đap án c. 

Tập xác định: D = 

Đặt |x| = f (f >0) 

Khi đó y = f 3 -4f 2 +3 
y' = 3f 2 -8f 
y' = 0of(3f-8) = 0 
r t = 0 (t / m)=> X = 0 


Ngọc Huyền 18 


^ 8 o 

L 3 3 


Bảng biến thiên: 

: X 

í 3 3 

+00 ! 

: V 

o 

1 

0 

+ 

© 

1 

+ 

\ y- 

+CO 

+CO 

/ 

\ ị 

\ . 

* 175 \ 175 

27 x ^ 27 


Càu 12: Đáp án B. 

Tập xác định: D= - 
y' = 4x 3 +2x 

y' = 0 o 2x(x 2 + l) = 0 <??> X = 0 
Bảng biến thiên; 

X ; -oo 0 


Vậy hàm SỐ đạt cực tiều tại X = 0. 

IiL jíuy_nhụnh: Không dùng bảng biến thiên, ta có 
a = 1 > 0 nên hàm số có duy nhất một điểm cực tiểu 
X = 0 . (Do đồ thị hàm số có dạng parabol có đỉnh 
hướng xuống dưới). 

Càu 13: Đáp án D. 

Tập xác định: D= 

Dựa vào bảng biến thiên ta có: 

Phương án A. Sai: Do hàm số có 3 cực trị. 

Phưcmg án B. Sai: Hàm số đạt cực tiếu tại x l =-l và 
x 2 = 2 còn hàm số có giá trị cực tiểu tương ứng là -3. 

Phương án c. Sai: Chú ý phân biệt giá trị lớn nhất (nhỏ 
nhất) và cực đại (cực tiếu). 

Phương án D. Đúng. 

Càu 14: Dáp án C. 

Tập xác định: D= «■. 


cau 14: Dap án c. 

Tập xác định: D= «■. 
y'=3x 2 -6x 

y' = 0o3x(x-2) = 0o * = 

Ị_x = 

Bảng biến thiên: 


X -co 

0 

2 +CO 1 

V !. . + 

0 

1 

o 

+ 


Vậy hàm số đạt cực trị tại X = 0;x = 2 . 

Tu duy nhanh: Kết luận luôn hàm số đạt cực trị tại 
x = 0;x = 2 do ham bậc ba hoặc là không có cực trị, 
hoặc là có hai cực trị. (STƯDY TEP đã nói). 

Câu 15: Đáp án A. 

Tập xác định: D = i 
y' = 3x 2 -2 

=> x^ và X CT là nghiệm của phương trình 3X 2 - 2 = 0. 
Theo định lý Vi-ét ta có: x CD +x cr =0 
=> Veo +y CT = 4> - 2 x cđ +4.-2 X CT 
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Chủ dể 1 : Hàm sỏ và các ứng dụng của đạo hàm 


- (*CĐ + ' c ct)(*cđ X CĐ X CT + *cr) X a) +X CT ) 0{do 
X CĐ + X CT = ^ ) 

Câu 16: Đáp án A. 

Dựa vào bảng biến ửũên ta thấy: 

+ y’ đổi dấu từ dương sang âm khi đi qua X = 0, do 
vậy M(0;2) là điếm cực đại của đồ thị hàm số chứ 
không phải hàm số. 

+ y' đổi dấu từ âm sang dương khi đi qua X = -1, do 
vậy /(- 1) là giá trị cực tiếu của hàm số. 

Vậy B đúng. 

+ y' mang dấu dương với xe(-l;0)u(l;+co) 

=> Hàm SỐ đồng biến trên các khoảng (-1;0) và 
(l;+oo) . Vậy c đúng. 

+ y' đổi dấu từ âm sang dương khi đi qua X = 1, do 
vậy x 0 = 1 được gọi là điếm cực tiểu của hàm số. 

Câu 17: Đáp án B. 

Tập xác định: D= T. 
y' = 3x z -12x+9 

Sử dụng máy tính cầm tay bằng cách nhập biểu thức: 
y'.y" 

y-^-rr— như sau: 

18a 

Chọn lMOPEU 

Nhập vào màn hình: 

Í3X 2 -12X + 9)(6X-12) 

X 3 -6X 2 +9X-2-- ^ 

18 

Ấn ỊcALCỊ , nhập x= i (i là nút ỊẼNgỊ ữên máy tính) 

Lúc này máy hiện: 

M ÕÍPLĨÌ I SŨŨTĨ 

X 3 -6X 2 +3X-2-—> 

4— 2i 

Vậy phương trình đường thẳng đi qua hai điếm cực 
trị của đồ thị hàm SỐ là y = -2x+4<=>2x + y-4 = 0. 

d đi qua A(-l;l) và có vtcp (2;l) nên có phương 

X 3 

trình: x-2y + 3 = 0 hay ^ : y~2 2 
Càu 18: Đáp án D. 

Áp dụng STƯDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương. 
Nhận thấy 2 > 0; -'Ịĩ > 0. 

Vậy hàm số có hai điểm cực tiểu là: 



The best or nothing 

Lúc này đồ thị có dạng chữ w, do vậy khoảng cách 
giữa 2 điếm cực tiểu chính là khoảng cách hoành độ 
của chúng: 

^-4 = 2.2.^ 

Câu 19: Đap án A. 

Áp dụng STƯDY TIP cho hàm bậc bốn trùng 
phương. 

Nhận thấy -1 < 0; 2 > 0. 

I -2 

Vậy hàm số có 2 điểm cực đại là Xj = 1 ^ ^ = 1 và 

Cáu 20: Đáp án A. 

Do y' đổi dấu từ dương sang âm khi đi qua X * 1. 

=> Hàm SỐ đạt cực đại tại x = l, y’ đổi dấu từ âm 
sang dương khi đi qua X - 2. 

Vậy hàm số đạt cực tiêu tại X = 2. 

Cáu 21: Đáp an B. • 

Tập xác định: D= ' 

y' = 4x 3 -2x 2 -2x 

y' = 0<*2x(2x 2 -x-ì)~0 


o 2x(x - 1) (2x + 1) = 0 o 


x = 0 

X = 1 


Bảng biến thiên: 

1 X 

1 

-QO 

1 

2 


0 1 4O0 

ỉ y' 

- 

0 

+ 

0 - 0 + 

y ; 

Ị 

+00 

\ 

5 

48 

/ 

+00 

v f / 


=> Hàm số có 2 giá trị cực tiểu là và 

TU o 


Vậy hàm số có giá trị cực đại là 0. 
Càu 22: Đáp án A. 

Tập xác định: D = 'i 

y' = (z + 2f+(x-l).2.(x + 2) 


y' = (x+2).3x 


y' = 0<^ 


x = 0 
x = -2 


=> Hàm SỐ có 2 điểm cực trị A(ũ;-4) và B(-2;0) 


=> Trung điểm của AB là 
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Công Phá Toán - L ớp 12 

Vậy M nằm trên đường thẳng 2x+y+4 = 0. 
Câu 23: Đáp án c. 

Tập xác định: D = 


x=0 


r M-0 




X = 1 

x=-2 


Ta thấy X = 1 là nghiệm bội chẵn của phương trình 
/ (x) = 0 nên X = 1 không là điểm cực trị của hàm số 
(do không làm y' đổi dấu khi đi qua). 

Vậy hàm số có hai điếm cực trị là X = 0; X = - 2 
Cáu 24: Đáp án c. 

Tập xác định: D = 

Dựa vào bảng biến thiên: 

Phương án A. Đúng: Do y' mang dấu dương trên 

(°H- 


Phương án B. Đúng: Do y' đối dấu từ âm sang dương 
khi đi qua X = 0. 

Phương án c. Sai: Do ỳ đổi dấu từ dương sang ầm khi 
đi qua X = -2, do vậy hàm số đạt cực đại tại X = -2. 
Phương án D. Đúng: Do y' mang dấu âm trên (-2;0). 
Câu 25: Đáp án A. 

Tập xác định: D= r. 


Ta có: /'(x) = 0<=>(x- 

Ta có bảng xét dấu: 


! X 

-00 

-2 1 +00 

\ ■(*-!)’ 

+ 

+ 0 + 

1 (*+2) 

- 

0 + + 

r w 

- 

+ + 

Phương án A. Đúng: Do /'(x) mang dấu dương trên 


khoảng (-2;+«]. 


Phương án B. Sai: Do /'(x) đổi dấu từ âm sang dương 

khi đi qua X = -2 nên X = — 2 là điếm cực tiểu của hàm 
SỐ. 


Phương án c. Đúng: Do /'(x) không đổi dấu khi đi 
qua X = -1 => X = -1 không là cực trị cùa hàm số. 
Phương án D. Sai: Do /’(x) mang dấu dương với 

«(-*!)■ 


Càu 26: Đáp án A. 

Tập xác định: D= <. 
y' = 5~*+x.5- x .(-l).ln5 
y' = 5'*(l-x.In5) 


y’=0o 


5-*=0 (VN) 

1-X.ln5 = 0 <=> X = — 
In5 


Bảng biến thiên: 



Phương án A. Đúng: Do y' đổi dấu từ dương sang âm 

khi đi qua x = — ỉ~. 

M In 5 


Phương án B. Sai: Do y' có đối dấu => Hàm số có cực 
trị. 


Phương án c. Sai: Do y' đổi dấu từ dương sang âm khi 

đi qua X = =» X = — là điểm cực đại của hàm số 

ln5 ln5 

(không phài là điếm cực tiều). 

Phương án D. Sai: Hàm số có một điểm cực trị duy nhất 
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The best or nothing 


Chủ để 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 


II. Tim điều kiện để hàm số có cực trị thỏa mãn điêu kiện cho trước. 


Câu 27: Đáp ăn c. 

Cách l:Tập xác định: D - i 
y' - 3x 2 - 2 m 2 x - (4»I - 3) 

Để hàm SỐ đạt cực đại tại x = \ thì điều kiện cần là 
X = 1 là nghiệm của phương trình y' = 0. 

Ta có: 3.T-27n 2 .l-(4m-3) = 0 
o 2m 2 + 4m-6 = 0 

m = 1 


>2{m-l)(ffz + 3) = 0' 


m = -3 


« 


Lại có y" -6x-2m 2 

E)iều kiện đủ để X = 1 là điếm cực đại của hàm số là: 
y"(l) <0» 6.1 -2m 2 <0om 2 >3 (2) 

Từ (1) và (2) =>m = -3. 

Cách 2: Áp dụng phương pháp sử dụng máy tính cầm 
tay mà tôi đã nêu ra ở phần lý thuyết. 

Cảu 28: Đáp án D. 

Tập xác định: D = ' 
ý = 3x 2 -6mx 

Để hàm SỐ có 2 điểm cực trị thì phương trình y' = 0 
phải có 2 nghiệm phân biệt. Ta có: 

X = 0 


3x 2 -6mx = 0 <=> 3x(x-2m) = 0 <=> 


x = 2 m 


=>2m#0om*0 
Càu 29: Đáp án D. 

Tập xác định: D = '■ 
y' = 3x 2 -6x+m 

Hàm số có 2 điếm cực trị x r x 2 => Xj, x 2 là nghiệm 
của phương trình: 3x 2 - 6x + m = 0. 

x ỉ +x 2 =2 

Theo định lý Vi-ét ta có: m 

Xị ~ 3 

Lại có: x\ +x\=3 

(Xj+X 2 ) — (*1 + *2)“2x t x 2 <=>2 -3 = 2x l x 2 x t x 2 - — 

m m 1 3 

Mà x.x, = = = - 

1 2 3 3 2 2 

Câu 30: Đáp án B. 

Tập xác định: D = 

ý = x? - 2mx + ịm 2 + m -l) 

Đế hàm SỐ có hai điểm cực tri thì A' > 0 

<=>wi 2 -(m 2 + m-l)>0 

o -m + l>0om<l(l) 


Hàm SỐ đạt cực trị tại 2 điểm x v x 2 =>x u x 2 là 
nghiệm của phương trình: X 2 - 2 mx + (m 2 + - 1) = ó 


Theo định lý Vi-ét ta có: 


x ỉ +x ỉ =2 m 
X,-X 2 =m 2 +m - 1 


Lại có: |xj + x 2 1 = 4 ị2ffz| =4o 


m = 2 
m = - 2 


(2) 


Từ (1) và (2) =>m = -2 
Càu 31: Đáp án B. 

Tập xác định: D = 7 
y' = 3x 2 +2(m-í)x-3m 

Hàtíì SỐ đạt cực trị tại điểm x 0 = 1 => x 0 = 1 là nghiệm 
của phương trình y' = 0. 

Ta có: 3.1 2 + 2(m-l).l-3m = 0 OTW = l. 

Câu 32: Đáp án A. 

Tập xác định: D = 
y' = 4x 3 + 4mx 

Để hàm SỐ có đúng một điểm cực trị thì phương trình 
y' = 0 có đúng 1 nghiệm. 

x = 0 


4x 3 + 4mx = 0 o 4x(x 2 + m) = 0 


o 


X 2 + m = 0 


Trưòng hợp 1: X 2 + m = 0 vô nghiệm => m > 0. 
Trường hợp 2: X 2 +m = 0 có 1 nghiệm X = 0 => m = 0. 
Vậy m>0. 

Cáu 33: Đáp án B. 

Tập xác định: D = -. v 

y' = x 2 -x + a 

Hàm số đạt cực trị tại x u x 2 =>x u X 2 là nghiệm của 

phương trình y' = 0 ox 2 -x+a = 0. 

, ịx. +x, =1 
Theò định lý Vi-ét ta có: 

Xj.x 2 = a 

Theo bài ra ta có: (x 2 +x 2 + 2a)(x 2 +Xj +2 a) = 9 
o(x,x 2 ) 2 +xỊ +2 ax] +x 2 +x l x z + 2ax 1 +2 axị +2 ax i +4a 2 =9 
o (x l x 2 f+x l x 2 +(x l + x 2 )[(x, 4- x 2 f -3x t x 2 ] 

+ 2a(x 1 +x 2 ) + 2 + x 2 ) 2 -2 x,x 2 J = 9 

o á 2 +íĩ+(l-3fl)+2fl + 2fl(l-2«) = 9 
o a 2 +2a-8 = 0 <=> (fl-2)(fl+4) = 0 o 


a = 2 
a = - 4 


Lại có: (Xj +x 2 ) 2 > 4XjX 2 ol>4 «•»«<! 

Do vậy a = - 4 
Cầu 34: Đáp án D. 
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Công Phá Toán - Lớp 1 2 
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Cách 1: Tập xác định: D = -'. 
y' = 12x 2 +2mx-12 

Hàm SỐ đạt cực tiêu tại điếm x = -2 thì: 

+ Điều kiện cần là * = -2 là nghiệm của phương trinh 
y'=0. 

12.(-2) 2 +2m(-2)-12 = 0om = 9 (l) 

+ Điều kiện đủ là y"(-2) > 0 

t> 12.2.(-2)+2m > 0 o m > ^ (2) 

Từ (1) và (2) => m = 9. 

Ca ch 2: Sừ dụng máy tính như phần lý thuyết tôi 
hướng dẫn. 

Câu 35: Đáp án D. 

Hàm số có 2 điểm cực tiểu và 1 điếm cực đại, áp dụng 
STƯDY TIP cho ham bậc bốn trùng phương 

U(m 2 -2)<0 fm>0 „ r- 

^1 .... J <=>1 "2 " oO<m<V2 

m> 0 ựn <2 

Câu 36: Đáp án A. 

Tập xác định: D = V. 
y'=4x 3 -4 mx 

Ap dụng STƯDY TIP với hàm bậc bốn trùng phưcmg 
ta có: 32.1 3 .1 2 + (-2 =0om = l 

' iỉĩ 

Câu 37: Dáp án A. 

Tập xác định: D= 
y' = 4x 3 -4mx 

Ap dụng STƯDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 
ta có: (-2 m) 3 + 24.1 = ũom4 
Câu 38: Đáp án B. 

Tập xác định: D = 
y' = 4x 3 +4(m-l)x 

Ap dụng STƯDY np cho ham bậc bốn trùng phương 
ta có: [2 (m-l)] 3 + 24.1 = 0 

<=>(m-l) 3 s-3ow = ^3+l 

Câu 39: Đáp án A. 

Tập xác định: D= r 
y’-4x? ~4mx 

Ap dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn trùng phương 
ta có: 8.1 + (-2m) 3 = 0 m = 1 
Câu 40: Đáp án A. 

Tập xác định: D= 4 


Ngọc Huyền tỉ) 


Để hàm SỐ có 3 điểm cực trị tạo thành một tam giác có 
diện tích bằng 2, ta áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc 
bốn trùng phương là: 32.1 3 .2 2 + (-2m) 5 =0om4 
Càu -11: Đáp án A. 

Tập xác định: D= ■■ 

Sử dụng máy tính theo cách tôi giới thiệu ở lý thuyết 
ta được: 



Vậy phương trình đường thẳng đi qua hai điếm cực 
trị của đồ thị hàm số có dạng: 
y = -2mx + 2 <=> 2mx + y - 2 = 0 . 

Ta có s ^ = ị.IA.IB.smAlB<ị.[A.IB 
2 2 

Dấu bằng xảy ra khi LU ỈB. 

Lúc này d (/; AB ) = = ~ 

|2w-l| 1 

°~ r , ; ~~r o24m2 - 4m + 1 ) = 4w 2 +1 
v4m 2 +1 v2 v ' 


o4m 2 - 8m + l = 0o 


2 + S 
2 

2-S 


Cẩu 42: Đáp án !>. 

Tập xác định: D = ị. 

Để hàm số có hai điếm cực trị thì Ỉ7 2 - 3ac > 0 

«-(2m-l) 2 -6.(m 2 -l)>0 

0 ±Ị?Â <m< úìlủ 

2 2 

me.=>ms{-3; - 2 ; - 1 ; 0 ; 1 } 

Vậy có 5 giá trị của m. 

Câu 43: Đáp án F. 

Tập xác định: D= 

Đế hàm số có đúng hai điếm cực trị thì phương trình 
y' = 0 phải có hai nghiệm phân biệt 

o b 2 - 3ac > 0 o4 + 6m>0 o m>-~ 

3 

Câu 44: Đáp án D. 

Tập xác định: D= 
y' = x 2 -{m + 5)x + m 
b 2 - 3ac > 0 

•»(m + 5) 2 -4m>0om 2 + 6m + 25 > 0 
0(771 + 3) +16>0 luôn đúng Vme 4 
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The best or nothing 


Chủ đề 1: Hàm sô và các ứng dụng của dạo hàm 


Do đó X CĐ và X CT là nghiệm của phưcmg trình (l). 

_ , fx ro +x rr =7« + 5 

Theo định lý Vi-ét ta có: \ co CT 

x-n.x— = m 


Bình phương 2 vế ta có: 

X CĐ — 2*cĐ*cr + X CT ~ 25 


•» (m + 5) 2 -4tfí = 25 
om í +6m = 0om(ffi + 6) = 0o 


m = 0 
m = -6 


Càu 45: Đáp án B. 

Tập xác định: D = »". 
y' = 3ax 2 +2ỉư + c 

ĐỒ thị hàm số có hai điểm cực trị là (-1;18) và (3; -16) 
=> -1; 3 là hai nghiệm của phương trình y' = 0. 

(-l) 2 3a + 26 (-l) + c = 0 3o-26+c = 0 

3<l3 2 +26.3+c = 0 [27a+6b+c = 0 

ĐỒ thị hàm số đi qua hai điếm (— 1;18) và (3; -16) nên 
ta có: 

«.+»♦* - -34 (2) 

27fl + 96 + 3c + <2 = -16 v ’ 




3a-2b+c = 0 

( 1 ) 

và (2) => 4 

27a + 6b+c = 0 



28rt + 86 + 4c = -34 

a 

_ 17 


~16 


b-- 

51 . 

U= >d 

203 

~——=>a + b + c + d 
16 

r — 

153 

t — 

16 



Câu 46: Đáp án A. 

Điều kiện: x>m 

y' = 2x + — - — 
x-m 

Để hàm SỐ có đúng hai điểm cực trị thì phương trình 
y' = 0 phải có hai nghiệm phân biệt 
1 


«2x + - 


■ = 0 


x-m 

2x(x-m) + l 


m>2<=> 


A' = m 2 -2.1=m z -2 

Phương trình có 2 nghiệm phân biệt <=> m 2 -2 > 0 

m>'JĨ I I ỊT 

hay ịm\ > V 2 

m<—j2 
Câu 47: Đáp án D. 

Tập xác định: D = ' 
y’ = 3ax ĩ +2bx 

Hàm SỐ có hai điểm cực trị là /4(0;l) và B(-l;2) 
|y'(-l)=0 Ịy(-l)=2 


o 


0 = 0 

c = 1 

1 

s 

II 

0 


0 

3«-26 = 0« 

C = 1 

0-6 = -l 

-a + b+c = 2 



0 = 2 
6 = 3 

C = 1 


=>o+6+c = 2+3+l = 6. 

Câu 48: Dáp án D. 

Tập xác định: D= 

y' = 3(l-m)x 2 -6x + 3 

+ Xét m * 1 : Hàm số có cực trị . 

»6 2 -3ac > 0 

«(-l) 2 -(l-m).l>0»m>0 

+ Xét m = l=>y = -3x 2 +3x-5 => Hàm số có cực trị. 
Vậy m> 0. 

Câu 49: Đáp an B. 

Tập xác định: D = r 
Ta có b 2 -3ac = m 2 -(2m-l) = (m-l) 2 
+ Xét m = 1 => y' = 0 có nghiệm kép 
=> Hàm số có một cực trị. 

+ Xét m#ĩ=> y' = 0 có hai nghiệm phân biệt 
=> Hàm SỐ có một cực đại và một cực tiếu. 

Vậy mệnh đề sai là B. 

Càu 50: Đáp án c. 

+ Xét m = 0 : y = -9x 2 +1 => loại vì đồ thị hàm bậc 2 
không có 3 cực trị. 

+ Xét m* 0 : Áp dụng STUDY TIP cho hàm bậc bốn 
trùng phương có 2 điếm cực đại và 1 điểm cực tiểu 


o 


= 0 o 2x -2mx + \ = 0 


m<0 ~í m<0 

mịm 2 -9) < 0 0 Ịíh 2 >9 


<=>m<-3. 
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Còiv-Ì P-h.i Tnáii - I,ịp ì 2 


Ngọc Hỉivền LB 


[■' l*l UMéí về gió trí iôn nhóỉ ' giá S<1 nhà nháỉ cún 

nám sổ. 

L Đinh nghĩa 

9^ t Aím f, U đậ được giói thiệu về giá trị cực đại, giá trị cực tiễu của 
_ Vậy sự 8«* giá « cực đại và giá trị lán nhất ( hay giá trị 

cục tiẽu và giá trị nhỏ nhất) là gì? Ta sẽ trả lòi ngay ò dưóĩ đây. 

Cho hàm số y = / (x) xác định trên tập D chứa c. 

; L được z ọi là -' !a tr = Um nh àí của hàm số f trên tập D nếu f(x) < f(c) 

\ VxeD. ' ' J \ > 

: 2. /(c) được gọi là ,4Ìa irị nho nh.It của hàm số í trên tập D nếu fịx) > f(c ) 

: VxeD v r J \ Ị 

Đến đây, ta có thể kết luận: Giá trị cực đại ( cực tiếu) của hàm số được xét trên 

VÓÌ điểm , ^ *?' * vậ y & 0 nên thường được gọi là - cực trị địa 
' C Òn giá ^ ị ỉón ^ ất ' giá toi nhỏ nhất của hàm số được xét trên toàn 
dụcụ thể hiện giá trị lớn nhất ( nhỏ nhất) và điểm cực đại 

điem cực tiểu của đồ thị hàm số được thể hiện ở hình 1.13. 


điếm cực đại tri lớn nhất 



-4-2 0 

Hình 


điếm cực tiếu cũng 
là giá trị nhỏ nhất X 
o a — T 

Hir.h 1.1? 

đ f và giá m lớn *** hàm sốkhác nhau. Điểm cực đại 
năm giữa khoảng đồng biến và khoảng nghịch biến, còn giá trị lớn nhất là 

tung độ của điếm "cao nhất" của đồ thị hàm số trên [a;bị Chú ý rằng, ở hình 

1.13, giá trị lớn nhất cùa hàm số có thế nằm ờ điếm đầu mút của [a;bị và giá 

hi lớn nhất giá trị nhỏ nhất có thế trùng vói giá trị cực trị của hàm số. Ta thấy 

đay Ịà đồ thị của một hàm liên tục có cả giá trị lán nhất và giá trị nhỏ nhất, 
nên ta có định lý 1 

1 Mọi hàm sõ Hên tục đêu có giá trị 1A, nha và giá trị nhỏ nhă trên 

jị đoạn 

v<n hàm Hên tục luôn có một giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất thi giá 
trị lớnnhất và giá trị nhỏ nhất đó có thế đạt được tại khong chi một điểm 
X = đ mà có thể nhiều hon. Ví dụ như hình 1.14 với đồ thị hàm số 
f(x) = 9 -X 2 . Trên [-3; 3], hàm số đạt giá trị nhỏ nhất là 0 khi X =3 hoặc 
* = -3. 

2. Quy tắc tìm giá trị ỉớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục 
trên một đoạn. 
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chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm The best or nothing 


Để việc tìm GTLN, GTNN của hàm số ữên [a; b] nhanh hơn, ta áp dụng nhận 
xét sau: 

Nếu đạo hàm / ' (x) giữ nguyên dấu trên đoạn [a; bị ( hay nói cách khác là 
hàm số đơn điệu trên đoạn [a; bị ), khi đó / (x) đạt GTLN, GTNN tại các đầu 
mút của đoạn. 

Dưới đây là một số ví dụ tiêu biểu, từ các ví dụ này, ta sẽ đưa ra kết luận về 
các hàm số tiêu biểu có thể kết luận là luôn đơn điệu trên đoạn [«; bj cho 

trước. 

Vi du 5: Cho hàm số V = . Biết M là giá trị lớn nhất của hàm số hên [0; 1] , 

3 lx + 3 

m là GTNN của hàm số hên [ũ; 1], khi đó giá trị của biểu thức M + m là 

.21 „ „ ,-.11 nỉ 


Đáp án A 


Lời giãi 


Ta thấy hàm số y = đơn ^ ưên [ 0;1 ] nên hàm số đạt GTLN ' GTNN 

2x + 3 

trên [0;l] tại điểm đầu mút, nên ta không cần tính y' mà có luôn 
w eft\\ . íf-i\ 6 5.1 + 6 21 

m+«./(o) + /(i)=|+|ịì|=j. 


Vi dụ 6: Cho hàm số y = 5x s + 2x 3 + 6x + 1 . Tim GTLN, GTNN của hàm số 
hên [-1; 2] ? 


Lời giài 

Ta có y' = 15x* +6x 2 +6 >0, vậy hàm số đã cho luôn đồng biến trên £. 
Khi đó GTLN, GTNN của hàm số lần lượt là / (-1) = -12 = Min f (z) 

j^/(*) = /(2) = 189. 

Ví dụ 7: Tun GTLN, GTNN cúa hàm số y = ĩỊlx + l trên [l; 5] ? 


Lòi giái 

Ta có y'=f(2* + lỳì'=L2.(2x+lp - . 2 — >0 với mọi 

^ ) à 3 ^( 2 * + 1 ) 

Vậy trên [l; 5] thì hàm số luôn đồng biên. Từ đây ta có 

ỈAỊxf(x) = f( 5)=lIn 

Ví dụ 8: Tun GTLN, GTNN của hàm số y = -Jx 5 +x 3 +1 trên [l;3] ? 
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STL'D> Ti ị 1 : Với các hàm 
SỐ là tổng của các hàm 
cùng đồng biến, hoặc cùng 
nghịch biến thì cũng đồng 
biến, nghịch biến, nên 
GTLN, GTNN cũng đạt 
được tại đầu mút. 


Còng Pha Tọ,in ~ I !Ỉn í > 

■■ 1 Ngọ t. HuvOn i.ií 

, , 5x 4 +3x 2 

Tacó y' = - I . = ^0 với mọi X thỏa mãn điều kiện trên. 

2yjx 5 +x 3 +l 

Vậy hàm số đã cho luôn đồng biến trên [l; 3], từ đây suy ra 

^'/W = /W = '/3 ; Ato/( I ) = /(3) = V27Ĩ. 

Từ các ví dụ trên ta rút ra kết luận sau: 

ịi ]■ 2* ha ™ đa th * c với các số mủ iẻ có hệ số ỉà các số cùng âm, hoặc cùng 

I d “ CfríS J aứ Iuôn đơn ^ tiên tập xác định nên GTLN, GTON xảy ra tại các 
I điểm đầu mút. 

I Cac c ° hay tống quát là có dạng 

thì thường đồng biến khi a > 0 , nghịch biến khi a < 0 nên GTLN, GTNN xảy ra 
I tại các điểm đầu mút. 1 

1 3 - Hàm sốy = luôn đơn đi ê u trên [a;b] với [a;b] không chứa — nên 
V GTLN, GTNN xảy ra tại các điểm đầu mút. 

£'ỌC thêm: Phưđr.g pháp giài nhanh các bà! tập tìm giá trị idn 
nhất - giá trị nhỏ nhất trèn đoạn a;b". 

Dùng máy tính: 

Cu di I: 

; Sử dụng TABLE xét hàm số / (x) trên [«;&] . 

i Các lưu ý cách chọn các giá trị Start, End và Step. 
ị Start? Ta nhập giá trị a. 

! End? Nhập giá trị b. 

; Step? Nhập bước nhảy phù hợp. 

Từ đây ta có thế nghiên cứu nhanh dáng điệu của đồ thị trên đoạn [«;&], từ 
đó chọn giá trị thích hợp. 

Cách 2: 

1 l.Giải phương trinh f(x) = 0 bằng cách sửa dụng nút SOLVE ( lấy giá trị của * 
lí năm trên [a;í>] đế dò nghiệm), ta đưọc các nghiệm của phương trình f'{x) = 0 . 

Ị 2. Dùng CALC đê’ tìm các giá trị của f(x) tại các điếm đầu mút và các điểm 2 0 
I là n ỗ hiệm 013 phương trình f(x) = 0 rồi so sánh từ đó kết luận min, max. 

V i dụ 1: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = — - +3 trên đoạn [2; 4 ] là 




Đáp án A. 

Lòi giãi 

An MODE 7 và nhập F(x) như hình bên. 

Tiếp theo chọn Start? 2; End 4; step 0,2 thì máy hiện kết quà như sau: 
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STUDY TI P: Chức năng 
TABLE chì giúp ta dự 
đoán khoảng mà Fx đạt 
giá trị lớn nhất giá trị nhỏ 
nhất, tùy bài mới thể hiện 
giá trị chính xác, do vậy 
TABLE chi mang tính chất 
tương đối, hỗ trợ trong 
quá trình làm bài. 



Chủ đề 1: Hàm sô” và các úng dụng cùa dạo hàm 


sr ~\ .1 Vií/níu 

ẳT-SMB 1 Ijb.dIh 

ì 2.416.2511 B 


The best or nothing 


ầm 

3,2 §.01 BĨ 
3,5 i.DEẼẺ 


I I I J L — - — — ' 

Ta thấy khi cho X chạy từ 2 đến 3 giá trị của hàm số giảm từ 7 đến 6, sau đó từ 

3 đến 4 giá trị của hàm số lại tăng lên. Từ đây ta kết luận giá trị nhỏ nhất của 

hàm số là 6 khi x=3- 

Ví dụ 2: Tun giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số y = ^(2x-l)(l - xf 


Tiếp tục ấn MODE 7, chọn Start 0, Enđ 3, Step 0,2 và máy hiện: 



B 

Math 

1 ■■■ 

2 0.2 
3 0.4 

F<X) 

-1 

-0.126 
-5.41 Ẽ 

0 


a 

ìteth 

X 

1 1.2 

F (X) 

0.3025 

0.6503 

0.3252 

1.6 


K F(X> 

0.6 ỊỊ.ạnỊỊ 
ỉy Õ.2HB4 


a 

X F<ỊO 

2.5 2. 2011 
2-a 1.4ẸQ3 
■Ép 2.1144 


la ILliạu uiay gi a LI Ị cua í w luiig ua,. ~ “"ÍV ' o 

dần khi đến kìu X chạy đến 1 (lúc này giá trị của F(x) là bằng 0) thì sau đó giá 
trị của hàm số lại tăng dần khi cho X chạy tiếp từ 1 đến 3. 

Vậy ta kết luận ^/(x) = /(0) = -l ; 1ỊỊ3^ f (x) = f (s) = SỈ2Q - 

Vi dụ 3: Đường cao tốc mới xây nối hai thành phố A và B, hai thành phố này 

muốn xây một trạm thu phí và trạm xăng ở trên đường cao tốc như hình vẽ. 

Đế tiết kiệm chi phí đi lại, hai thành phố quyết định tính toán xem xây trạm 

thu phí ở vị trí nào để tổng khoảng cách 

từ hai trung tâm thành phố đến trạm là 

ngắn nhất, biết khoảng cách từ trung tâm 

thành phố A, B đến đường cao tốc lần 

“ lượt là là 60 kmvằáOkm và khoảng cách 

— p - — 

giữa hai trung tâm thành phố là 120 km 
40 (được tính theo khoảng cách của hình 

Q chiếu vuông góc của hai trung tâm thành 

» — ’ phố lên đường cao tốc, tức là PQ kí hiệu 

20 như hình vẽ). Tim vị trí của trạm thu phí 

và trạm xăng? Giả sử chiều rộng của trạm 

thu phí không đáng kể . 

A. 72 fcm kể từ p. B. 42 Ẫm kểtừ Q. 

c. 48 Ả7W kể từ p. D- tại p. 

Đáp án A. 

Lòi giải 

Thực chất bài toán trờ thành tìm X đế AC + BC nhò nhat. 

Theo định lí Pytago ta có 

AC = a/60 2 +x 2 ;BC = ^(Ĩ2Õ^xf+^ = >/?^24Õĩ+Ĩ6ÕÕÕ 
Khi đó f(x) =AC+BC= \lx 2 + 3600 + V * 2 - 240* + 16000 . 
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Cóng Phá To án - Lóp 1 2 
Ta cần tìm Min / (x) . 


Ngọc Huyền L6 


S TUDYT1P: 

Thường các bài toán thực 
tế, dùng Solve dò nghiệm 
sẽ rất nhanh. Ta sẽ tìm 
hiếu ờ phần sau. 


Ta rn — 5 . * — 120 , 

° f ' ' / 2 T~r + - 7 = f — ■/ khi bầm máy tính nhẩm 

yịx 2 + 3600 V* 2 - 240* + 16000 

nghiệm băng cách nhập vào màn hình biểu thức f'{x) và ấn ỊsHIPĨ SOLVE 
và chọn một số nằm trong khoảng (0;120) để dò nghiệm, như tôi nhập 2 máy 
nhanh chóng hiện nghiệm là 72 như sau: 



s Math 

/x 2 + 36ỮỮ 

Vtt 2 -24 

x = 

72 

L-R= 

0 


Vậy từ đó ta có thể kết luận CP = 72. 
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Chù (lể 1 : Hàm sô VÌ1 các ứng dụng cũn đạo hám 


The best or nothing 



Đọc thêm: 

Phương pháp giải nhanh các bài tệp xác định m để hàm số đạt giá 
trị lổn nhất - giá trị nhỏ nhất trên đoạn ị~a;b] . 

Với các bài toán này, thường cho ta 4 giá trị của m. Trong máy tính ta có thể 
lập bảng giá trị của hai hàm F (x) và G (x) cùrig một lúc, ta sẽ thử bằng cách 
thế 2 tham số đề bài vào hai hàm F (x) và G (x) dùng phương pháp ờ trên để 
giải nhanh. 

Ta đến với ví dụ đầu tiên: 


Ví dụ .1: Đế hàm số y = x i ~ 6mx 2 + m 1 có max = r thì giá trị của tham số thực 
9 [-«3 9 6 


Đóp an B. 


a 

«X:i=X d -6AX 2 -ttf 


[■] Matn 

9ÍX)=X d -6BX 2 +B 2 



Đầu tiên ta gán các giá trị ở các phưong án lần lượt vào các biến A, B, c, D 
bằng lệnh STO như sau: 

Ấn 0 ịSHIFTj Ịr cũ (là nút STO) A 
Tương tự với B, c, D. 

Lúc này ta kiểm tra hai phưcmg án A, B thì ta nhập hàm 

f(x) = X 4 -6A.X 2 +A 2 

g(x) = x 4 -6.BX 2 + B 2 như hình bên. 

Tiếp theo nhập Start? -2; End? 1 Step? 0,2 Ta thấy các giá trị của hàm số 6 hai 
trường hợp m hiện như sau: 

8 " Hat * I ~~ 9 ■ 555 ” I “ " ■ ã " Kaĩti I 

X F<X> _<jCỊO X. _F(X) Ịj( jO_ _ X FCỊO ọ 

1 ' 16 □•MMMỊỊ ụ -Ị. ụ 3.ạụÍ5 -1.553 n -0.6 D.ụộậẸ -ị. 

ấ -!■! I n =.!ỉằ2 : ệ-|ĨỊ 5 -1.2 ã.ỄiÉặ -|.|ộĩ õ -0.6 □. illl -ộ, 

i -1.6 6.6536 -3.201 Ẽ ■■bi ĩ -2.555 9 ■Kíltĩ 0.0256 -0. 



S TUU V TtP: 

Ở các bài toán dạng này 
ta thấy do đề bài chi có 4 
phương án, nên ta chỉ căn 
thử 2 lần là có được kết 
quả. 


x_ FOỌ_ OCX) 

ỉ ọ -0.2 1.6 .03 0.205 

11 ạ _ "1 oĩõộộộ 

iảHOTR 1.6-103 D.2aÈ_ 
0.2 


<a» 

X F (X) ÍỌO 

ỊỊỊ ạ.Ẹ 0. 1296 -ặ.ạệs 
5 0. B 0.0096 -ĩ-3ã| 

16 ^■n ĩ -2.555 


Ta thấy khi m = 0 thì hàm số không đạt giá trị lớn nhất bằng ^ (loại). 

, 2 ^ 4 . Tx = -2 

ơ trường họp m = ^ thi hàm số đạt giá trị lớn nhất là - khi g . 

X _ _1 T ) 


Vậy ta chọn B. 


LOVEBOOK.VN i 70 









ỉíl 

s? 



I 


Câu 1: Giá trị nhò nhất của hàm số y = — 2 trên 

x+2 

[-1;2] là: 

A -p §f y=1 B -f™}y=-i 

C- pịạy = -5 D. pũijy = -4 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 

Cảu 2: Tim giá trị nhỏ nhất của hàm số y = -- — + 3 tr g n 

x-ĩ 

đoạn [2; 4]. 

A.^y.11 B - ĩãyy=- 3 

CỊjặy,-2 D.^yy-6 

Cản 3: Giá trị nhò nhẩt cúa hàm so y = x — trên 

x + l 

đoạn [-4;-2]. 

A i5ir- 7 B -í5ír-f 

c pir - 8 d - ra =- 6 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
Câu 4: Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và giá 
trị nhỏ nhất của hàm số y = x 3 -3x 2 ~9x+35 trên 
đoạn [-4; 4]. Khi đó tổng M + m bằng bao nhiêu? 
A-48 B.ll c.-l D. 55 

(Trích đê thi thủ THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 5: Tống cúa giá trị lớn nhất và giá trị nhò nhất của 
hàm SỐ y = r* +3x+l trên đoạn [-2;4] là: 

A. -22 B. -18 C. 64 D. 14 

Câu 6: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y - x 3 -X 2 -8x 
trên đoạn [l;3]. 

A. maxy = -8 B.m^y = ~ệ 

C.ipap = -6 D. maxy = -4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc (ăn 3) 
Câu 7: Cho X, y là hai số không âm thỏa mãn 
x +y = 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
P = ~x 3 + x í + y ì ~x + 1. 

A. minP = -5. B. minP = 5. 

c. minP = ^. D. minP = — . 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 


Cau 8: Tính tổng của giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất 
của hàm số y = x 3 +x trên [l;2] ? 

A- !• B. 2. c. 12. D. 10. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
Càu 9: Tim giá trị nhó nhất của hàm số 
54 

y = x -4x + — - trên khoảng (2;+co). 

A. miny = 0 . B. miny = -13 . 

c. miny = 23 . D. miny = -21. 

( 2 'H (2;«) 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 

Câu 10: Xét hàm số f{x) = 3x+l+—— trên tập 

x + 2 r 

D = (-2;lJ . Mệnh đề nào sau đây là sai? 

A. Giá trị lớn nhất của f(x) trên D bằng 5. 

B. Hàm s ôfipc) có một điếm cực trị trên D. 
c. Giá trị nhỏ nhất của f(x) trên D bằng 1. 

D. Không tồn tại giá trị lớn nhất của fix) trên D. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh lần 1) 
Câu 11: Gọi M là giá ừị lớn nhất, m là giá trị nhò nhất 
của hàm số y = 2x 3 +3* z -12x+l trên đoạn [-1;3]. 

Khi đó tổng M + m có giá trị là một số thuộc khoảng 
nào dưới đây? 

A. (0;2). B. (3;5). 

c. (59; 61). D. (39; 42). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 12: Hàm số y = x 3 -3r có giá trị lớn nhất ừên 
[0;2] là: 

A.l B. -2 c.o D.2 

(Trích đê thi thừ THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 
Càu 13: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
y = 2x 3 +3 x 2 -12x + 2 trên đoạn [~1;2] đạttạix = x 0 . 
Giá trị x 0 bằng: 

A.l. B.-l. C.2. D.-2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 

Câu 14: Giá trị lớn nhất của hàm số v = -— trên 

X — 1 

khoảng [2;+co) là: 

A.2 B.3 C.l D.4 

(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc - Vĩnh Phúc) 
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Chủ đề 1: Hàm số’ và các ung dụng của đạo hàm 


Cáu 15: Tìm giá ữị lớn nhất của hàm số y = -X 3 +3x 2 
trên đoạn [-2; 1] 


A. maxy = 2 
[-2;!] y 


B. maxy = 0 
[-*!] 


c. ma^y = 20 D. ^na^y=54 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo) 
Câu 16: Giá trị nhỏ nhất của hàm số y = x 4 + 2x z -l 
ừên đoạn [-l;l] là: 

A. -1 B. 1 CO D. 2 

(Trích đê thi thừ Sở GD&ĐT Lâm Đồng) 
^ X "t" 3 A 

Cá u 1 7 : Giá tri nhò nhất của hàm số y = ——7 trên đoạn 

x + l 


(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Vẫn Trỗi) 
Cá u 18: Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số 
/(x) = 2x 3 -3x 2 -12x + 10 trên đoạn [-3;3] là: 

v Pỉ)/W — 35 

“■ Ẹgạ/(*)-^ 10 

c f3gf/W= 17 ; fĩẳ}/W = - 10 
u ' pgj/(*M 7 ; pặ/W — 35 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I) 
Càu 19: Cho hàm số y = |2x 2 - 3x - 1| . Giá trị lớn nhất 

. ... n .1« 


của hàm số trên -7; 2 là: 

2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu20: Cho hàm SỐ y = x 3 +5x+7. Giá trị lớn nhất cúa 
hàm Số trên đoạn [-5;ũ] bằng bao nhiêu? 

A. 80 B. -143 c. 5 D. 7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 21: Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và giá 

M v X 3 — X + 1 

trị nhò nhất của hàm số y=-T — —7. Khi đó tích 

X +X + 1 

M.m bằng bao nhiêu? 

A. ị B. 3 c. — D. 1 

3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 

X 2 — 3x 

Cáu 22: Hàm số y = — — 7- giá trị lớn nhất trên đoạn 
x + 1 


The best or nothing 


A. 1 . B. 3. C.2. D. 0 . 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gừ Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 23: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao 
cho giá trị nhò nhất của hàm số /(x) = x 3 -mx+18 
trên đoạn [l;3] không lớn hon 2. 

A. m > 17. B.mằ 12. 

c. m< 12. D. «<17. 

( Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 24: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số: 

y = /(x) = xVl-x 2 trên [-l;l] 


[-4; -2]. 



A. pirjy = -l 

B. 6. 

B. 

C.piạ^-8- 

D. 

c. 


A - ra/W=/(|)=o 

B. K /W=/(f ) = f 

c ra /w=/(-f )4 

D ““/(*) =/Ịy =1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc (an 3) 
Cáu 25: Cho hàm số y = 2x + 3%/9-x 2 . Giá trị nhò nhất 
của hàm số bằng: 

A. -6 B. -9 e 9 D. 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lãn 2) 
Cảu 26: Gọi M và m lần lượt là giá trị lớn nhất và 

nhỏ nhất của hàm số y = . Khi đó giá trị 

vx+l 

của M-m là: 

A. -2. B. -1. c. 1. D. 2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ĩẳn 3) 
Câu 27: Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 

hàm số /(x)= — trên tập hợp D = (-a>;-l]u 1}~ . 

x-2 2_ 

A. max/(x) = 0; không tồn tại rĩũn/(x) 

B. max/(x) = 0; rrũn/(x) = — v/5 
c. max/(x)=0; nứn/(x) = -l 

D. nún/(x) = 0; không tồn tại max/(x) 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 28: Tổng giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của 

hàm số y = 4 2-x 2 -X là: 

A. 2-4Ì B. 2 c. 2 + 4Ĩ D. 1 
( Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ỉẵn 2) 


[0;3] là 
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Cau 36: Tim tất cả các giá trị của m đế hàm số 


tri. nhò nhất cua haìn số /( x) = Ix-ị^ố^c trên đoan 
[-3; 6] . Tông M + m có gia' tri. là 

A. 18. B. -6. C-12. 0.-4. 

(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 30: Cho hàm số f{x) = x4ĩ^x ỉ có tập xác định 
D. Gọi M-max/(x),m = rrũn/(r). Khi đó M-m 

bằng: 

A - 1 B. Đáp số khác 

C-2 D.3 

(Trích đê thi thử THPT Yên Phong) 
Ca u 3 1 : Hàm số y = <k-fx 2 -2x+ 3 + 2x-x 2 đạt giá trị 
lớn nhất tại hai giá trị X mà tích của chúng là: 

A- 2 8. 1 c 0 n. -1 

(Trích đe thi thừ THPT Cái Bè) 
c<u: 32: Giá trị lớn nhất của hàm số 

/(*)- J~ + 2'/ĩ trên đoạn [l;4] là: 

A - 9 0-32 c. 33 0 42 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuốt trẻ tân 3) 

CViu 33: Tim giá trị lớn nhất của hàm số y = ^ trên 

X 

đoạn [l; e 3 ] 

A 7 B.i. co. 

(Trích đê thi thử THPT Tran Hưng Đạo - Nam Định) 
Càu 34: Giá trị lớn nhất của hàm so 

f(x) = ịx-ln(x + 2) trên đoạn [-1;2] là 


nix+ )- , . . , , , „ _ _ 

/ có 8 iá tri lớn nhất trên [l;2] bằng -2. 

A. m = - 3 B. m = 2 c. m=4 D. m = 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Chầu) 
Cui 37: Giá trị nhỏ nhất của hàm số /(r) = x(2-lnx) 
trên [2; 3] là: 

A1 B. 4-21n2 

c - e o. -2 + 21n2 

(Trích đê thi thử THPT Tran Hưng Đạo - Ninh Bình) 
c ‘ U: 38 . Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = x+e 2x trên 
đoạn [0;l]. 

A *g!f y=1 - lỉ - I [3fj c y = « 2+1 - 

Cl Ịỉf = fỉ ' iA $afy = 2 e . 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 
(~3i: 39: Giá trị lớn nhất của hàm số y = -xe 1 bằng: 

A - Ể B.I co D.-e 

(Trích đẽ thi thử THPT Phạm Hông Thái) 
Cáu 40: Tun giá trị nhỏ nhất của hàm số 
y = Iog 2 2 x-41og 2 x+l trên đoạn [l;8] : 

A.Ị^-2 B.ẠgỊjy.l 

c i&y = - 3 0. Đáp án khác 

(Trích đề thi thử THPT Quảng Xươĩig I) 
Cau 41: Giá trị lớn nhất M cùa hàm số 
/(4r) = sin2x-2smr là: 


A. -In2. [ị. _I 

2 

c. l-21nZ 0.ị-ln2 . 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn ) 
Can 35: Tun giá trị nhỏ nhất của hàm số y = xlnx + 1 
trên khoảng (0;-Ko). 


A '$ y= 1+e B .^=»0 

c D. sgsp-i-) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


A. M = 0 

c. M = 3 


aní-M 

2 


2 


(Trích đê thi thừ THPT chuyên Thái Bình ĩãn 3) 
Cảu 42: Tinh giá trị nhỏ nhất của hàm số y = X + cos 2 X 


hên đoạn 



A. 1. B. 2. c. 3. D. 4. 

(Trích đe thi thử THPT Trần Hieng Đạo - Nam Định) 
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Chò đề 1: Hà m số và các ứng dụng ái ạ dạo hàm 

Hướng dẫn giải chỉ tiết 


The best or nothing 


Câu 1: Đáp án c. 

Do y = ^ X ~^- đồng biến ữên [-1; 2] và -2 Ể [-1; 2] nên 
hàm SỐ đạt giá trị min max tại hai đầu mút. Ta có: 
fy(-l) = -5 ° . 

|ỷ( 2 )íl 

Cân 2: Đáp án A. 

Cách 1: Ta có: 

, 3x 2 (x-l)-x 3 -3 2x 3 -3x 2 "3 

H = (*-!)’ 

Nhận xét: y' > 0, Vx e [2; 4] 

Suy ra: mặy = /(2) = ll. 


Cách 2: Sử dụng TABLE trong máy tính ta có: 


M 


B 

ttath 


M 


a 

Math 

1 


F<K> 

11 



s 

X 

3.5 

F(«) 

15.558 


è 

3 

5.3 
5. É 

II.6SÉ 

I5.BE 

2 


5 

1 

wM 

ĨB.is 
50. 655 

3.8 


Ta thấy hàm số đồng biến trên [2; 4] từ đây ta kết luận 


$F =11 - 


Cui 3: D.ip ân A. 

Cách 1: Ta có: y' = 


2x.(x+l)-(x 2 +3) x 2 + 2x-3 


Nhận xét: y’ = 0 or = -3(ĩM);x = l(/) 


Lại có: 


y(-2) = -7 
y(-3) — s 


vậy Ịăap 


= -7. 


M 


a 

ầrt\ 


M 


8 

F<X) 




M 

-3.«! 

-B.DEB 



1 

5 

-3i 2 : 

-B.il 1 B 



ã 

6 

nnpit ' 

-5 



ă 




-3 





Vậy ta chọn A. 

Cảu 4: Đáp án c. 

Xét hàm SỐ đã cho liên tục trên [-4; 4] , ta có: 
y' = 3x 2 -6x-9 

’x = -le[-4;4] 
x = 3e[-4;4] 

y(-l) = 40 

»(*)■» 

y(4) = 15 


y' = 0<=> 


Xét: 


Vậy M+m = -41 + 40 = -1 

Càu 5: Đáp án C. 

Nhận xét: Hàm số đã cho có hệ số của các số mũ lẻ cùng 
dương nên đơn điệu trên [-2; 4]. Suy ra, hàm số đạt 
GTLN,GTNN tại các đầu mút. 

Tổng của GTLN, GTNN là: y (-2) + y (4) = 64 


Cáu 6: Đáp án c. 
Ta có: 


y' = 3x 2 -2x-8, y' = 0 <=> 


x = 2e[l;3] 


Xét: 


VO) — « 

sỌ) = -K 

_y(3) = -6 


Vậy ^jgfy=-& 

Câu 7: Đap án c. 

Từ bài ra ta có: y = 2-x 

Do X, y là hai số không âm nên X e [ũ; 2] 

Thay vào p có: 

p = ~x 3 +X 2 +(2-x) 2 -x+l = + 2x 2 -5x+5 

P' = x 2 +4x-5 
P' = 0o 



Khi đó: 


p(0) = 5 

«>«-3 

mị 


7 

Vậy minP = — 

Câu 8: Đáp áo C. 

Nhận xét: hệ số của các số hạng chứa số mũ lẻ cùng 
dương nên hàm số đã cho đơn điệu trên tập xác định 
(hay trên :ỉ ), sũy ra hàm số đơn điệu trên [l;2] . 


Tống của giá trị nhỏ nhất và giá trị lớn nhất của hàm số 
y = x 3 + x trên [l;2]là: 


y(l)+y(2).12 


Càu 9: Đáp án c. 

Tacó:y = (x-2) i +^j-4 

Đặt: t = x-2(x>2)=>í >0 
=>y = f 2 +y-4. 
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Cong Phá Toán - Lớp 12 


Xét y~t 2 + ^~-4 liên tục trên (0;+oo), có:y' = 2f-— 
=>y’ = 0=>f = 3e(0;+<») 

Nhận xét trên (0;+co) hàm số luôn đồng biền(ỉập bảng 
biến thiên để thấy rõ hcm) nên y (3) = 23 là giá trị nhò 
nhất của hàm số đã cho. 


FOỌ 

li 

li 

23 


M 

3 Mali 

1 X 

F«ọj 

« s 


5 6 

ẼM 

25.5 


Càu lí!: Oãp án D. 

Xét / (x) = 3x + 1 + ~~ liên tục trên (~2; 1] , có: 

/■W-3 -~ 

(* + 2) 

r x = -leD 


Khi đó: 


y' = 0o 


Khi đó: 


_x = -3 Ể D 

/HH 

./(!)■ 5 

Vậy D sai 

Cáu li: 0,1 p án r>. 

Xét y = 2x 3 +3X 2 -12x+l liên tục trên [-1,-3]. Ta có: 
y' = 6x 1 +6x-\2 

[x = le[-l;3]. 

[x = -2ẽ[-1;3]. 

y(-l) = 14 
y(l) = -6 
y(3) = 46 

Suy ra Wi + M = 40e (39; 42) 

Cáu J2:Đáp án D 

Ta có y = 3x 2 - 3 = 0 <=> X = ±1 =>maxy = y(-l} = 2 

Câu 13: Dáp án A. 

Xét y = 2x 3 +3X 2 - 12x + 2 liên tục ừên [-1; 2 J , ta có: 
y' = 6x 2 + ÓX-12 

r * = le[-l;2]. 

Ịi = -2«Ị[-1;2]. 

y(-l)=15 

y(l) = -5 
y(2) = 6 
Suy rar 0 =l 
Càu 14: Đáp án B. 


■y' = 0<=> 


Khi đó: 


:0 Vx*l 


*y' = 0« 


Ngục Huyền LB 

Nhận xét: hàm số y = -í-il ró _ ~ 2 ( 

-1 y Vự 

nên y luôn nghịch biến trên (-00; 1) và (l;-K») hay hàm 
SỐ luôn nghịch biến ữên [2; +00) . 

Suyra Pặy = y(2) = 3. 

Cáu 15: D.íp án c. 

Xét hàm SỐ y = -X 3 + 3x 2 liên tục trên [-2; 1 ] , ta có: 
y' = -3x 2 + 6x 

r* = 0 e [- 2 ; 1 ] 

[x = 2ể[-2;1] 

y(- 2) =20 

Khi đó: • y(o) = 0 

ý(i)=2 
Vậy pạy= 20 - 

Cài; ìh: i.\íp an A. 

ỉ a CÓ cò = 1.2 > 0 và hệ số ứ = 1 > 0 nên đồ thị hàm số 
có dạng parabol quay bề lõm xuống dưới, tức là hàm số 
đạt giá trị nhỏ nhất tại X = 0 => Ịnin.y = y (0) = -1 . 

Cáu 17: Đáp <(! \. 

i Á P d y°g lý thuyết: Hàm số luôn đơn 

cx+d 

điệu trên [«;*] với [a;b] không chứa — nên 
I GTLN, GTNN xảy ra tại các điếm đầu mút. 
íy(-4) = ị 

U-2) = -l 

Câu 1S: Đáp án D. 

Xét /(*) = 2x 3 -3x 2 -12x + 10 liên tục trên [-3;3j,có: 


Khi đó: 



Càu 19: Đáp án A. 

Xét hàm số y - Ỉ2x 2 - 3x - 1| liên tục trên 


i;2 

2 


có: 
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Chủ đề 1: Hàm số và các ứng dụng của dạo hàm 


The best or nothing 


y » 1 2x* - 3x -l| = Ậ2x 2 - 3x - ĩ) 2 
2(4x-3)(2x 2 -3x-l) 

Ậ2*>-3x-lf 


Suy ra: y' = 0ox = ^e 


Ị, í 

2 


và không xác định tại 


x = l;x = r-e 
2 


Khi đó: 


ỉ;2 

2 


17 

y ụj 8 

y(l) = 2 
y(2) = l 

Vậypy = f. 


vậy |pp 8' 

Càu 20: Đáp án D. 

Xét y = X 3 +5x + 7 liên tục trên [-5;ũ] . 

Áp dụng lý thuyết: 

"Các hàm đa thức với các số mũ lẻ có hệ số là các số 
cùng âm, hoặc cùng dương thì luôn đơn điệu trên tập 
xác định nên GTLN, GTNN xảy ra tại các điểm đầu 
mút." 

Và:M 0)=7 
|y(-5) = -143 

Cáu 21: Đáp an D. 

Sử dụng lệnh TABLE ữong máy tính cầm tay với 




■ 

ítetỉl 




H 


1 


F<X) 

i.iinẼi 



u 

X 

-3 

F(X) 

2.3333 


é 

ã 

-M 

-3 

1.6Ì53 

i.ãsĩĩ 

-5 


5 

i 


3 

ĩ 

0 




Ihrth 




H 



X 

*n 

0 




X 

F(X) 


s 

D 



s 

3 

B.S3BM 


1 


ũ. 3333 



lli 

u 

D.EI3 


6 


D.H2B5 



11 


D.ẼTIÍ 


2 





5 


Nhận xét: Hàm số đạt GTNN là i khi X = 1 và GTLN 

3 

là 3 khi X = -1 . Vậy M.m = 1 
Cảu 22: Đáp án D. 

X 2 -3x 


Xét hàm s ố y = 


x+1 


liên tục trên , có: 


(2x-3)(x+l)-x 2 +3x x 2 +2x-3 

y = (« + ijr = («ự 

x = le[0;3] 
x = 3e[0;3] 


y 


' = 0ox 2 +2x-3 = 0o 


Khi đó: 


y(0) = 0 

yịộ— 1 

y(3) = 0 


Vậymaj<y=0. 

Cầu 23: Đáp án A. 

Xét f(x) = X 3 - mx + 18 liên tục trên [l;3] ,có: 
f'(x) = 3x 2 -m 

/'( 4=0 

<=> 3x 2 = m 

Với m = 0 không thỏa mãn. Vậy ta loại c, D. 

Với m> 0 thì /'(x) >0 với mọi X, từ đây suy ra 

(x) = /(l) = 19-m<2<»m>17 


r«] 

Cáu 24: Đáp án iỉ 
Ta có: 

f(x) = xJŨ7.D=[-Tiĩ] 


=>/ , (x) = 0ol-x 2 = ỉ«.x = ±^eD 




Khi đó: 



Xét hàm SỐ y = 2x + 3^9 -X 1 liên tục trên D = [-3; 3] , 
có: 

y’ = 2+3.— == = 2--^=« 

2 V9-X 2 V9-X 2 

y‘ = 0 o 2V9-X 2 =3x 




Câu 26: Đáp án D. 
Điều kiện: xe[0;l] 
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Công Phá Toán - lổp 1 2 


Do ham so khá phức tạp, nên ở bài toán này ta nên sử 
đụng lệnh TABLE để tính: 

Ta nhập hàm số vói START 0, END 1, STEP 0,1 thì ta 
được: 


Ngọc Huvển L!i 


M 

a 


1 laỂv 

F(X) 1 

1 


é D.i 

Q.1DS5 


3l 0.2 

ã. 5521 1 



0 



Vậy M = 1; m = -1 => M - m ~ 2 



Câiĩ 27: Đáp án: A 

Xét hàm SỐ f (*)= -* trên D = (-oo;-l]u|l;|J. 

Nhận thấy hàm số đã cho liên tục trên (-oo; l] và Fl; -"Ị 
Ta có: 

Nhận xét: Hàm số luôn đồng biến trên(^»;l] và luôn 
nghịch biến trên 


Khi đó: 


4 


7(1). 0 

/f]=-VĨ 


Suy ra: maxy = 0 và không tồn tại rrũny . 

Câu 28: Đáp ãn A. 

Tập xác định: D^Ị-yỊĩ^yỊĩị. 

Tacó: = 

2\Ỉ2-X* 

f (x) = 0 «* X = ~1 ; Lúc này so sánh các giá trị của hàm 
số tại hai điếm đầu mút và tại X = — 72; x = yfĩ ta được: 

$ẵ/W=4/ỉ)=-x/ỉ; 

= /(-l) = 2 . Vậy ta chọn A. 

Câu 29: Đáp án B. 

/(*)■ 2x~±4ẽ^x (x<6) 

Xét f{x) liên tục trên [-3; 6] 

/'(*) = 2+2— L=>0 Vxe[-3;6) 

=>f{x) luôn đồng biến trên [-3; 6) và f'(x) không 
xác định tại x = 6. 

=> Áp dụng lý thuyết => m+M - /(-3)+/(ó) = -6. 
Càu 30: Đáp án A. 

Tập xác định: D = [-l;l] 

Xét f[x) liên tục trên D 


f'(x) = ^l-x ỉ (x*±l) 

VI -X 2 

=>/(x) = 0«- Vl-X 2 — ^ = 0 

Vl-7 

Ol-X 2 =X 2 OX = ±^ e [-l;l] 


Khi đó: 


/(-1) = 0 

'.Ể) = A 
\ 2 ) 2 
'£) = ĩ 

2 j = 2 
/M-0 

Câu 33: Oíip án c. 

Sử dụng TABLE ta có: 


/ 


■ M-m = 1 


M 


a 



X 

F(X) 1 


E 

D 

5.9282 


ĩ 


S.E5BHI 

6.32B2I 

2 


lớn nhất, do đó ta chọn C. 

Cãi! 32: Dáp án 15. 

Xét fịx) liên tục trên [l;4] 

=>/ ' w=íỉ+ ^ Vl < 1;4 ] 

mđó: {ỉ(4)^n f ^ 3ỉ - 

Câu 33: Đáp án B. 

Tập xác định: D = [ l;e 3 J 

Xét y = liên tục trên [l; e 3 J 

2.1nx-In 2 X 


y' = 


y' - 0<=> 


Khi đó: 


lnx = 0 x = le[l;e 3 ] 
J** = 2 ° x = e 2 e[l;e 3 ] 

yW=o 

K c! )-7^py=7' 


Câu 34: Đáp án c. 

Xét f[x ) liên tục trên [~1;2] 

K ’ 2 x+2 
/'(x) = 0ox = 0e{-l;2} 
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Chủ đề 1: Hàm số và các úng dụng cùa đạo hàm 


The besí or nothiiụ 


Khi đó: 


/(0) = -ln2 ^max/(x) = l-21n2. 


/(2) = l~ln4 


Cáu 35: Đáp an B. 

Tập xác định: D=(0 ;-ko) 

Xét y liên tục trên (0; +°o) 
y' = ỉnx + l 

y' = 0 <=> lnx = -1 <=> e" 1 = X€ (0;+co) 
Báng biến thiên: 

* 0 


=>miny = l-“. 

(Ò;H 3 e 

Cáu 36: F>jp án D. 

Điều kiện: x*m 

Xét /(x) liên tục trên [l;2] 

. «/ \ m(x-m)-mx- 1 -m 2 -l 

3 /H° „i — =7T-J 

(x-mj 



7W 2 + 1 


<0 Vx + m 


(x-m) 

=> /(x) luôn nghịch biến trên [l;2]. 

=> ^/ W =- 2 «^/( 1 )=- 2 

1 -m ' ' 

Cáu 37: Đáp ãn B. 

/(x) = x(2-lnx) 

Xét /(x) liên tục trên [2;3] 

/'(x) = 2-lnx-l = 1-lnx 
/'(x) = 0o lnx = 1 ■» X = e e [2;3] 


Càu 38: Đáp án B. 

Xét hàm SỐ y=x+e 2x liên tục trên [O; l] 
Ta có: y' = l + 2e 2 * >0 Vxe[ũ;lj 

=>I gf y = W 0 ) ;y W} = f 1;1+e2 } = 1+e2 

Cáu 39: Đáp rin B. 

Tập xác định: D = y. 



-00 

=> maxy = e. 

Cầu 40: Páp án c. 

Xét hàm SỐ liên tục trên [l; 8] 

*'= 2 - l ° s ‘ x "ấ2-ih 

y' =0 <*^( ỉữ ẽ2 x ~ 2 ) =ữ< * x=4: 

yW =1 

y(4) = -3=>^y = -3. 


-co 


Khi đó: 


[y(8) = -2 

Câu 4!: l.)ãp án B. 

/(x) = sin2x-2sinx 

/'(x) = 2cos2x-2cosx = 4cos 2 x-2cosx-2 


cosx = l 
cosx = 


X - ±k2n 

x = ±—+ k2J ke ^ 




Vì vòng tuần hoàn của cosx là 2n nên ta có: 

X _ 2n - 2n ,1 






‘/(2) = 4-21n2 

» . „ r lĩ, 

Khi đó: < 

/(*) = « => râỊf/(*)* 4 “ 21n2 - 

Xét y liên tục trên 0;— 


/(3) = 6-31n2 

y' = l-2cosx.sinx 


y' = 0osin2x = l <x>x = kn+^ịk<~7.) =>x = ^ 
4 V ' 4 


Khi đó: 


y(0) = l 

4 :M*Ỉ 
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□. úng dụng cùn GTLn, GTnn vàn íhực tiễn, giài 
quyết các vấn dẻ tối ưu. 

Trong các ứng dụng toán học, ứng dụng thường thấy là ứng dụng đạo hàm tìm GTLN, 
GTNN của hàm số đế giải quyết các vấn đề tối ưu. Dưới đây ta xet một số ví dụ từ đó 7 
đưa ra kết luận về các bước giải quyết bài toán. 


Ví dụ 1: Người ta muốn thiết kế một cái hộp không nắp bằng bìa có đáy là hình 
vuông. Biết diện tích bìa đế làm hộp là 108 ( đvdt), được biếu diễn ở hình 1.15. 
Thể tích lớn nhất của hộp là 

A. 54 đvtt B. 108 đvtt c. 54^2 đvtt D. 108^2 đvtt 


Đáp án B. 

Lời giãi 

Vì hộp có đáy là hình vuông nên thê' tích của hộp sẽ là v=x?.h 
Với s — 4jc.h + X 2 = 108 là diện tích bìa làm hộp. 

=*h = ■ Khi đó thể tích của khối hộp V = X 2 . - 108 T . * - = 27x--x 3 ( đvtt) 

Bài toán trở thành tìm GTLN của hàm số f(x) = 27x--x 3 trên Ịũ;>/l08 j . 

Ta có /’(*) = 27 - ~x 2 = 0 «• X = 6 ( thỏa mãn), suy ra h =3 
Khi đó thể tích lớn nhất là V = 6 2 .3 = 108 ( đvtt). 


Trước khi giải quyết ví dụ 1, nhiều độc giả thường bối rối trước bài toán khi cố 
đi tìm xem kích thước nào là có thế tích lớn nhất. Nhiều độc giả có thể thử 
nhxeu trường hợp khác nhau đế dân đến kết luận bài toán, giống như các hình 
dưới đây: 



Tuy nhiên, ta có một số bước cơ bản để giải quyết bài toán tối ưu thực tế như 
sau: 

1. Xác định tất cà các biến. 

j 2. Viet công thức của đại lượng cần tối ưu, sau đó từ mối quan hệ đề cho đưa về 
một biến (có thể là biến cần xác định hoặc biến dẫn đến công thức nhẹ gọn). 

3. Tim miền của hàm cần tìm GTLN, GTNN. 

4. Tiếp tục giải như một bài toán tìm GTLN, GTNN thông thường. 
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The hest or nothing 


Chừ dề 1 : Hàm sô và các úng dụng cùa dạo hàm 

Ví dụ 2: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 12 cm. Người ta cắt ở bốn góc 
của tấm nhôm đó bốn hình vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng X 
(cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để được một cái hộp không 
nắp. Tìm X để hộp nhận được có thể tích lớn nhất. ( hình 1.16) 




A. x = 6. B.x = 3. c.x = 2. D.x = 4 

(Trích đê thi minh họa ĩẵnl - BGD ĐT) 

Đáp án c 

Khi chuyến thành hộp không nắp thì chiều cao của hộp chính là chiều cao của 
hộp không nắp được tạo ra. Vậy thể tích của hộp là 
V = (ĩ2- 2x) 2 .X - 4x 3 - 48x 2 + 144x 

Bài toán trở thành tìm GTLN của hàm số / (x) = 4X 3 - 48X 2 + 144* trên (0; 12) . 



Ta có /'(*) = 12x 2 - 48.2x + 144 = 0 o 


x = 2 


V í dụ 3: Một nóc tòa nhà cao tầng có dạng một hình nón. Người ta muốn xây 
một bể có dạng một hình trụ nối tiếp trong hình nón để chứa nước (như hình 
vẽ minh họa). 

Cho biết so = h;OB = R và OH = x(0<x<h). Tun X để hình trụ tạo ra có thể 
tích lớn nhất. 

(Hình trụ nội tiếp trong hình nón là hình trụ có trục nằm trên trục của hình 
nón, một đường tròn đáy nằm trên mặt đáy của hình nón, đường hòn đay con 
lại nằm trên mặt xung quanh của hình nón). ( hình 1.17) 


A. 

3 


4 


r r-ầ. 

Cx 3 


D. x = ^ 
2 


( Trích đê thi thử Sở GD- ĐT Lãm Đồng) 


Lời giãi 


Đáp án A. 

JLU1 guu 

Bài toán này tương tự như bài toán hộp mì tôm mà tôi đã ra trong cuon bọ đe 

Tinh túy ôn thi THPT Quốc gia môn Toán năm 2017 . 

, f h—x ịh-x)R 

Áp dụng định lý Thales ta có — = — =>r = . 

Khi đó V = 7CT 2 JC = 7Ĩ.- Ỷ +hx ) 
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CHỦ Ỷ: Nếu miền hàm cần 
tìm là một đoạn thì ta cần 
so sánh cả hai điếm đầu 
mút 

Nếu miền hàm cần tìm là 
một khoảng thỉ chi căn xét 
các điếm làm cho y' = 0 
hoặc không xác định. 


STUDY TU*: Với hàm 

bậc hai tìm GTNN ta 
có thế đưa về dạng 

f(x) = (ax-b) 2 +A. 

Dấu bằng xảy ra khi 
b 

X = . 

a 


Còng Phá Toán Lóp í 2 , 

••- ỉ - — ~ Ngọc: Huyên LB 

Đếhinh trụ tạo ra có thế tích lớn nhất thì /(*)=*" - 2te í + h 2 x đạt GTLN vói 

0 <x<h 

Ta có /’(x) = 3* 2 -4fr* + /z 2 =0«»*=^. 

3 

Từ các bài toán trên tôi đưa ra một quy trình gợi ý cho bài toán tối ưu thực tế: 

Ta tíếp tục vói các bài toán sau, từ đó rút ra kết luận để giải quyết bài toán thực 
tế nhanh hon. 


Vi’ dụ 4: Một công ty kinh doanh thực phẩm ước tính rằng số tiền thu vào ở 
việc kinh doanh rau được tính xấp xỉ bằng công thức 

h( x ) = x - 29 000* + 1 000 100 000 và tiền lãi được tính bằng công thức 

*(*) = 100Qx + 100000 với X là số tiền cho mỗi kg rau. Tim X để số tiền vốn bỏ 
ra là ít nhất. 

A. 15000 đồng B. 30000 đồng C.lOOOOđỒng Đ. 20000 đồng 


.-V. louuuaong b.dUUOUdông C.lOOOOđỒng D. 2000C 

Đáp án A. ^ — 
Khi đó số tiền vốn bỏ ra sẽ được tính bằng công thức f(x) = h (*) -g(x) 

= x 2 - 30 000* + 1000 000 000 = (* - 15000) 2 + 775000000 > 775 000 000 
Dấu bằng xảy ra khi * = 15000 . 


Ví dụ 3: Bác nông dân định làm một hàng rào trồng rau, bác có 200 m vật liệu 
đêdàm hàng rào. Và hàng rào có dạng như hình vẽ bên. Hỏi diện tích đất lơn 


nhất để trồng rau là bao nhiêu? 



-> +- 


A. 625 m 2 


B.™m 2 


c. 2500 m 2 


D. 10000 m 2 


200-4* 


Dáp án B. “ 

Phân tích 

ơđây đề bài cho một dử kiện đó là có 200 m vật liệu đế làm hàng rào. Từ đây 
nếu ta đặt một chiều của hàng rào theo một biến thì ta sẽ tính được chiều con 
ỉạiaia hàng rào theo biến này. Lúc này, thiết lập công thức diện tích theo một 
bien, dùng đạo hàm dm GTLN của hàm số một biến này. 

Lời giãi 

Đặt chiều còn lại của hàng rào là y, khi đó ta có: 4* + 3y = 200 oy = 

Khi đo diẹn tích đat rào được được tính bằng công thức: 

S=f(x)=Zx.^~=Ấ t 4 *.( 200 - 4 *) 

Áp dụng bất đẳng thức ab < — + ^ - ta có: 

4 

^ .4*. (200 - 4*) < i (200 - 4* + 4*) 2 = ^ (m 2 ) 

Dấu bằng xảy ra khi 4*=200 - 4*o*=25 
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Chủ dề 1: Hàm sô' và các ứng dung của đao hàm 


The best or nothing 




Hình 1.18 


Kết luân: Với hàm số 
bậc hai thỉ giá trị lớn 
nhất hoặc giá trị nhỏ 
nhất của hàm số trên 
đoạn [a,b] đạt được 

tại X = -^ nếu 

2a 



Hình 1.19 


Ví dụ 5: Bác nông dân muốn làm một hàng rào trồng rau hỉnh chữ nhật có chiều 
dài song song với hàng tường gạch. Bác chi làm ba mặt hàng rào bởi vì mặt thứ 
tư bác tận dụng luôn bờ tường( như hình vẽ 1.18). 

Bác dự tính sẽ dùng 200 m lưới sắt để làm nên toàn bộ hàng rào đó. Diện tích đất 
trồng rau lớn nhất mà bác có thể rào nên là 

A. 1500 m 2 B. lOOOOm 2 c. 2500m 2 D. 5000m 2 


Đáp án D. 

Đề bài cho ta dữ kiện về chu vi của hàng rào là 200 m. Từ đó ta sẽ tìm được mối 
quan hệ giữa X và r, đến đây ta có thể đưa về hàm số một biến theo / hoặc theo r 
như sau: 

Tacó x+2r = 200«-r = 100“.Từđây ta có r>0=>x<200. 

Diện tích đất rào được tính bởi: /(*) = X.Ị^IOO - 2 j = ~2~ + 100* • 

-X 2 

Xét hàm SỐ / (x) = -y- + 100* trên khoảng (0; 200) . 

Đến đây áp dụng quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm Số trên 
đoạn như ở phần lý thuyết trên thì ta có phưong trình: 

/’(x)=0o-z + 100=0ox = 100 

Từ đó ta có /(ìoo) = 5000 là giá trị lớn nhất của diện tích đất rào được. 

Trên đây là cách làm áp dụng quy tắc chúng ta vừa học, tuy nhiên tôi muốn 
phân tích thêm cho quý độc giả như sau: Ta nhận thấy hàm Số trên là hàm số 

bậc hai có hệ số a - - i < 0 , vậy đồ thị hàm số có dạng parabol và đạt giá trị 

lớn nhất tại X — —— ■ Vậy áp dụng vào bài này thì hàm số đạt giá trị lớn nhất 
2a 

tại X = — = 100 . Từ đó tìm / (100) luôn mà không cần đi tính f'(xj . 

1 2 

2_ 

Vi dụ 6: Một công ty sản xuất khoai tây chiên giới hạn về kích thước hộp sao cho 
tổng chiều dài l của hộp khoai tây chiên và chu vi đường tròn đáy không vượt 
quá 84 cm ( đê’ phù hợp với phương thức vận chuyển và chiều dài truyền thống 
của dòng sản phẩm như hình 1.19). Công ty đang tìm kích thước để thiết kế hộp 
sao cho thế tích đựng khoai tây chiên là lớn nhất, thế tích đó là: 


. 29152 3 

A. em 3 


B. 29152 cm 3 


c. 14576 cm 3 


n 14576 , 

D. — — — cm 3 
n 


Đáp án A. 

Ta có hình 1.20. 

Do đề bài yêu cầu tìm thể tích lớn nhất của hộp khoai tây chiên và tổng chiều 
dài l và chu vi đường tròn đáy không vượt quá 84 an nên: 

Nếu muốn thê’ tích lớn nhất ta sẽ lấy giới hạn max của tổng độ đài tức là 
/ + p = 84 <=> / + 2rcr = 84 với r là bán kính đường tròn đáy. 

<=> l - 84 - 2 Tự . Thể tích của hộp khoai tây chiên được tính bằng công thức: 

V = nr 2 Z = 7tr 2 (84 - 270*) = Mnr 2 -2tcV =f(r) 
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N boKi Ị 


ỉ lình ỉ. 21 


STt ; !)V TÍP: Để tìm 

GTLN-GTNN ta có 
thế sử dụng các bất 
đẳng thức quen thuộc 
như Cauchy, 

Bunyakovsky để giải 
quyết nhanh bài toán 
mà không cần tìm đạo 
hàm. 

fi*Lt*zrr^ 



Ta có / ■ (r) = 168ĩư - 6 tĩ 2 .r 2 = 6ĩrr (28 - ĩtr) = 0 o 

r 28 . 

r — — — > 0 

7C 



_r = 0 



thì quý độc giả có thể nhận ra ngay / (o) là giá trị cực tiểu của hàm số, / 1^— j 
la gia tri cực đại của hàm so. Vậy đến đây ta tư duy nhanh 


Vi nụ 7: Chủ của một nhà hàng muốn làm tường rào bao quanh 600 m 2 đất đê’ 
làm bãi đỗ xe. Ba cạnh của khu đất sẽ được rào bằng một loại thép với chi phí 14 
000 đồng một mét, riêng mặt thứ tư do tiếp giáp với mặt bên của nhà hàng nên 
được xây bằng tường gạch xỉ măng với chi phí là 28 000 đồng mỗi mét 
(hình 1.21). Biết rằng cổng vào của khu đỗ xe là 5 w Tìm chu vi của khu đất sao 
cho chi phí nguyên liệu bỏ ra là ít nhất, chi phí đó là bao nhiêu ? 

A. 100 m, 1 610 000 đồng 8. 100 m, 1 680 000 đồng 

c. 50 m, 1610 000 đồng Đ. 50 m, 1 680 000 đồng 



Đ.vp án Á. 

Ta có các kích thước được kí hiệu như sau 

Do đề đã cho diện tích khu đất nên xy = 600 => y = ^ 

X 

Chi phí nguyên liệu đưọc tính bằng công thức 
/ (*) = ịx - 5 + 2. ^ j . 1 4 000 + 28 000* = 42 000* + 

Nhân t V rỉiv/-*nr» Ar-. Tríir A2,. -Á s_ .. 


16800000 


-70000 với X > 5 . 


Nhận thấy X dương, do vậy ở đâ y ta có thể nhận r a ngay bất đẳng thức Cauchy 
với hai số dương. Vậy /(x)>2^4 


-70000 = 1610000 


với hai số dương. Vậy f(x) > 2^42000x. 1680Q0ỒQ - 70000 
Dấu bằng xảy ra khi 42000* = -- 6800000 ox = 20 

X 

Vậy chu vi của khu đất là 2.(x + y) = 2.Ị^20 + ~ j = 100 m . 

- Nhiều độc già quên trừ đi đoạn cổng vào nên sẽ chọn nhầm phương án 
B hoặc D. 

Trên đây ỉà cấc dạng toán tối ưu nguyên liệu, tiếp theo ta có cấc bài toán tối ưu 
thời gian như sau: 



khi đi qua rừng anh ta chỉ có thể đi với tốc độ 70 m / phứt 

Đó là con đường đi truyền thống mà người ta hay đi, vậy con đường đi mà mất 
ít thời gian nhất được miêu tả 

A. đi thẳng từ vị trí người đó đứng đến cái cây. 

B. đi theo đường mòn 292 m rồi rẽ ữái đi đến cái cây. 
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STUDY TỈP: Ở đây ta 
sử dụng công thức 
tính thời gian trong 
chuyến động thẳng 

đều t = — . 

V 


2 km 


ĩễÊầầỉ 


I \ 

3 - X s 

• '1 


3 km 


vl 

*Q 


1 km 


Chủ dể 1 : Hàm sỏ' và các ứng dụng cùa dạo hàm 


The best or nothing 



c. đi theo cách truyền thống ở trên. 

A. đi thẳng 8 m rồi rẽ hái đi đến cái cây. 


Đáp án D. 

Kí hiệu như hình 1.22 ta có 

Tổng thời gian người đó đi đến cái cây được tính theo công thức: 

,/* 300 -X , Vé 00 2 +x 2 „ 

f{x)= + — -4— — với 0<x<300 

n ' 160 70 

Đến đây công việc của ta ỉà đi tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số /(x) trên 


1 1 


2x 


r 0; 300"| . Ta lần lượt làm theo các bước: /'(xì = -—7- 4--^-. 

L J w 160 70 2 4ẽÕ777 

f ' (x) = 0 o 16x = 7sjó oo 2 + 7 O256x 2 =49.(600 2 +x 2 ) <^>207x 2 = 49.600 2 


<=>x =■ 


49.600 2 


•x = - 


7.600 


:292 m 


207 V2Õ7 

Đến đây nhiều độc giả có thể vội chọn B. Tuy nhiên nhìn kĩ thì thấy D mới 
đúng, vì theo miêu tả thì người đó sẽ đi 300 - X mét sau đó thì đi thẳng đến cái 
cây. 


Vi dụ 9 : Giả sứ bác An đang ờ trên một con thuyền (kí hiệu hình ngôi sao trên 
hình vẽ) cách điếm gần nhất trên bờ biển p là 2km . Bác An cần đến điếm Q 
cách điếm gần nhất s bên bờ biển Im. Kí hiệu như hình vẽ, biết rằng PS = 3 km 
Tốc độ chèo thuyền là 2km/h, tốc độ đi bộ trên bờ biển là 4 km / h . Thời gian 
ngắn nhất mà bác An có thể đi đến Q là : 

A.l giờ 41 phút B. lh 30 phút, 

c. lh 46 phút D. lh 30 phút. 


Đáp án A. 

Lời giải 

Đây là bài toán tương tự như ví dụ 8: 

Gia sử PM = x(km). Khi đó MS = PS-MP = 3-x(fcm). 

Nếu chèo chuyền đền điếm M và tiếp tục đi bộ đến Q thì khi đó biểu thức thời 
gian được tính bằng công thức : 

, . J x 2 + 2 2 J( 3-xý +1 2 

/ (x) = — + — vói X e [O; 3] . (Tương tự như ví dụ 8). 

Để biết con đường đi đến Q mà tốn ít thòi gian nhất thì ta đi tìm X để /(x) đạt 

giá trị nhỏ nhất ữên [O; 3] . 

v ,. u „ « c( \ Vx 2 + 4 Vx 2 - 6x + 10 r -1 
Xét hàm số /(xj = — ~ — + — — Ị- trên |_0;3J . 

c ,í_.\ l 2x .1 2x-6 

Tacó f {xị-i -. — ■ +-7. — ====== 

2 24771 4 2 4777777 

/'(x) = 0 <=>x = l (Do ở đây khoảng nghiệm ngắn nên ta dùng máy tính và 

dùng CALC dò nghiệm ra luôn kết quả). 

Khi đó thời gian ngắn nhất mà bác có thể đi đến Q là : 

/ft) = Ị • + • 7 =^(ft)”lgiò41phủt. 
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Ngọc Huyền Lfí 

Các bất đẳng thức thường được áp-dụng trong dạng toán tối ưu 
thực tê. 

1. Bát đắng thúc AM - CM (hay bất đẳng thức Cauchy) 

I Với 2 s Ố a,b là hai số thực không âm, ta có : 

‘ a+b>2-Ịãb . Dấubằngxảy rakhi a = b. 

Với n số thực không âm x ỉ ;x ỉ ;..;x iấ ta có : 

x l +x ĩ +...+x it > wifx Ị x 2 x 3 ...x n 
Dấu bằng xảy ra khi x l = x 2 = .. = x n 

2. Các bât đãng thúc hệ quà 
Hệ quả 1 : Ta có ( a-bf >0,Va,b 
oa 1 +b 2 >2ab,Va,b 

o (a + bf>4abya,b 
Dấu bằng xảy ra khi a = b . 

Hệ qua 2: Nếu tổng của hai số dương, không đổi thì tích của chúng lớn nhất 
khi hai SỐ đó bằng nhau. 

“ ệ * ui 3 j “ a ha sẩ dương không đối thi tông cùa chúng nhỏ nhất 

kĩu hai so đó bằng nhau. 
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Chù dề i: Hàm ýò' và các ứng citing của dạo hàm 


The best or noìhin; 



Câu 1 : Tại vị trí một khu đất có sẵn một bức tường cũ 
dài 12?«, người ta dự định xây một căn nhà kho nền 
hình chữ nhật với diện tích 112 m 1 . Biết rằng giá để 
sửa bức tường cũ dài 1 m bằng 25% giá xây 1 m dài 
mới; giá công đập dỡ bức tường cũ dài 1 m và tận 
dụng vật liệu đã gỡ ra để xây 1 m dài mới với vật liệu 
mới. Hỏi trong điều kiện như vậy, nên tận dụng giữ 
lại bao nhiêu mét tường cũ đế kinh phí xây dựng kho 
là ít nhất? 

•V Khoảng 11,3 m !ỉ. Khoảng 0,7 m 

c Khoảng 10 ??I D. Khoảng 2 m . 

(Trích tạp chí Toán học và Tuổi trẻ) 
Càu 2: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh 18 cm. 
Người ta cắt ở bốn góc của tẩm nhôm đỏ bốn hình 
vuông bằng nhau, mỗi hình vuông có cạnh bằng X 
(cm), rồi gập tấm nhôm lại như hình vẽ dưới đây để 
được một cái hộp không nắp. Tim x để hộp nhận được 
có thể tích lớn nhất. 



A. x = 6 B. x = 3 c. x = 2 D. x = 4 

(Trích đê thi thử THPT Bảo ỈÀm) 
Câu 3: Khi nuôi cá thí nghiệm trong một hồ, nếu trên 
mỗi đon vị diện tích mặt hồ nuôi n con cá (tt € N‘) thì 
trung bình sau mỗi vụ mỗi con cá nặng 
p(«) = 480-20« (gam). Hỏi phải thả bao nhiêu con cá 

ữên mỗi đơn vị diện tích mặt hồ đế sau mỗi vụ khối 
lượng cá thu được là nhiều nhất? 

A. 10 con B. 12 con c. 9 con D. 15 con 

(Trích "đê THPT Chu Văn An; THPT chuyên Vị Thanh") 
Cã u 4: Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho thuê. 
Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ với giá 2.000.000 
đồng một tháng thi mọi căn hộ đều có người thuê và 
cứ tăng thêm giá cho thuê mỗi căn hộ 100.000 đồng 
một tháng thì sẽ có 2 căn hộ bị bỏ trống. Hỏi muốn có 
thu nhập cao nhất thi công ty đó phải cho thuê mỗi 
căn hộ với giá bao nhiêu một tháng. 

A. 2.225~000 B. 2.100.000 

c. 2.200.000 D. 2.250.000 

(Trích đê thi thử "THPT chuyên Bắc Cạn; Đông Sơn ỉ") 


Cáu 3: Cho hai vị trí A, B cách nhau 615m, cùng nằm 
về một phía bờ sông như hình vẽ. Khoảng cách từ A 
và từ B đến bờ sông lần lượt là 118m và 487m. Một 
người đi từ A đến bờ sông để lấy nước mang về B. 
Đoạn đường ngắn nhất mà người đó có thể đi là: 



(Trích đê thi thử ĩánỉ- THPT chuyên Amsterdam) 
Cáu 6: Một trang trại chăn nuôi dự định xây dựng một 
hầm biogas với thê’ tích 12 m 3 để chứa chất thải chăn 
nuôi và tạo khí sinh học. Dự kiến hầm chứa có dạng 
hình hộp chữ nhật có chiều sâu gấp rưỡi chiều rộng. 
Hãy xác định các kích thước đáy (dài, rộng) của hầm 
biogas đế thi công tiết kiệm nguyên vật liệu nhất 
(không tính đến bề dày của thành bể). Ta có kích thước 
(dài; rộng -tính theo đơn vị m, làm tròn đến một chữ 
SỐ thập phần sau dấu phẩy) phù hợp yêu cầu là: 

A. Dài 2,42 m và rộng 1,82 m 

B. Dài 2,74 m và rộng 1,71 m 
c. Dài 2,26 Wỉ và rộng 1,88 m 
D. Dài 2,19 m và rộng 1,91 m 

(Trích đề thi thử tẵn ỈI - THPT chuyên Lam Sơn) 
Câu 7: Người ta cần xây một hồ bơi vói dạng khối hộp 

chữ nhật không nắp có thể tích là — w 3 . Đáy hồ là 

3 

hình chữ nhật có chiều dài gấp đôi chiều rộng. Giá 
thuê nhân công để xây hồ được tính theo mét vuông 
(gồm đáy hồ và bồn xung quanh thành hồ). Để chi phí 
thuê công nhân thấp nhất thì cần xây bờ hồ có chiều 
rộng là: 

A. 5m B. 4m c. lOm D. 12m 

(Trích đê thi thử THPT Hiệp Hòa sế 1) 
Câu 8: Cân thiết kế các thùng dạng hình trụ có nắp 
đậy để đựng sán phẩm đã chế biến có dung tích 
Vịcm^Ỵ Hãy xác định bán kính đường tròn đáy của 
hình trụ theo V đế tiết kiệm vật liệu nhất. 



(Trích đê thi thử ĩãnỉ- THPT Lương ThếVinh) 
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Câu 9: Khi sản xuất vò 
lon sữa bò hình trụ, các 
nhà thiết kế luôn đặt 
mục tiêu sao cho chi phí 
nguyên liệu làm vỏ lon 
là ít nhất, tức là diện tích 



R = ? 


toàn phần của hình trụ là nhỏ nhất. Muốn thế tích khối 
trụ đó bằng V và diện tích toàn phần phần hình trụ 
nhò nhất thì bán kinh đáy R bằng: 

A R= Ễ B R =Ẽ CR =ễ D -*=ể 

(Trích đê thi thử THFT Trần Hưng Đạo (ân 2; THPT 
Triệu Sơn 2) 

Cảu IU: Cho hình nón tròn xoay (n) có đinh s và đáy 
là hình tròn tâm o bán kính r nằm trên ữìặt phẳng 
(p), đường cao SO=h. Điểm ơ thay đổi trên đoạn 
SO sao cho SO' = x (o <x<h). Hình trụ tròn xoay 
(r) có đáy thứ nhất là hình tròn tâm o bán kính r' 
(0<r'<r) nằm trên mặt phẳng (p), đáy thứ hai là 
hình tròn tâm O' bán lánh r' nằm trên mặt phẳng 
(Q), (Q) vuông góc vái SO tại O' (đường tròn đáy 
thứ hai của (T) là giao tuyến của (Q) với mặt xung 
quanh của (N)). Hãy xác định giá trị của X đê’ thế tích 
phần không gian nằm phía trong (N) nhưng phía 
ngoài của (r ) đạt giá trị nhó nhất. 


A. * = 

2 


B. x = ~h 
3 


3 


D. x = ~h 
4 


(Trích đê thi thử tạp chí THTT (ân 5) 
Câu 11: Một chất điểm chuyển động theo quy luật 
s~6t 2 -f\ Thời điếm t (giây) tại đó vận tốc V (m/s) 
của chuyển động đạt giá trị lớn nhất là: 

A. f = 2 B. í = 3 C. í-4 D. t«5 

(Trích đê thi thừ THPT Quảng Xương Ị; THPT chuyên 
Thái Bình íẫn I ) 

Cau 12: Một con cá hồi bơi ngược dòng để vượt một 
khoảng cách là 300km. Vận tốc của dòng nước là 
6 km/h. Nếu vận tốc bơi của cá khi nước đứng yên là 
V {km //í) thì năng lượng tiêu hao của cá trong t giờ 
được cho bởi công thức: E{v) = cvh. Trong đó c là một 

hằng số, E được tính bằng jun. Tim vận tốc bơi của cá 
khi nước đứng yên để năng lượng tiêu hao là ít nhất. 

A. 6 km/h B. 9kmfh c. 12km/h D. 15 km/h 
(Trích ", đê thi thử sở GD&ĐTHimg Yên (án I; THPT 
Vĩnh Chấn (ân I; THPTchuỵên Lam Sơn Thanh Hóa") 


Ngọc Huyền LB 


Câu 13: Một đường dây điện được nối từ một nhà máy 
điện ờ A đen một hòn đảo ở c. Khoảng cách ngắn nhất 
từ c đến B là Ikm. Khoảng cách từ B đến A là 4. MỖI 
km dây điện đặt dưới nước là mất 5000 USD, còn đặt 
dưới đất mất 3000 USD. Hỏi điểm s hên bờ cách A bao 
nhiêu đế khi mắc dây điện từ A qua s rồi đến c là ít 
tốn kém nhất. 



A 


, 15. 

A. -f-km 
4 


3 . ~km 
4 


4 


n. ụ km 

4 


(Trích "đê thi thử THPT Cái Bè ĩẵn ỉ; THPT Nguyễn Đình 
Chiều; Sở GD&ĐTBạc Liêu; THPT chuyên Hạ Long") 
Càu 14: Người thợ cần làm một bể cá hai ngăn, không 
có nắp ở phía trên với thể tích l,296m 3 . Người thợ 
này cắt các tấm kính ghép lại một bế cá dạng hình hộp 
chữ nhật với 3 kích thước a, b,c như hình vẽ. Hỏi người 
thợ phải thiết kế các kích thước a, b, c bằng bao nhiêu 
đế đỡ tốn kính nhất, giả sử độ dầy của kính không 
đáng kế. 



A. a =3, 6 m; 0, 6m;c= 0, 6m 

B. a =2,4m;b=0,9m;c~Q,6m 
0. a = l,8m;b~ì,2m;c=Q,6m 
D. a ~ĩ,2m;b=l,2m;c=0,9m 

Càu 15: Người ta muốn thiết kế một bể cá bằng kính 
không có nắp vói thế tích 72dm ì và chiều cao là 3 dm. 
Một vách ngăn (cùng bằng kính) ờ giữa, chia bể cá 
thành hai ngăn, với các kích thước a , b (đơn vị dm) 
như hình vẽ. 
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Chủ (lề 1: Hàm số và các ứng dụng cua đạo hàm 
Tính a, b để bể cá tốn ít nguyên liệu nhất (tính cả tấm 
lánh ở giữa), coi bề dày các tấm kính như nhau và 
không ảnh hường đến thế tích của bể. 

A. a = £Ã,b = £Ã. B. a=3, b = 8. 

c.a=s£,b=é£ D. fl = 4, b = 6. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN (ân 3) 
Cảu 16: Trong bài thực hành của môn huấn luyện 
quân sự có tình huống chiến sĩ phải bơi qua một con 
sông để tần công một mục tiêu ở phía bờ bên kia sông. 
Biết rằng lòng sông rộng lOOm và vận tốc bơi của 
chiến sĩ bằng một nửa vận tốc chạy trên bộ. Hãy cho 
biết chiến sĩ phải bơi bao nhiêu mét để đến được mục 
tiêu nhanh nhất, nếu như dòng sông là thẳng, mục 
tiêu ờ cách chiến sĩ Ikm theo đường chim bay và chiến 
sĩ cách bờ bên kia sông lOOm? 

A. B. 100 

£ 

c. ìooVĩõĩ D. 

(Trích đê thi thử (ân ì - THPT Nguyễn Thị Minh Khai) 
c.iu 17: Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân được 
cho bời công thức H(x) = 0,025x 2 (30 - x) trong đó X 

là liều lượng thuốc được tiêm cho bệnh nhân (x được 
tính bằng miligam). Tính liều lượng thuốc cần tiêm 
cho bệnh nhân trên để huyết áp giảm nhiều nhất? 

A.10 B. 20 c 30 D. 15 
(Trích đê thi thử "TtìPT chuyên Lương Văn Tụy;THPT 

chuyên Lê Quý Đôn") 
Cáu 18: Chiều dài bé nhất của cái thang AB đế có thế 
tựa vào tường AC và mặt đất BC, ngang qua cột đỡ 
DH cao 4m, song song và cách tường CH = 0,5m là: 



CH B 


A. Xấp xi 5,602 m B. Xấp xỉ 6,5902 m 

c. Xấp xi 5,4902 m D. Xấp xi 5,5902 m 

(Trích "bộ đê tinh túy ôn thi THPT quốc gia năm 2017- 

Lovébook; TtìPT Hàn Thuyên"). 

Câu 19: Một nhà sản suất cần thiết kế một thùng đựng 

dầu nhớt hình trụ có nắp đậy với dung tích là 

2000dm 3 . Để tiết kiệm nguyên liệu nhất thì bán kính 

của nắp đậy phải bằng bao nhiêu? 

. 10 , . 20 , ^ 10 , _ 20 , 

A. -f=dm B. —ị=dm c. ~^~=dm D. -XX-dm 

c ịỊĩH. 

(Trích đê thi thử ĩãnl-SỞ GD&ĐT Vĩnh Phúc) 


The best or nothing 
Câu 20: Cắt bỏ hình quạt tròn AOB (hình phẳng có 
nét gạch trong hình dưới) từ một mảnh các tông hình 
tròn bán kính R rồi dán hai bán kính OA và OB của 
quạt hình tròn lại với nhau để được một cái phễu có 
dạng của một hình nón. Gọi X là số đo góc ở tâm của 
hình quạt tròn dùng làm phễu, 0 < X < 2n. Tun X đế 
khối nón có thê’ tích lớn nhất? 



Trích "sách bộ đê tinh túy 2017; dề thi thử THPT Kim 
Liên; THPT chuyên Thái Bình") 
Câu 21: Từ một miếng tôn hình bán nguyệt có bán 
kính R = 3, người ta muốn cắt ra một hình chữ nhật 
(xem hình) có diện tích lớn nhất. Diện tích lớn nhất có 
thế có của miếng tôn hình chữ nhật là: 



Q p 


A. e£ B. c. 9 D. 7 

(Trích đê thi thứ THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 22: Từ một tâm tôn hình chữ nhật có chiều rộng 
là 20cm, chiều dài là 60cm, người ta gò tấm tôn thành 
mặt xung quanh của một chiếc hộp có dạng hình hộp 
chữ nhật sao cho chiều rộng của tấm tôn là chiều cao 
của chiếc hộp. Hỏi thể tích lớn nhất của chiếc hộp là 
bao nhiêu? 

A. 4000 cm z B. 9000 COT 3 

C. 18000 cm 3 • D. 4500 cm 3 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành — Hải Dương) 
Câu 23: Một người có một dải duy băng dài 130 cm, 
người đó cần bọc dải duy băng đỏ đó quanh một hộp 
quà hình trụ. Khi bọc quà, người này dùng 10 an của 
dải duy băng để thắt nơ ở trên nắp hộp ( như hình vẽ 
minh họa). Hỏi dải duy băng có thế bọc được hộp quà 
có thể tích lớn nhất là bao nhiêu? 


LOVE800K.VN I 88 




Còng Phá Toán - Lóp 1 2 


Ngọc Huyền LB 

Cau 26: Công ty mĩ phần chuẩn bị ra một mẫu sản 
phẩm dưỡng da mới mang tên Ngọc Trai với thiết kế 
là một khối cầu như viên ngọc trai khổng lồ, bên trong 
là một khối trụ nằm trong nửa khối cầu đế đựng kem 
dưỡng, như hình vẽ (hình ảnh chi mang tính chất 
minh họa). Theo dự kiến, nhà sán xuất có dự định để 
khối cầu có bán kính là R = 3S cm . Tim thể tích lớn 
nhất của khối trụ đựng kem để thế tích thực ghi trên 
bìa hộp là lớn nhất (với mục đích thu hút khách hàng). 




A . 4000 JC cm 3 B . 3200071 an 3 

c. 10007Ĩ cm 3 D. 1600Ũ7Ĩ an 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 
Cãu 24: Một người nông dân có 15 000 000 đồng để 
làm một cái hàng rào hình chữ E dọc theo một con 
sông (như hình vẽ) đế làm một khu đất có hai phần 
chữ nhật đế trồng rau. Đối vói mặt hàng rào song song 
vói bờ sông thì chi phí nguyên vật liệu là 60 000 đồng 
một mét, còn đối vói ba mặt hàng rào song song nhau 
ứù chi phí nguyên vật liệu là 50 000 đồng mọt mét. 
Tim diện tích lón nhất của đất rào thu được. 



A. 6250 m 2 B. 1250/7I 2 c. 3125 m 2 D. 50 m 2 
(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 
Càu 25: Khi sàn xuất hộp mì tôm, các nhà sản xuất 
luôn để một khoảng hống ở dưới đáy hộp đế nước 
chây xuống dưới và ngầm vào vắt mì, giúp mì chín. 
Hình vẽ dưới mô tả cấu trúc của một hộp mì tôm (hình 
vẽ chi mang tính chất minh họa), vắt mì tôm có hình 
một khối trụ, hộp mì tôm có dạng hình nón cụt được 
căt ra bời hình nón có chiều cao 9 cm và bán kính đáy 
6 cm. Nhà sản xuất đang tìm cách đế sao cho vắt mì 
tôm có thế tích lớn nhất ữong hộp với mục đích thu 
hút khách hàng. Tun thể tích lớn nhất đó? 



A. V = 36ti B. v=5in C.V = 48k D.v = ~n 

2 

(Trích sách bộ đê tình túy môn toán 2017- Lovebook) 


A. 5471 cm 3 B. 18ti cm 3 

c. 10871 an 3 D..457ĩcm 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy môn toán 2017 - Lovebook) 
Cáu 27: Có một cái hồ hình chữ nhật rộng 50 m, dài 
200m. Một vận động viên tập luyện chạy phối hợp với 
bơi như sau: Xuất phát từ vị trí điểm A chạy theo chiều 
dài bể boi đến vị trị điếm M và bơi từ vị trí diêm M 
thẳng đến đích là điếm B (đường nét đậm) như hình 
vẽ. Hỏi vận động viên đó nên chọn vị trí điểm M cách 
điểm 4 bao nhiêu mét (kết quả làm tròn đến hàng đơn 
vị) để đến đích nhanh nhất, biết rằng vận tốc bơi là 1,6 
m/s, vận tốc chạy là 4,8 m/s. 



A. 178 m B. 182 m c. 180 m D. 184 771 
(Trích đê thi thừ THPT chuyên Hạ Long lán Ị) 
Càu 28: Trên một đoạn đường giao thông có 2 con 
đường vuông góc với nhau tại o như hình vẽ. Một 
địa danh lịch sừ có vị trí đặt tại M, vị trí M cách 
đường OE 125m và cách đường Ox lkm. Vì lý do 
thực hen ngươi ta muon lam một đoạn đường thẳng 
AB đi qua vị trí M r biết rằng giá để làm lOOm đường 
là 150 triệu đồng. Chọn vị trí của A và B đế hoàn 
thành con đường với chi phí thấp nhất. Hỏi chi phí 
thấp nhất đê’ hoàn thành con đường là bao nhiêu? 
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Chủ dề ! : Hàm sô' và các ứng dụng của dạo hàm 


The best or nothin; 



A . 1,9063 tỷ đồng B . 2,3965 tỷ đồng 

c. 2,0963 tỷ đồng D . 3 tỷ đồng 

(Trích đê thỉ thử THPT Lưcmg THếVinh tân 2) 
Cáu 31: Nhà Văn hóa Thanh niên của thành phố X 
muốn trang trí đèn dây led gần cổng đế đón xuân 
Đinh Dậu 2017 nên đã nhờ bạn Na đến giúp. Ban giám 
đốc Nhà Văn hóa Thanh niên chi cho bạn Na biết chỗ 
chuẩn bị trang trí đã có hai trụ đèn cao áp mạ kẽm đặt 
cố định ờ vị trí A và B có độ cao lân lượt là 10 m và 30 
m, khoảng cách giữa hai trụ đèn 24 m và cũng yêu cầu 
bạn Na chọn một cái chốt ờ vị trí M trên mặt đất nam 
giữa hai chân trụ đèn để giăng đèn dây Led nối đến 
hai đinh c và D của trụ đèn (như hình vẽ). Hòi bạn Na 
phải đặt chốt ở vị trí cách trụ đèn B trên mặt đất là bao 
nhiêu đế tống độ dài của hai sợi dây đèn led ngắn 
nhất? 



A. 20m. B. 6 m. c. 18m. D. 12m. 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Càu 32: Một sợi dây kim loại dài 60cm được cắt thành 
hai đoạn. Đoạn dây thứ nhất được uốn thành hình 
vuông, đoạn dây thứ nhất được uốn thành vòng tròn 
(như hình vẽ). 

Ù. ỏ ~ 

Tính độ dài đoạn dây được uốn thành hình vuông sao 
cho tổng diện tích của hình vuông và hình tròn là nhò 
nhất? 


. 30 , . 

A. 377 (cm) 
n+4 

r 60 

c T77 (cm) 
71+4 


B. i^(an) 
re+4 

D. Ẽ7 (cm) 
ĩĩ+4 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


Cáu 33: Một miếng bìa hình tam giác đều ABC, cạnh 
bằng 16. Học sinh Trang cắt một hình chõ nhật 
MNPQ từ miếng bìa trên đếlàm biến trông xe cho lóp 
trong buổi ngoại khóa (với M,N thuộc cạnh BC, p 
và Q tương ứng thuộc cạnh AC và AB ). Diện tích 
hình chữ nhật MNPQ lớn nhất bằng bao nhiêu? 

A. 1 6& B. sS c. 32 s D. 34^3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Cáu 34: Một chất điểm chuyển động theo phương 
trình s = -2í 3 + 18f 2 + 2f + 1, trong đó t tính bằng giây 
(s) và s tính bằng mét (m). Thời gian vận tốc chất điểm 
đạt giá trị lớn nhất là: 

A. t = 5s B. t»6s c. t = 3s D, t = ls 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Càu 35: Một nhà máy cần thiết kế một chiếc bê’ đựng 
nước hình trụ bằng tôn có thể tích là 647i(m 3 ) . Tim 

bán kính đáy r của hình trụ sao cho hình trụ được 
làm ra tốn ít nhiên liệu nhất. 

A. r = 3(m). B. r = ỉJĨ6(m). 


c r-rêã(m). D. r = 4(m). 


(Trích đê thi thừ THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Cáu 3<v. Một xưởng sản xuất những thùng bằng kẽm 
hình hộp chữ nhật không có nắp và có các kích thước 
x,y,z(dm). Biết ti số hai cạnh đáy là x\y- 1:3, thế 
tích của hộp bằng 18 lít. Để tốn ít vật liệu nhất thì kích 
thước của thùng là: 


3 

A. x = 2,y = 6)z = ị 



13. x=l;y=3;z=6 
D ' * = 2 ;y = 2 ;z=24 


. (Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP ĨSn 2) 
Cảu 37: Cho một tấm nhôm hình vuông cạnh lm như 
hình vẽ dưới đây. Người ta cắt phần tô đậm của nhôm 


rồi gập lại thành một hình chóp tứ giác đều có cạnh 
đáy bằng X (m) sao cho bốn đinh của hình vuông gập 
lại thành đinh của hình chóp. Giá trị của X để khối 



(Trích đê thi thử " THPT Can Lộc -Hà Tĩnh; THPT 
chuyên Lương Văn Tụy -Ninh Bình") 
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Công Phá Toán - L óp 12 

Hưóng dẫn giải đáp án chi tiết 


Ngục Huyên L8 


Càu 'í: Đáp án A. 

Giả sử giữ lại X mét dài của bức tường cũ phá đi 
12 -X mét dài để lấy gạch xây một phần tường của 
nhà kho (hình vẽ). 



mét bằng tận dụng vật liệu cũ là — l2 

2 

Để hoàn chinh việc xây cạnh y phải xây y-( 12 -x) 
mét dài nữa và tốn thêm a{x + y - 12). Gia xây hai bức 
tường còn lại là ữ(x + y). Tổng cộng xây tường đã tốn 

ỉ+^+4,+j,- 12)« + *.ÍÍ^_ í< 


Biểu thức này nhỏ nhất khi 7x+ 8y nhỏ nhất, với 

xy =112. 

Theo bất đẳng thức Cauchy có 

7x + 8y >.2yị56xỹ = 112-72. 

Vậy 7x + 8ỵ nhỏ nhất khi 7x = 8y. 

Từ xy = 112 và 7x = 8y, tìm được x = VĨĨ2 «11,3. 


Vì bức tường cũ dài 12m, do đó cần dỡ bỏ khoảng 
0,7w dài của nó. 


Câu 2: Đáp án B. 

Tưong tự như đề minh họa môn Toán năm 2Q17 lần 
mà tôi đã đưa ra ở phần ứng dụng lý thuyết. 

Ta có chiều cao của khối hộp được tạo thành là X, mặt 
đáy là hình vuông có cạnh 18 - 2x . 

Khi đo the tích của khoi hộp được tính bằng công 
thức 


V = (18 - 2 xf = 4.X. ịx 2 - 18* + 8l) = 4x 3 - 72x 2 + 324x 
Xét hàm số / (*) = 4x 3 - 72X 2 + 324x trên (0; 9) . 

Ta có / (*) - 12x 2 — 144x +324 ; f'(x) = 0<z>ị x = ^ 


Loại 9, vậy x = 3. 

Câu 3: Đáp án 13. 

Số lượng cá thu được trên mỗi đơn vị diện tích mặt 
hồ là: f(n) = n.p{n ) =71.(480-20«) = -20« 2 +480« 
= 2880 - 20n 2 + 480« - 2880 
= 2880 - 20 (« 2 - 24« + 144) = 2880 - 20 (« - 12) 2 

Ta có 2880 - 20.(«-12) 2 <2880. 

Dấu bằng xảy ra khi n = 12. 

Càu 4: Đáp án D. 

Gọi số căn hộ bị bỏ trống là xịx e [0;5ũ]) 


Số tiền 1 tháng thu được khi cho thuê nhà là 
( 2000000 + 50000x) (50 - x) 

Khảo sát hàm số trên với xe [0;50] ta được số tiền 

lớn nhất công ty thu được khi X = 5 hay số tiền cho 
thuê mỗi tháng là 2.250.000 . Chọn D 

Cáu 5 : ÍXip án c. 

Bài toán tương tự như ví dụ 8 và 9 mà tôi đã giới 
thiêu ớ trên. 

Giả sử người đó đi đến điểm M trên bờ sông, rồi tiếp 
tục đi từ M về B. 

Khi đó ta có hình vẽ minh họa sau: 



Quãng đường người đó đi được thê’ hiện như hình 
vẽ. 

Ta có thế tính PQ như sau: 

PQ = ^615 2 - (487 -118) 2 =492 m 


Khi đó nếu đặt PM = X thì MQ = 492-z. 

Vậy, quãng đường người đó đi để lấy nước được 
tính bằng công thức: 

s = f(x) = AM+MB = yỊll8 2 +X 2 +Ậ492-xf +487 2 
Tacó / , M = -p4=- , 492 ~* =0 


^ 118ỉ +** Ậ 492 -xf +487' 


Đến đây ta nhập vào máy tính sử dụng lệnh SHIFT 
SQL VE và tìm được X lẻ như hình: 
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Chủ đề 1 : Hàm sô' và các úng dụng của đạo hàm 


B Math 

ỴỊ7Ì2+X2 Ị <492^ 

x=: 95796033058 
L-R= 0 

Lúc này giá trị này đã được lưu vào X, nên ta sẽ nhập 
luôn biểu thức / (r) vào máy, lúc này máy sẽ hiện 

giá trị của f(x) tại X như màn hình: 

" ~ B Math à 

Jll8 2 +A 2 +i(492-t> 

779.8006155 

Vậy ta chọn c. 

Cáu ó: Đáp án c. 

Phàn tích: Một bài toán tối ưu thực tế khá hay, ở đây 
ta có mối tương quan giữa các biến là cho trước thể 
tích của hình hộp chữ nhật. 

Do đề bài cho mối tưong quan giữa chiều rộng và 
chiều sâu của bế, nên ta có thể quy hết về một ẩn, 
biểu diễn diện tích toàn phần của bể theo ẩn đó, từ 
đó xét hàm số đế tím giá trị nhỏ nhất của hàm số này. 
Lòi giai 

Nếu đặt chiêu rộng của bể là X, khi đó chiều sâu của 
bế sẽ là l,5x. 

Lúc này chiều dài đáy bể sẽ là: -- 1 - 2 , = — . 

1/ X 

Vậy diện tích toàn phần của bế là: 

.*. + ạ + M. ih * + ạ + ỉí 

XX XX 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho ba số dương thì 
ta có 3r 2 +-+ — >3^/3.20.20 

X X 

Dấu bằng xảy ra khi 

3X 2 = — o X 3 = ^ o X = * 1, 88 m 

X 3 V 3 
8 

Lúc này chiều dài của bế là: » 2, 26 m 

Càu 7: Đáp án A. 

Gọi độ dài chiều rộng của bế boi là X (m) khi đó chiều 
dài bê’ bới là 2x (m). Lúc này chiều cao của bể bải 

được tính băng: h= = — J (m). 

ÓXT 

Do chi phí thuê công nhân tính theo mét vuông, nên 
để chi phí thấp nhất thì ta đi tìm kích thước của hồ 
sao cho có tổng diện tích xung quanh và diện tích 
đáy nhỏ nhất. 


The best or nothing 

Ta có biểu thức tính tổng diện tích xung quanh và 
diện tích đáy theo X như sau: 

ww=M^ + *)JP +xZ * = ir +2 * 1 

X X 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

250 + 250 + 2*2 ằ 3ĨÍ250.2502 

X X 

Dấu bằng xảy ra khi = 2X 2 ox= ịỊỸ = ^ 

Câu 8: Đáp án D 

Phân tích: Đây là bài toán tổng quát, ta nên xét kĩ bài 
toán này, đưa ra công thức tống quát để từ đó ta có 
thể áp dụng luôn công thức. 

Lòi giải 

Gọi hai kích thước của hình trụ lần lượt là r;h, trong 
đó T là bán kính đường tròn đáy và h là chiều cao của 
hình trụ. 

Ta có mối quan hệ: V =itr 2 Ji =>h = — — . 

Để tiết kiệm chi phí nhất thì diện tích xung quanh 
cùa hình trụ phải nhỏ nhất. Tức là: 

f(r) = l.Tưh + Ivr 1 = Inr.-^T + 2nr 2 = ~ + 2? V 1 
w Tir T 

= — + — + 2ĩcr 2 ầ. sýĩĩtV 2 
r r 

Dấu bằng xảy ra khi 
Cầu 9: Đáp án A. 

Bài toán giống bài toán 8, chỉ thay đổi là lon sữa. 

Câu 10: Đáp án c. 

Phàn tích: Ta có hình vẽ sau: 



Đề bài yêu cầu tìm X đê’ phần không gian nằm phía 
trong (N ) nhưng phía ngoài (T ) đạt giá trị nhỏ 

nhất, tương đương với tìm X để thề tích khối trụ (r ) 
đạt giá trị lớn nhất. ( bài toán này tương tự như bài 
toán vắt mì tôm mà tôi đã giới thiệu ỏ câu 11 đề 6 


7-2 
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Công Phá Toán - Lóp 12 


ữong sách bộ đề Tinh túy môn toán 2017). Nên ở đây 
tôi sẽ trình bày lời giải luôn. 

Lòi giãi 

Thế tích bể cá là: v~abc = 1,296 

Diặn tích tổng các miếng kính là 

Ngọc Huyên i 8 

Áp dụng định lí Thales ta có: - = — =>r' = — 

_ h r h' 

Khi đó ta có công thức tỉnh thể tích của khối trụ là 

5-ab+2ac+3bc (kể cả miếng ớ giữa) 

Ta có: 

v=f(x) = n(r')\(h-x) =nịjc 2 .(h-x). 

4 = I + 2 + 3 Ị2 3 = 3^_ 

abc c b a ỵ c b a Jãhí 

Qrnứĩy đuì3$o 

33/6 

h 

Khi đó r{x) = ^ị2hx-3x 2 ) = 0ox = ^ do X > 0 . 

VL296 

Đến đây ta chọn c. 

í 1 - 2 3 

í« = 1,8 

Cáu 11: Đáp án A. 

Dấu "=" xảy ra khi ị c b a «> • 

1 & = 1,2 . 

Ta có hàm vận tốc là đạo hàm của hàm quãng 

[ábc= 1,296 

c = 0,6 


ZJ = s' = -3t 2 + 12t = -sịt 2 - 4 1 + 4 ) + 12 
= 12-3(í-2) 2 <12 

Dấu bằng xảy ra khi t = 2. 

Càu 12: Đáp án c. 

Ta có 200=(y-8).t=>í = — Khi đó 
v—8 

p( 3 200 

t (y Ị - cv Do c là hằng số nên để năng lượng 

tiêu hao ít nhất thì f(v)‘~ đạt giá tri nhó nhĩt. 
Xét hàm số f(v) ừên (8;+co) tă có 

r(v)^2ao.^t±±^ĩị = ^^. 

( ơ -8) (y~8) J 

/'(u) = 0o» = 12. 

Càu 13: Đáp án B. 

Tương tự như bài toán tính thời gian Min thi ờ đây là 
tính giá tiền min. 

Già sử s là điếm mà đường dây điện nối dưới đất từ 
A đêh s, sau đó từ s đến B đường dây điện đặt dưới 
nước. 

Lúc này đặt SB = xịo £x <4), khi đó SA = 4.-X. 

Khi đó SC = Vbc 2 +SB 2 ' = V Ý+x 2 = V77ĩ 

Vậy chi phí lắp đặt đưọc tính bằng công thức: 
/(x) = 5000-V?+ĩ + (4-x).3000 (USD) 

Tacó /'(*) = 5000,— =L=- 3000 = 0 <=>x = 0,75. 

Vx 2 +1 

(Bẩm máy sửa dụng nút SHIFT SOLVE ta được 
nghiệm x = 0,75). 

Lúc này SA = 4-0,75 = — . 

4 

Câu 14: Đáp án c 

Do độ đày của kính không đáng kể nên 


Phán ti ch: Tương tự như bài câu 14, tuy nhiên, ở câu 
14 có 3 ẩn, và ta biểu diễn hàm theo hai âh, còn ờ câu 
này, có hai ẩn, nên ta có thế sử dụng dữ kiện đề bài 
để đưa về hàm một ẩh. 

i oi giãi 

Do thế tích của bể cá là 72rfm 3 nên ta có 
24 


72 = 3abob = ~. 

a 


Vậy tống diện tích nguyên liệu để làm bế được tính 
bằng công thức: s = /(«) = 3.3.« + 2.3 b + ab 

of(a) = 9a + 6.^ + a.~ = 9a + ~ + 24 

a a a 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho hai số dương ta 
^ .144.0 L 144 _ 


đư Ợ c: 9a+~->2.Ị9a.~- =72 

« V a 

<=>/{a) >72 + 24 = 96 

Dấu bằng xảy ra khi 9a = ~ <z>a = 4 =>b = 6 . 
a 

Càu 16: Đập án 4. 

Bài toán tương tự như bài toán tìm thời gian ngắn 
nhất ở ví dụ 8, 9. Cũng có hai cách di chuyến, có vận 
tốc. ơ bài toán này ta có hình vẽ minh họa như sau 
đế dễ tưởng tượng 


lOOm 



Đặt vận tốc bơi của chiến sĩ là V, thì vận tốc chạy bộ 
của chiến sĩ là 2v . 

Kí hiệu như hình vẽ, thi quãng đường bơi của chiến sĩ 
sẽ là l x = yỊx 2 +100 2 
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Chủ đề 1 : Hàm số và các ung dụng của dạo hàm 


Quãng đường chạy bộ của chiến sĩ là: 

J 2 = VlOOO 2 -100 2 - X = 30o4n - X 

Vậy thời gian mà chiến sì đi được đến mục tiêu là: 

t _ Vx 2 +100 2 t 300jĩĩ-x 

V 2v 

2-Jx 2 + 100 2 +300>/ĨĨ"X 
2v 

Do V không đổi nên t min khi 

2Vx 2 +100 7 + 30oVĨĨ-x = /(x) min. 

/'(*) = • 2 " 


:-l=0 


Vx 2 +100 2 

Bấm máy sử dụng SHIFT SOLVE ta được: 



Lúc này máy đã tự động gán X. Do đề yêu cầu tìm 
quãng đường bơi sông tức là ta tìm / t = vx 2 + 100 2 


Ta tiếp tục bẩm X 2 + 100 2 , được kết quả: 





CÀU 17: Đáp án B. 

Tìm liều lượng thuốc cần tiêm cho bệnh nhân đế 
huyết áp giảm nhiều nhất, tức là tìm X sao cho H (x) 


đạt giá trị lớn nhất. 

Ta có H (x) = 0, 025x 2 (30 - x) = 0, 0125x 2 (60 - 2x) 

= 0, 0125.X.X. (60 - 2x) 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được: 

Dấu bằng xảy ra khi X = 60 -2x o X = 20 . 

Câu 19: Đáp án A 

Áp đụng công thức tổng quát mà ta đã chứng minh ở 

,ỊV J2000 _ 10 

câu 8 thì ta có r = ? 2— = 3 = ^— ~Zr= • 

V2jĩ V 2ji 


Câu 20: Đáp án B. 

Với bài này độc giả cần nhớ lại công thức tính độ dài 
cung tròn. Độ dài cưng tròn AB dùng làm phễu là: 


r> 

Rx = 2 Itr or = -—~ ; 

2ĩt 

Thể tích cái phễu là: 

V = f(x) = ịiư- ĩ h = -^- ĩ x 2 4^ 2 -x 2 với xe(0;27i) . 
' w 3 24ĩi 2 v 

, . R 3 x 2 (8k 2 -3x 2 ) 

Tacó /'(*)=;£?• ■ 

f'(x ) = 0 o 8fl 2 - 3x 2 = 0 o X = . Vì đây là BT 

trắc nghiệm nên ta có thế kết luận luôn rằng thế tích 
2^6 

của cái phễu lớn nhất khi X = ———11 . Vì ta đang xét 


trên (0; 2n) mà /’(x) = 0 tại duy nhất một điểm thì 
ta có thể làm nhanh mà không vẽ BBT nữa. 

Cáu 21: Đap án c. 



Đặt NP = X. Khi đó PQ = 2 .Vr 2 ^x ĩ = 279^x ĩ .Lúc 
này diện tích hình chữ nhật đã cho được tính bằng 

công thức: s = 2.X.V9-X 2 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta có: 

2 .X.V9-X 2 <x 2 +9-x 2 =9 . Đến đây ta chọn c, mà 
không cần xét dấu bằng xảy ra nữa. 

Càu 22: Đáp .in D 

Ta có hình vẽ minh họa như sau: 




/ 

/ 

60 

20 

— * 



/ 


Nếu gọi chiều rộng của đáy hình hộp chữ nhật là X 
thì chiều dài của đáy hình hộp là 30-x . (Với 30 là 
nửa chu vi đáy). 

Lúc này thể tích của hình hộp được tính bằng công 
thức: v = /(x) = x.(30-x)20 

Áp dụng bất đẳng thức (i?+b) ^ 4 ab ta có 

20.X. (30 - x) < 20. (* + 3 ^ = 4500 (cm 3 ) . 

Câu 23: Đáp án C 

Phàn tích: Một bài toán thực tế khá hay trong ứng 
dụng của việc tìm giá trị lớn nhất của hàm số. Ta 
nhận thấy, dài duy băng tạo thành hai hình chữ nhật 
quanh cái hộp, do đó chiều dài của dải duy băng 
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chính là tổng chu vi của hai hình chữ nhật đó. Tất 
nhiên chiều dài duy băng đã phải trừ đi phần duy 
băng dùng để thắt nơ, có nghĩa là: 

2.2. (2r + h) = 120 o h = 30 - 2r 

Khi đó thể tích của hộp quà được tính bằng công 
thức: 


V = B.h= n.r z (30 - 2 r) = n.(-2r 3 +30 r 2 ) 
Xét hàm SỐ /(r) = -2r 3 +30r 2 trên (ũ;15) 

/•(r) = -6r 2 +60r; /'(r) = 0 oí r =0 W 

r = 10 


Khi đó vẽ BBT ta nhận ra Mi* /(r) = /(lo) . Khi đó 

thể tích của hộp quà V = BJi = JĨ.10 2 .10 = lOOOĩi . 

Câu 24: Đáp án A. 

Phan tích: Ta đặt các kích thước của hàng rào như 
hình vẽ: 


X ■'/ X X 

ủ. y Li y ' 

Từ đề bài ban đầu ta có được mối quan hệ sau: 

Do bác nông dân trà 15 000 000 đồng để chi trả cho 
nguyên vật liệu và đã biết giá thành từng mặt nên ta 
có mối quan hệ: 

3x50000 + 2y.60000 = 15000000 
<=>15x + 12y = 1500 
~ 150-15* 500 - 5* 

12 - 4 

Diện tích của khu vườn sau khi đã rào được tính bằng 
công thức: 

= 2^-y = = |(-5x* + SOOx) 

Đến đây ta có hai cách đê’ tìm giá trị lớn nhất của diện 
tích: 

Cách 1: Xét hàm số trên một khoảng, vẽ BBT và kết 
luận GTLN: 


Xét hàm số /(*) = |(- 5^+ 500*) trên (0;100) 

/'W = ^(- 10 *+500) , /'(*)= 0o* = 50 
Ta có BBT: 



Ngọc Huyền LB 

Cách 2: Nhẩm nhanh như sau: Ta biết rằng 
A~g 2 {x)<A với mọi X nên ta có thế nhẩm nhanh 
được: 

/M = f (-** + 100*) = ịị-x 2 + 2.50 X - 2500 + 250ũ) 

= |{2500-(*-5) 2 j<6250 

Hoặc bấm máy tính phần giải phương trình bậc hai và 
ấn băng nhiều lần máy sẽ hiện như sau: 

, M , _ E. # MMhTA 

x-value MaxifiìUfiì= 

50 

M 0 Mưh A 

Í-Value Maximum® 


6250 

Vậy ta đã có kết quả của bài toán. 

Câu 25: Dáp án c. 

Phán tích: Đây thực chất là bài toán khối trụ nội tiếp 
khối nón, ta có kí hiệu các kích thước như sau: 



Ta có thế tích vắt mì tôm được tính bằng 
V = B.h = n.r\h 

Đây là ứng dụng của bài toán tìm GTLN, GTNN trên 
một khoảng (đoạn) xác định: 

Ta sẽ đưa thế tích về hàm số một biến theo h hoặc r. 
Trước tiên ta cần đi tìm mối liên hệ giữa h và r. Nhìn 
vào hình vẽ ta thấy các mối quan hệ vuông góc và 
song song, dùng định lí Thales ta sẽ có: 

* 6-r , 18-3r 

9 6®*“ 2 

Khi đó V=/(r)=„=.ỉ!^: = _ỉ|! +9 ^ vái 
0<r<6 


r( r ) = 2 K - rĩ + l 8ĩtr = 0o 


r = 0 
r = 4 


Khi đó ta không cần phải vẽ BBT ta cũng có thể suy 
ra được với r - 4 thì V đạt GTLN, khi đó V = 48 tt , 
Câu 26: Đáp án A. 

Đây là một bài toán thực tế dựa trên ứng dụng: khối 
trụ nọi tiep nửa khoi cau. Ta có mặt cắt của nửa khối 
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Chù đề 1 : Hàm số và các ứng dụng của dạo hám 
cầu đựng mĩ phẩm với các kích thưóc được thể hiện 
trong hình vẽ sau: 



Ý tưởng của bài toán này dựa trên kiến thức chúng ta 
đã học là tìm GTLN-GTNN của hàm số một biến trên 
1 khoảng (đoạn). Ờ đây có hai biến đó là r và h. Do 
đó ta sẽ tìm cách để đưa về một biến, đưa biến này 
theo biến kia. Ở đây tôi sẽ đưa r theo h. 

Ta nhận thấy theo định lý Pytago thì r 2 = R 2 -h 2 
Khi đó = B.h = 7 xr 2 k = n(R 2 -h 2 )}i = nị-h 3 + R 2 Ji) 

Để thể tích khối trụ lớn nhất thì fịh} = -h 3 + R 2 .h có 
GTLNtrên (0;R). 

= -3h 2 + R 2 =0&h = ~ = 3 

Ta có BBT (dĩ nhiên trong khi làm bài thi trắc 
nghiệm, quý độc giả không nhất thiết phải vẽ BBT 
làm gì. Tuy nhiên tôi vẫn vẽ ớ đây đế giải thích rõ 
cho quý độc giả hiểu. 



h 

0 

f 3 

R 

m 

+ 

0 


m 


ii'. 

X 


Mà / 


= /(3) = -3 3 + (3V3) 2 .3 = 54 . 


RÌ 

Vậy V^ = 54 ti . 

Cáu 27: Đáp án Đ. 

Tương tự như các bài toán trên, ta thiết lập được 
luôn công thức tính thời gian: 

J(200--x)+50* 

4,8 Ĩ6 


t =—+ 


: = 0or» 182m 


1 -Í20Ó-x) 

Ta có f' = -r-+ ==== = 

4/8 1, 6^(200 ~x) 2 +50 2 

Giải phương trình trên bằng cách bấm máy, sử dụng 


ỊshÌfÌ] ỊcaLC : 



a Math 

4.6 

J(200-X) 2 +5( 

x= 

182.3223305 

L-R= 

0 


Câu 28: Đáp án c. 

Ta có hình vẽ minh họa như sau: 



Kí hiệu như hình vẽ. 

Đặt AM = a . Lúc này để viết MB theo a, ta đế ý thấy 
hai tam giác APM và MQB đồng dạng. 


Lúc này 


AP AM AM.MQ «.1000 

— — = — — => MU = — — = — , — 

MQ MB AP Va 2 -125 2 


Lúc này đê' hoàn thành con đường với chi phí thấp 
nhất, tức là AB có độ dài ngắn nhất. 


Tức là f(à) = a + -ĩầ 2££^= đạt giá trị nhỏ nhất. 

■Ja 2 -125 2 - jẬ= = 
Tacó /'(ứ) = 1+1000. a ,_ 1 g~ 125ĩ 


_J25 2 

= 1+1000.- , " n — - ~ 0-70 * 

(« 2 -125 2 ).v/fl 2 -125 2 

Sử dụng nút SHIFT Solve ta được kết quả như trên. 

0 Math 

1 1 iUO “ Jxi-Ì25Ẩ 

x= 273' 5084972 
L-R= 0 


Lúc này chi phí thấp nhất để hoàn thành con đường 
là: ^ ( a ° ) ■ ' — * 2, 0963 tỷ đồng. 


Do máy tính đã gán giá trị nghiệm tìm được vào X 
nên ta không cần dùng lệnh SHIFT STO mà nhập 
luôn X vào biếu thức đế có kết quả: 

0 Math~Ã 

l A ^2-1252 J ___ 

2036313729 

Câu 31: Đáp án c. 

Bài toán quen thuộc, đặt AM = X ; khi đó 

BM = 24- X . Lúc này ta có độ dài đoạn dây đèn led 

được tính bằng công thức: 

f(x)=CM + DM=<li? +10 z + Ậ 24 -xf +30 2 


-(*> -*) 


/t ,j - t 

Ậ24-xf + 


: = 0<=>x = 6. 


30 2 
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Công Phó Toán - Lóp 52 
Lúc này MB = 24 - 6 = 18 (m). 

Câ-J 32: Đáp án A. 

Gọi X là độ dài cạnh hình vuông và r là bán kính của 
hình tròn. 

Ta có 4x + 2nr = 60 . 


Từ đó x = i(30-7cr),0<r< — . 

2 JI 

Tồng diện tích của hình vuông và hình tròn là 
s = Tư 2 + X 2 = w 2 + ~ (30 - nrf . 


Xét hàm số / (r) = 



-ltísr + 225 


Tacó/’(r) = 2 7ĩ + ^-jr - Ĩ5n = 0 o r = 


30 
71 + 4 


Càu ??: Đap Õ1Ỉ c 


A 



Đặt nứa chiều dài của hình chữ nhật là X (o < X < 8) , 
• Lúc này suy ra NC=S-X 

Áp dụng định lý Thales ta có - — 

8 AC 

Áp dụng định lý pytago ta có 

(2 (8 - x)f = (8 - xf + NP 2 « NP = (8 - x) Vã 


v ậy $MNPQ -2x.(8-x)V3 

Áp dụng bất đẳng thức 4ab <(ữ + fc) 2 ta có: 

4.x.(8-x)~<32V3. 


Càu 34: Đáp án C. 

Ta có P = (-2f 3 +18f 2 +2f+l)' = -6t 2 +36í + 2 

ĩ>' = -12f+36 = 0»í = 3s. 

Câu 35: Đáp án c. 

Gọi chiêu cao của be là h, lúc này ta có 
V = nr 2 h = (An » r 2 h = 64 => h = 

Vậy ta có diện tích toàn phần của bế là: 


— Ngục Huyền 10 

s ip = S X, + 2 S % = 2 n.r.^ + 27 ir 2 = 2 ^— +r 2 j 

-(?*?*;■) ' 

Áp dụng bất đẳng thức Cauchy ta được: 

2n^+~ + r 2 j > 3\J 32.32 

Dấu bang xảy ra khi — = r 2 •» r = 1/32 . 
r 

Cthi 35: Đáp án A. 

Ta có y = 3x, lúc này theo đề bài ta có 


xyz = 18 « 3x 2 z = 18 Ci> z = — 

X 2 

Lúc này $ ¥ =s^ +2S^ = 2.(x+3x).4+2.*.3x 

= ~’ + ~ + ỗ * 2 - 2V24.24.6 

X X 

Dấu bằng xảy ra khi 4 = 6x 2 <x>6x 3 =24<=>x = 2 


Suy ra y = 6; 2 = I . 

Câu 37: Dáp án o 

Ta có hình vẽ 



Kí hiệu như hình vẽ. Do hình vuông có cạnh là lm 
nên độ dài đường chéo của hình vuông là V2 m. 

Lúc này ta có À4S = — ~ x TU. 

Vậy áp dụng định lý pytago cho tam giác vuông 
SHM ta có: 

SH='JsM ĩ -HM 2 = |4}’-(§J 4VTT& 

Vậy V = ịsH.x ĩ =ỉ \S-2'ẵx.x 2 

0 0 2 

Điều kiện x<~ 

2 

Ta có y' = 0 o I-Ịi-I-kỊĨx — 4== 

'ỊĨ-l^ĩx 

o2Í2-2^x) = xV2ox = -i= = ^- 

v ' 5V2 5 
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STUDYTIP: Khitim 
tiệm cận ngang của đồ 
thị hàm SỐ ta có thể sử 
dụng tính chất sau 

lim — =0,r>0 ; 
X -*“X 

lim-ỉ-=0,r>0. 

x^-«. x r 


Chủ đề 1 : Hàm số và các úng dụng của đạo hàm The best or nothing 


l.lll. Đường tiệm cận. 

R. Lý thuyết vẻ dường tiệm cận ngang của dồ thị 
hàm sấ. 

Đinh nghĩa 

Cho hàm số y = f(x) xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng 
(a;+oo),(-co;ỉ>) hoặc (-oo;+co)). Đường thẳng y = y 0 là đường tiệm cận ngang 
(hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y = / (x) nếu ít nhất một trong các điều 
kiện sau được thỏa mãn 

Ịta/(x)=y a ;Ịta/(x)=y„. 


Ví dụ 1: Tìm tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = -Ẹ - — . 

1 o 


Lời giải 

Tacó lún 2x + 3 = ị ; lữn ‘~ X + 3 _ z Vậy đồ thị hàm số đã cho có một tiệm cận 
*->~»5x + 6 5 *-*"»5;t+6 5 

2 

ngang y = ^. 



Ví dụ 2: Tim tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = 5 — 


Lòi giai 

{ 2^ _ 2 

Ta có lim 5 — —■ = lim 5 - lim = 5 - 2.0 = 5 

Vậy đồ thị hàm số đã cho có một đưòng tiệm cận ngang là y = 5. 

Có một cách dễ dàng để xác định xem đồ thị của một phân thức có một tiệm 
cận ngang. Cách làm này được dựa ữên sự so sánh về bậc của đa thức tử số và 
của đa thức mẫu số của hàm phân thức. 

Tiệm cận ngang của dô thị hàm phản thức 

I Đặt f{x] = - 1^1 là một hàm phân thức, trong đó p(x) và q(x) là các hàm đa 


1. Nếu bậc của đa thức từ số p(x) nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số q(x), thì 
y = 0 là một tiệm cận ngang của đồ thị hàm SỐ y = /(x). 

2. Nếu bậc của đa thóc tử số p(x) bằng bậc của đa thức mẫu số íj(x) , thì y = £ 
là đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số y = /(*), trong đó a, b lần lượt là hệ 
số của hạng tử có bậc cao nhất của đa thức tử số p[x) và đa thức mẫu số q(x) . 

3. Nếu bậc của đa thức tứ số p(x) lớn hơn bậc của đa thức mẫu số q (x) thì đồ 
thị hàm SỐ y = / (x) không có tiệm cận ngang. 
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Ví dụ 3: Tim tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 


a. y = 


-2x + 3 
3x 2 +l 


b. y = 


-2x 2 +3 
3x 2 -+l 


c.y = . 


-2x 3 + 3 
3x 2 +l 


Lòi giãi 


a. Vì bậc của đá thức tử số nhỏ hon bậc của đa thức mẫu số nên y =0 là tiệm 
cận ngang của đồ thị hàm số đã cho. (hình 1.23) 

b. Vì bậc của đa thức tử số bằng bậc của đa thức mẫu số nên đường thẳng 
y 3 là ti ê m cận ngang của đồ thị hàm số đã cho. (hình 1.24) 


c. Vì bậc của đa thức tử số lớn hơn bậc của đa thức mẫu số nên đồ thị hàm số 
không có tiệm cận ngang (hình 1.25). 



y — 0 là một đường tiệm cận ngang 
Hình 1.23 



y ~ 3 là một đường tiệm cận ngang 
Hình 1.24 


y •; 



không có đường tiệm cận ngang 


Hinh 1.2? 


B. Lý ỉbuyếĩ vè dường Ỉỉệm cộn dứng của dồ thị 
hàm sấ. 


ị Đường thẳng x-x o được gọi là đường tiệm cận đứng (hay tiệm cận đứng) của 
I đồ thị hàm SỐ y = f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thỏa mãn 

lim/(a:) = -Ko, lim f(x) = -<o, 

I I-M ó *->% ’ 

ị lim/(a:) = -a), lim /(x) = +00. 


Một trong những trưòng hợp phổbiến thường thấy trong các bài toán tìm tiệm 

cận đó là đường tiệm cận đứng của hàm phân thức (hàm có dạng /(*) = , 

#)' 

trong đó và cjịxj là các hàm đa thức. 

Nếu c là một số thực mà thỏa mãn q(c) = 0 và p{c)*0, khi đó đồ thị hàm số 
1; y-f (^) có tiệm cận đứng x-c. 


Ví dụ 4: Số tiệm cận của đồ thị hàm số y = —í— là 

x 2 -ĩ 

A. 1 


B.2 


C.4 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lương Văn Tụy) 


Đáp án D 
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ỉ 

ý 

i 

!ị X 



\ y = X--1 

-i 

\| 

!r^ X 

1 

c 

ỉ 


Hình 1.26 


r( c *°) ; 


y = ọx + d' 
ad-bc^O 
luôn có mộtTCĐ: 

_ -d 
x = — ; 


mộtTCN y = - 
c 


Lời giải 

Nhận thấy bậc của đa thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên y = 0 là 
tiệm cận ngang của đồ thị hàm số. 

Ta có X 2 -l = 0«>x = -l;x = l (thỏa mãn không là nghiệm của đa thức tử số), 
do đó 2=1; X =— 1 lần lượt là hai đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã 
cho. 

Kiểm tra lại ờ hình 1.26 là đồ thị hàm số y = — — (thỏ 3 mãn )- 
Ví dụ 5: Cho hàm số y = — Số tiệm cận của đồ thị hàm sốbằng 

1 C/ 

c.l D.o 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lương Văn Tụy) 


A.2 


B. 3 


Đáp án A. 


STUDY T1P: Đồ thị 
hàm SỐ 

ax + b, 


Lời giải 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên luôn có một tiệm cận đứng 

là X = -Ệ- và một tiệm cận ngang là y =0 . 

2 

Vi dụ 6: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số 

y sa - — — — có đúng một tiệm cận đứng. 

x 2 + mx + m ^ 

A. Không có giá trị thực nào của tham số m thỏa mãn yêu cầu đề bài 

4 

B. 0<m<4 hoặc m = -ị 


c. me-Ị0;4;“ 


D. m<0hoặc m> 4 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 


Đáp án c. 

Ta thấy đây là hàm phân thức nên ta có thể áp dụng các chú ý đưa ra ở phần lý 
thuyết về tiệm cận đứng và nệm cận ngang. 

Đế đồ thị hàm số có đúng một tiệm cận đứng thì phương trình X 2 +mx + m = 0 
THI: có duy nhất một nghiệm om 2 -4?K = 0»m = 0;m = 4. 

TH2: có một nghiệm bằng 2, một nghiệm khác 2 o2 2 +2m+ffl=0«m= 


Ví dụ 7: Cho hàm số y - /(*) có lto/(x)=2,lta/(x) = -K0. Khẳng định nào 

sau đây là khẳng định đúng? 

A . ĐỒ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang 

B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang phân biệt 

c. ĐỒ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận ngang là đường thăng x=2 

D. Đồ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 
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Đáp án A. 

Ảp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang ta suy ra được A là ááp án đúng. 

Ví d ụ 8: Tìm tất c ả các giá trị thực của tham số m sao cho đồ thị hàm số 
"_2x-yjmx 2 +1 

y có đúng hai tiệm cận ngang. 

A. m<0 R n - 

B. 0 <m<3 hoặc 

m> 3 

c m>0 D. m-0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Th ị Minh 

Đáp án c 


có đúng hai tiệm cận ngang. 


B. 0<m<3 hoặc 


D. m = 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 


Lời giải 

2 -,t+4 


Ta có Ịiyjĩ^ = Mm !T!Ẻ = 2^ 

*- >+ ® X~1 1 1 


-2 -yỊm 


STUDY T1P: Ta chú ý 

điều kiện ađ-bc*0 


2í-^ĩ 

x _2 


2 + Jm + ~ 


2 + -Jm 


-2 + \Ịm 


X 

X 

Vậy để đồ thị hàm số có đúng hai tiệm cận ngang thì 2~v^;2 + v^ xác định 
và không trùng nhau, tức là m > 0 ■ 

Vi dụ 9: Tìm tất cả các giá trị thực cúa tham số m để đồ thị hàm số y = ịx ~ 5 

. . x-m 

có tiệm cận đứng nẳm bên phải trục Oy. Ị 


A. m* 0. 

c. m< 0. 

Đáp án B. 


B. Đáp án khác. 

D. m> 0. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 


Lòi giải 


Để đồ thị hàm số có đường tiệm cận đứng thì 

4 

Ap dụng STUDY TIP ờ trên thì đồ thị hàm số đã cho luôn có một tiệm cận đứng 

là X = m. Do vậy đế tiệm cận đứng nằm bên phải trục Oy thì m> 0 và m*~ . 

— 4 

Ví dụ 10: Ti m tất cá cá c tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

2x-l-y[x 2 +X + 3 
x 2 -5x+6 

t' 3v t x= ~ 2 ' B.*=-3. 

c. x=3 và x = 2. D. x=3. 

__ (Trích đê minh họa ĩẵn ĩ của BGD&ĐT ) 

Đáp án D. ^ 

Lời giải 

Điều kiện xác định của hàm số là ị * * 3 
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The best or nothiợ 


Ghi nhớ: Với các bài 
toán tìm tiệm cận của các 
đồ thị hàm SỐ phân thức, 
ta nên xét xem từ số và 
mẫu số đã tối giản hay 
chưa đê’ tránh sai lầm. 



, 2x-l~'fx ỉ +x+3 4x 2 -4x + Ĩ-x 2 -x-3 , 

ìcoy- x 2 _ 5x + 6 - ị x 2 ^ 5x + 6 'jị 2x -i + ựx 2 + X + 3 Ị 

3x 2 -5x-2 = 3x + l 

(x-2)(x-3)ị2x-l + yỊx 2 +X + 3 } (x-3)ị2x-l + Jx ĩ + x + 3 ) j 


3x + l 

Đến đây ta có limy = lim 77 — — — — .1 — - 

x -* *-* ịx-3)Ỉ2x-l + yjx 2 +X + 3 


= -co ; lim y = +CO. 




Vậy đồ thị hàm số chi có một tiệm cận đứng là X = 3 . 

Phấn tích sai ỉ am: Nhiều độc giả không thực hiện rút gọn nhân tử x-2 dân 
đến chọn hai tiệm cận đứng là X = 2)X = 3 là sai. 

Đây cưng chính là ứng dụng của lý thuyet ve tiệm cận đứng của đo thị ham so 
ở phía trên . Một cách khác để nhanh chóng giải bài toán trên như sau: 

\x = 2 

1. Giải phương trình X 1 -5x + 6 = 0 o . 


2. Thứ xem X = 2; X = 3 có phải nghiệm của đa thức từ số hay không, thử lại thấy 
x=3 không là nghiệm (thỏa mãn). 

V í d ụ 11. Cho hàm số f(x ) Hỏi ^ nào dưói đâ y là 

định đúng? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có ba đường tiệm cận là các đường thắng X = -2, 
x = -3 và y = 0 

B . Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận đứng là các đường thẳng x = -2 và 
X = —3 

c. Đồ thị hàm số đã cho có một đường tiệm cận đứng là đường thẳng X = -3 
và một đường tiệm cận ngang là đường thẳng y = 0 

D. Đồ thị hàm số đã cho chi có tiệm cận đứng, không có tiệm cận ngang. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 

Đáp án c. 

Lời giải 


Tương tự như bài toán hên: 

1. Vi đây là hàm phân thức có bậc của đa thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức 
mẫu số nên có một tiệm cận ngang là y = 0 . 


2. Giải phương trình 


+ 5x + 6 = 0 <=> 


x = 

X = 


-2 

-3 


■ Ta thấy với X--2 thì 2x+4 = 0 


Do vậy x=—2 không phải là phương hình đường tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số đã cho. Do vậy đồ thị hàm số đã cho chi có một tiệm cận đứng là đường 
thẳng X = -3 và một tiệm cận ngang là đường thẳng y=0 . 
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c - sá dỉ ĩ*ng ìaón thường gộp lỉèn qucin dén 
dường tỉậm cận cùa đỏ thị hàm sấ 

Xét hàm số y = ~^}ịađ-bc^0) 
cx + d v ’ 

Gọi M(* 0 ;y 0 ) là điếm thuộc đồ thị hàm số y = suy ra mÍx- ™ 0 ^ 

cx+đ { °'cx 0 +d / 

ĐỒ thị hàm số có đường tiệm cận đứng: x =—; 

c 

r TV ** í? 


Tiệm cận ngang y = - ; 

c 

; Khi đó ta có khoảng cách từ M đến hai đường tiệm cận lần lượt là: 

d. = x o + - = cx ° + d ;d,- v„ g - ad ~ bc 
c c ' 2 0 c cịcx ữ +d~) 

) Khu đó ta có các kết quả sau: 

■ d ă = CXo + d ữd — bc _ ad—bc 
l c 'c.(cx 0 +d)~~ =p 



Từ các kết quả trên ta có tổng khoảng cách từ điếm M đến hai đường tiệm cận 
cùa đồ thị ham số được tính bằng công thức: 

ỵđ=d l+ d 2 

Ap dụng bat đăng thức Cauchy cho hai số dượng ta có: 

d, + 4>2^=2j^=2 Jị 


Dấu bằng xảy ra khi -đ, o|5^|= 
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The best or nothing 



nó áp dụng rất nhiều 
trong các bài toán sau 
này. 



Ví dụ 13:Tìm hoành độ đưong của điểm M thuộc đồ thị (c) : y = biết 

rằng tổng khoảng cách từ M tới hai đường tiệm cận của (c) đạt nhỏ nhất: 

A. Vâ-l 6. 1+^3 c. 2-S D. Đáp SỐ khác 

(Trích đê thi thừ THPT Yên Phong) 


Đáp án A 

Lòi giải 

Áp dụng công thức trên ta có để khoảng cách từ M tới hai đường tiệm cận của 

(c) đạt nhỏ nhất thì [cx 0 +df =ịad~bc\ <=> (x 0 + 1) 2 = 3 <=> x = ^ 1 

v/3 

Do đề bài yêu cầu tìm hoành độ dương nên ta chọn A. 


Bài toán 2: Tìm điểm Mịx ữ ;y 0 ) trên đồ thị hàm số y = ax + b sao cho khoảng 

cách từ M đến đường tiệm cận đứng bằng k lần khoảng cách từ M đến đường 
tiệm cận ngang. 


Loi giãi tống quát 



ả 

y _J — 

cx 0 +d 

. a 


ad-bc 

*• c 

c 

' a 2 - Yữ c 


c(cx 0 +d) 


Từ đây ta có d l = kd^ <=> 


ad-bc 

L* d ± ỊjZ 

c{cx 0 +d) 

ị=>x 0 C ± \ K P 



Bài toán 3: Tìm điểm Af(x 0 ;j/ 0 ) trên đồ thị hàm số y = — sao cho khoảng 
cách từ M đến điểm I là ngắn nhất, biết I là giao điểm của hai đường tiệm cận. 


Lòi giãi tòng quát 

Ta có 

cx 0 +d) { c c) 

Khi đó IM 2 = Ịx 0 + ^ j + Ị ^° j = d 2 + d 2 2 > 2c/,íi 2 (bất đẳng thức 
Caưchy) 

oLVÍ> -Ịĩp , dấu bằng xảy ra khi x 0 ~--±yfp 
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Dạng 1: Bài toán Jiên quan đến tiệm cận 
cua đò thị hàm sô không chứa tham số. 

c;ìu ì : Cho hàm số y = f(x) xác định trên ' \ {- 1 ; l}, 

liên tục trên mỗi khoảng xác định và có bảng biển 
thiên sau: 


-1 


11 


. ^ +0 °! 

3 Ị /> 2 \ -3 

I Ị ~ <x> " ~ -co ị Ị— 00 '' 

Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 

A. Hàm số không có đạo hàm tại X = 0 nhưng vẫn 
đạt cực trị tại X = 0 

B. Hàm số đạt cực tiêu tại điểm X = 1 

_ " Đồ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng x = -l và x = ì 

í>. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y = -3 và y = 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
^ ‘ U! ^ ( ~h° hàm SỐ phù hợp với bảng biến thiên sau. 

* 0 +CO 


Phát biếu nào sau đẩy là dúng? 

A. Đo thị ham so không có tiệm cận ngang. 

B. ĐỒ thị hàm số có 2 đường tiệm cận đứng. 

c. Đo thị ham so có đường tiệm cận đứng X = —1, 
tiệm cận ngang y = 2. 

ÍA Đo thị ham so có hai đường tiệm cận ngang là 
y=-l;y = 2. 

Cáu 3: Cho hàm số y = —~-' Khẳng định nào sau 
đây là ĐÚNG: 

A. ĐỒ thị ham số có tiệm cận ngang là y — 

B. ĐỒ thị hàm số có tiệm cạn ngang là x = ~. 

c. Đồ thị có tiệm cận ngang là y = 0 . 

D. Đo thị ham so không có tiệm cận ngang. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo) 


Càu 4: Cho hàm số y = ~Y có đồ thị (Q. Khẳng 
định nào đúng? 

j>- Đườn s tiệm cận ngang của (C) là đường thẳng 
y — 2 

rỉ. Đường tiệm cận đứng của (C) là đường thẳng 
x = l 

c. Đường tiệm cận ngang của (C) là đường thẳng 

D. Đường tiệm cận đứng của (C) là đường thẳng 

(Trích đê thi thử THPT Tiên Du số ĩ) 
t ãu 5: Cho hàm số y = /(x) xác định trên các khoảng 

(ữ;-H») và thỏa mãn lim/(x) = 2. Với giả thiết đó, 

hãy chọn mệnh đe đúng trong các mệnh đề sau? 

\ . Đường thẳng y = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số y = f(x ) 

’*• Đường thẳng X = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị 
hàm SỐ y = /(x) 

c . Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của đồ thị 
hàm số y = f(x) 

n. Đường thẳng X = 2 là tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số y = /(x) 

(Trích "đê thi thử SGD&ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn Thanh Hóa") 

Ciu 6: Đường thẳng y = -1 là đường tiệm cận của 
đồ thị hàm Số: 


A. y = 


-3x + 4 
3 + x 


11. y = 


-x 2 +ĩ 
x + 2 


x + 5 

c y= T~: 
6-x 


D. y = ~ 
x + 2 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh ĩân I) 

Cau 7: Cho hàm số y = ^ . Khẳng định nào sau 

X -9 

đây là ĐÚNG: 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng là X - ±3 

B. ĐỒ thị hàm số có 2 tiệm cận đứng và 1 tiệm cận 
ngang 

c. Đồ thị hàm Số không có tiệm cận 
D. ĐỒ thị hàm Số có 2 tiệm cận đứng và 2 tiệm cận 
ngang. 

(Trích đê thỉ thử THPT Trần Hiêng Đạo) 
Cãu 8: Cho đường cong (c) : y = - + -ệ và M là một 

điem năm trên (c). Giả sử d l ,d 2 tương ứng là các 
khoảng cách từ M đến hai tiệm cận của (c) khi đó 
tích (L Í A Í bằng: 

A.4 B.3 c. 6 D.5 

(Trích đẽ thi thử TTLT ĐH Diệu Hiên - Cãn Thơ) 


LOVEBOOK.VN I 105 


Chu dề 1: Hàm sò và cá c ung dụng của đạo hàm 
Câu 9: Cho hàm số y = /(x) có lim /(x) =3 và 
lim f(x) = -3. Khẳng định nào sau đây là khẳng định 
đúng? 

A. Đồ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
ngang 

B. Đồ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là 
các đường thẳng X = 3 và X = -3 

c. ĐỒ thị hàm số đã cho có hai tiệm cận ngang là 
các đường thẳng y = 3 và y = -3 

D. ĐỒ thị hàm số đã cho không có tiệm cận ngang 
( Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 

Dương ) 

Câu 10: Cho hàm số y = /(x)có lim/(x) = 0 và 
= +CO . Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số y =./(*) không có tiệm cận 
ngang. 

B. ĐỒ thị hàm số y = f{x) có một tiệm cận đứng là 
đưòng thẳng y = 0. 

c. ĐỒ thị hàm số y = /(x ) có một tiệm cận ngang 
là trục hoành. 

D. ĐỒ thị hàm số y = /(x)nằm phía trên trục 
hoành. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh ĩần I) 

Càu 1 1; ĐỒ thị của hàm số y = - — - — - có bao nhiêu 
x 2 +2x-3 

tiệm cận? 

A. 1 B. 0 C.3 D. 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 

Dương) 

Câu 12: Cho hàm số y- ^ x ~\ có đồ thị (c). Mệnh 

đề nào dưới đây sai? 

A. ĐỒ thị (c) có tiệm cận đứng. 

B. ĐỒ thị (c) có tiệm cận đứng và tiệm cận ngang, 
c. ĐỒ thị (c) có tiệm cận ngang. 

D. ĐỒ thị (c) không có tiệm cận. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lan 3) 

Câu 13: ĐỒ thị hàm số y = — — có: 

3 X 2 +X-4 

A. một tiệm cận ngang 

B. một tiệm cận ngang và một tiệm cận đứng 
c. một tiệm cận ngang và hai tiệm cận đứng 
D. hai tiệm cận đứng 

(Trích "đê thi thử Sở GD&ĐT Lâm Đồng; THPTNăng 

Khiêu THCMĨẵn ỉ") 

3*2 _ 2* 

Câu 14: Cho hàm số y = —z — . Khẳng định nào 
X 2 +2x-3 5 

sau đây sai? 


The best or nothing 


A. Hàm số có tiệm cận đứng là X = 1 . 

B. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận đứng là 
x = l; x = —3 

C. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y = 3 . 

D. Đồ thị hàm số có ba đưòng tiệm cận. 

(Trích đê thi thử THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 
^ 3x~l 

Câu 15: ĐỒ thị hàm số V- „ — — — có số đường 

x*-7x+6 6 

tiệm cận là? 

A. 1. B. 2. C. 3. D. 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hông Phong) 
Cảu 16: SỐ đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
x — ì 

y = , là 

X 2 - 3x + 2 

A. 1 B. 2 C. 3 D. 0 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Trỗi - Hà Tinh) 
x + 'j4x ỉ -3 , 


CẰU 17: Cho hàm số y = ■ 


2x + 3 


có đồ thị là (c). 


Gọi m là số tiệm cận của (c) và n là giá trị của 
hàm SỐ tại X = 1 thì tích mn là: 


5 


B* C. 4 

. 15 5 


D.| 

5 


(Trích đê thi thử TTLT ĐH Diệu Hiên - an Thơ) 
Cáu I $: SỐ đường tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
x+1 

y = -p== là: 
yjx 2 +6 

A. 1 B. 0 C.2 D. 3 

. (Trích đê thi thừ THPT Tiên Du SƯ 1) 
J x 2 1 

Càu 19: Cho hàm số y = — — -. Hãy chọn mệnh đề 

đúng trong các mệnh đề sau: 

A. Đồ thị hàm số có tiệm cận ngang là y = -ĩ, có 
tiệm cận đứng là X = 0. 

B. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1 và 

y=-i/ 

c. Đồ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1 và 
y = -1, có tiệm cận đứng là X = 0. 

D. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là y = 1 , có 
tiệm cận đứng là X = 0. 

(Trích “đê thi thử SGD&ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn Thanh Hóa; THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc") 
Câu 20: Cho hàm số y = f(x). Chọn mệnh đề đúng. 

A. Nếu lim/(x) = 0 thì X = 1 là tiệm cận đứng 

B. Nếu ỉim/(x) = -co thì x = -l là tiệm cận đứng 
c. Nếu lim /(x) =1 thì y = 1 là tiệm cận ngang 
D. Nếu ỉim/(x) = l thì y = 1 là tiệm cận ngang 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
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ii»*w/iKãí.^U6a-aíĩj«3«;4a^aMãí‘jiii'»iO!.virtasỉ-: 


Còng Ph,i Toan - lóp 1 2 

Cảu 21: Cho hàm số y = f{x) có Iim/(x) = 2, 

hm/(*)=+co. Khẳng định nào sau đây là khẳng 
định đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
.ngang 

B. Đo thị ham so đã cho có hai tiệm cận ngang phân 
biệt 

c. ĐỒ thị hàm số đã cho có đúng một tiệm cận 
ngang là đường thẳng X = 2 

o. Đo thị ham so đã cho không có tiệm cận ngang 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 
Cà u 22: SỐ đường tiệm cận của đồ thị hàm số 

y--*" 1 - 

'Jx z +x+2 

A.o B. 1 (. . 2 3 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đinh Chiểu) 
Cáu 23: Đồ thị hàm số nào dưới đây có đúng hai 
đường tiệm cận ngang? 


c 

II 

ỉ) 

H N- 2 

' H+2 

X + 1 

y=JEE 

X + 1 

D.y = #5 

X -2 


(Trích đễ thi thử THPT Lương ThểVinh lăn 1) 
Cú: 24: Đường thẳng X = 1 là tiệm cận đứng của đồ 
thị hàm số nào sau đây? 


_2x 2 +3x + 2 


n 2x~2 

Í5. y = __± 

x + 2 


c»-|±ĩ 


y -ĩ T. v = ~ 

l~ x 1+x 

(Trích đê thi thử THPT Nhã Nam - Bắc Giang) 

Cà u 25: ĐỒ thị hàm số y = * có bao nhiêu đường 

Vx 2 -1 

tiệm cận ngang: 

A - 0 B. 1 c. 2 D. 3 

( Trích đê thi thử THPT chuyên Amsterdam - Hà Nội) 

Cáu 26: Hỏi đồ thị hàm số y = ỷ 2 + 2 có tất cả bao 
v2x + l -X 

nhiêu tiệm cận (gồm tiệm cận đứng và tiệm cận 
ngang)? 

A - 1 B. 4 c. 3 D. 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lân 3) 
Cau 27: Tìm số đ ưòng tiệm cận của đồ thị hàm số hàm 

x-2 

A - h B- 2. C. 0. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 


-Ngọc Huyền L6 

CÙI 28: Ti m tất cả c ác tiệm cận đứng của đồ thị hàm 

ctt 1 

X 3 +1 

A . Đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng 

B. X = 1 

c. x = 0 

D. X = -1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP lãn 2) 
Câu 29: Cho hàm SỐ y = ~~ . Đồ thị hàm số có 
mấy tiệm cận? 

A.l B.0 C.2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 
Cà u 30: ĐỒ thị hàm số nào dưới đây không có tiệm cận 
ngang? 

A. y = x + Vx 2 -l B. y = — — 

x-1 

c. y - x+2 n V- x+2 

X ~ 1 y x 2 -l 

_ (Trkk đẽ thi thử THPT chuyên KHTN) 
Câu 3 i. SỐ tiệm cận ngang của đồ thị hàm số 
x 

ỵ= 4Ỉ7ĩ 

A- 0. B. 1. c. 2. D. 3. 

(Trích đề thi thử THPT chuyền KHTN lan 3) 
CẦịế 32: Các đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
-4x + 5 . , . 

y - Yx+i' tạ0 với hai trục toạ một hình chữ nhật 

có diện tích bằng 

A. 1. B. 2. C. 3. D. ị . 

2 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lăn 7) 

Cnu 33: Đô' thi. cua ham số nao sau đây co' ba đường 
tiệm cận? 

A. y=- * . B.y = —ệ- 

4xỹ- 4 X 2 -3x+ 2 

Cy -x Ể t ì - D -y=ỉ~- 

x 2 -2x-3 y 2x-l 

(Trích đê thi thừ THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 

Càu 34: Cho hàm số y = — 2x ~ 3 . Đồ thị hàm số 

Vx 2 -2x-3 

có bao nhiêu tiệm cận? 

A-2. B. 3. c. 4. D. 5. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 

Cau 35: Đo thị ham so nào sau đây có 1 đường tiệm 
cận. 

A. y = Vx 2 -4x + 10+x B. y = í— ^ 


r -1 

c. y = — - 

X 


x+1 

X 2 +X + 1 


D -y=-r^ 

X -4 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn I) 
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Chủ đề 1 : Hàm sô và các úng dụng của dạo hàm 
Cáu 36: Cho hàm số y = f(x) có bảng biến thiên như 
sau. Khẳng định nào dưới đây là đúng? 


X 

; -CO 

1 

+00 Ị 

I y' 

+ 

+ 

y 

+CO 


^ 2 Ị 


2 

-00 

1 

i 

A. Hàm số có tiệm cận đứng là y = 1. 

B. Hàm số không có cực trị. 


c. Hàm số có tiệm cận ngang là X = 2. 

D. Hàm số đồng biến trên 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Amsterdam HN) 
Dạng 2: Bài toán liên quan đến tiệm cận 
cùa đô thị hàm sò chứa tham số. 


^ X "H 1. 

Cảu 37: Cho hàm số: y = - 1 - -. Tìm tất cả các 

y x 2 -2mx + 4: 

giá trị của tham số m để đồ thị hàm số có ba đường 
tiệm cận. 

A. h; 2 B. 

m>2 

\m>2 

c.i m< - 2 D.m>2 

5 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn ) 

Cáu 38: Cho hàm số: y = — T— r- Đồ thị hàm số 
x+3n + l 

nhận trục hoành và trục tung làm tiệm cận ngang và 
tiệm cận đứng. Khi đó tổng m + n bằng: 


m<-2 

5 

m*~ 


1 ..1 2 

A. -i . B. 4 c. ị D.o 
3 3 3 

(Trích đê thi thứ THPT chuyên Bắc Cạn; THPT chuyên 

Mặt Trăng") 

Cáu 39: Cho hàm số y = — - — - . Tìm tất cả các 

mx 2 - 2x+3 

giá trị của m để đồ thị hàm số có ba đường tiệm cận 


m*0 


í 1 

m*~l 

B. • 


1 


m* 0 

m< — 

3 

r 



m*0 


ịm* 0 

m*- 1 

D. - 

L<ỉ 

1 

m< — 

5 


[ 3 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Mặt Trăng) 


The best or nothing 


Càu 40: Cho hàm số y = - 


x + 3 


. Tìm tất cả các giá 


x z +4x+m 

trị của m đế đồ thị hàm số có ba tiệm cận? 

A. m > 4 và m * 3 . B. m < 4 . 

. C. m < 4 và m * 3 . D. me . 

(Trích đê thi thủ THPT Công Nghiệp - Hòa Bình) 

Câu 41: Tun tất cả giá trị của m sao cho đồ thị hàm số 

yỊmx 2 +3mx+ĩ 4.. 

y = — có ba tiệm cận. 


x+2 

A. 0<m<Ậ. 

2 

c. m<0. 


B. 0<m<r- 
2 

D. m>ị. 

2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hõng Phong) 
Câu 42: Tìm tập hợp tất cả các giá trị thực của tham số 

m để đồ thị hàm số y = — - - ™ có đúng hai đường 

tiệm cận. 

A. (-oo;+oo)\|lỊ. B. (-oo;+oo)\{-l;0} . 

c. (-<x>;+a>), D. (- 00 ; + co) \ {o} . 

(Trích đê thi thử TtìPT Chuyên Lê Hông Phong) 


Câu 43: Tim m đế hàm số y = 


mx-1 

x-m 


có tiệm cận 


đứng. 

A. míỊ- l;l}. 

c. m*- 1 . 


B. m * 1. 

c. m*-\. D. không có m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lăn 3) 

Cáu 45: Biết đồ thị y = - 7 ^ — — — có đường 

x l +x-h 

tiệm cận đứng là X = 1 và đường tiệm cận ngang là 
y = 0. Tính a+2ỉ>. 

A.6 B. 7 c. 8 D.10 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu íân 2) 
Càu 46: Tun tất cá các giá trị thực của tham số m sao 

cho đồ thị của hàm số y = — ~ — có hai đường 

X +4 x+m 


tiệm cận đứng. 
A. m<A 
m<4 


B. m >4 

cí’ <4 r D. m > -5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 

Câu 47: Tun m đề đồ thị hàm số y = -r—~- ■ 2 - có 2 

X -2 x+m 

tiệm cận đứng 

A. m<lvàm^-8 B. m^lvàm^-8 

c. m > 1 và OT -8 D. m > 1 


(Trích "đê thi thử SGD&ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn Thanh Hóa") 
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Câu 48: Giá tri của m đế tiệm cận đứng của đồ thị hàm 
2x + l 

đi qua điểm M( 2; 3) là: 


SỐ y s 


x + m 


A.o 


~ đi qua điểm M( 2;3) là: 

B --2 C.2 D.3 

(7ricfc <£? thi thử THPT Nhã Nam - Bắc Giang) 

Càu 49: Cho hàm số y = — Đế đồ thị hàm 
x-m 

số không có tiệm cận đứng thì các giá trị của tham số 
m là: 

A - m = 0 B. m = 0;m = l 

^_ m = 1 D. Không tồn tại m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Amsterảam - Hà Nội) 
Câu 50: Cho hàm số y = f(x) xác định trên ' \ {-1} , 

liên tục trên các khoảng xác định cùa nó và có bảng 
bien thiên như hình vẽ: 

1 

”0 



Khẳng định nào sau đầy là đúng? 

A. ĐỒ thị hàm số có 3 tiệm cận. 

B. Phương trinh f(x) = m có 3 nghiệm thực phân 
biệt thì me(l;2). 

c. Giá trị lớn nhất của hàm số là 2. 

D. Hàm số đồng biến trên (-00; 1). 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 51: Cho hàm số y = f(x) xác định, liên tục trên 
* \ {2} và có báng biến thiên: 




\x 

- CO 1 2+00 

1 y' 

: J 

- 

_ 

í y 

1 

, 5 

2 / 

-3 

4 v 

^ -00 : 


Khăng định nào sau đây là khẳng định sai? 

A. Giá trị cực đại của hàm số bằng 5 

B. Đo thị hàm so đã cho có đúng hai tiệm cận 

c. Phương trinh /(*)-! = 0 có đúng hai nghiệm 


thực 


D. Giá trị lớn nhất của hàm số trên khoảng (0;2) 
bằng 5 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 


Càu 52: Cho hàm số y = ~. Tìm & để đồ thị 


bx-2 

hàm số có X = 1 là tiệm cận đúng và y = ị là tiệm cận 
ngang. 


Ngọc Huyền LB 
A. a — — 1; b = -2. B. fl = l; b --2. 

c.a = -l;& = 2. D. a = 4 ; b = 4. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 

X 2 -6x + m 


Cáu 53: Tìm m để đồ thị hàm số y = - 


không có tiệm cận đứng? 

r m = 0 


4 x-m 


A. m = 2 


B. 


- = 8 Cm = 16 Dm = 1 

(Trích đẽ thi thử THPT Trần Himg Đạo - Ninh Bình) 
Câu 54: Cho hàm số y = m ■ Vói giá trị nào của 

m thì đường tiệm cận đứng, tiệm cận ngang của đồ 
thị hàm SỐ cùng hai trục tọa độ tạo thành một hình 
chữ nhật có diện tích bằng 8. 

A. m = ±2 B. m = ±4 c. m = 4 D. m = 2 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 

Câu 55: Cho hàm số y = — • Đế đồ thị hàm 

SỐ không có tiệm cận đứng thì các giá trị của tham số 
m là: 


A. m = 0 

c. W = 1 


B. m = 0; m = l 
D. Không tồn tại m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hà Nội Amsterđam) 
Câu 56: Tim tất cả các giá trị thực cùa tham số m sao 

cho đồ thị hàm số y = có đúng một tiệm 

X +mx+m 

cận đứng. 

A. Không có giá trị thực nào của tham số m thỏa 
mãn yêu cầu đề bài 

B. 0 < m < 4 hoặc m = -ậ 

3 


c. m e|0;4;~í 
D. m < 0 hoặc m > 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Thị Minh Khai) 
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Chủ đề 1: Hàm sô' và các úng dụng của dạo hàm 


Hướng dẫn giải chi tiết 


Dạng 1: Bài toán liên quan đến tiệm cận của đò thị hàm số không chứa tham số. 
r-x í .. Án diine đinh nehĩa về tiêm cận nga 


Câu 1: Dáp án B. 

Dễ thấy tại X = 1 hàm số không xác định nên B là 
khẳng định sai. 

Cáu 2: Đáp án D. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm SỐ có hai tiệm cận ngang là y = -1 và y = 2. 

Câu 3: Đáp an c. 

Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức từ số nhò 
hơn bậc cùa đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

Câu 4: Đáp án A. 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên 
có' một tiệm cận ngang là y = 2 và một tiệm cận đứng 

là X — 1. 

Càu 5: Đáp án c. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm SỐ có tiệm cận ngang là y = 2. 

Câu 6: Đap án c 

Phương án A. Sai: Vì là hàm số phân thức bậc nhất trên 
bậc nhất nên có một tiệm cận ngang là y = ệ = -3. 

Phương án B. Sai: Vì là hàm số phân thức có bậc của 
đa thức tử số lớn hơn bậc của đa thức mẫu số nên 
không có tiệm cận ngang. 

Phương án c. Đúng: Tương tự phương án A, hàm số 
có một tiệm cận ngang là y = -1. 

Phương án D. Sai: Vì hàm số phân thức có bậc của đa 
thức tử số nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một 
tiệm cận ngang là y = 0. 

Câu 7: Đáp án c. 

Giải phương trinh: X 2 - 9 = 0 o 


x = 3 
X = -3 


Ta thấy tại x = 3 hoặc x = -3, đa thức của từ số 
không xác định nên đồ thị hàm số không có tiệm cận 
đứng. 

Câu 8: Đáp án D. 

Áp dụng công thức ta có: 


44 = 


£ 

1 

A 


2.(-l)-3.1 

1 c 2 


l 2 


= 5 


Cáu 9: Đáp án c. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm SỐ có hai tiệm cận ngang là y = 3 và y = -3. 

Câu XO: Đáp án c. 


Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra đồ thị 
hàm số có một tiệm cận ngang là trục hoành. 

Cáu XI: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức' có bậc của đa thức tử số 
nhò hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngàng lậ y = 0. 

[ X = 1 

-Giải phương trinh: ar +2x-3 = 0 o x _ 2 

Tathấy với X = 1 hoặc x = -3 thì X+1*0, do vậy đồ 
thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đứng là đường thẳng 
X = -3 và X = 1. 

Càu 12: Đãp án D. 

ĐỒ thị hàm số trên có hai đường tiệm cận, do vậy ta 
chọnD. 

Càu 13: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tử số 
nhò hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

, „ n -1±\ỊĨ7 

- Giải phương trình: X +X-4 = 0 o X - 

-Ì-Vữ 

Ta thấy với X = ■ ■ — — hoặc X - 


2 

-1+VĨ7 


thì 


2 2 
2x-3*0, do vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận 
-1-^7 . .. -1 + 4Ĩ7 

đứng là đường thăng X = — -ị— vá X - — Ỹ • 

Cảu 14: Đáp án A. 

- Đây là hàm số phân thức bậc hai trên bậc nhất nên 
có một tiệm cận ngang là y = 3. 

, r X=1 

- Giải phương trình: X +2x-3 = 0« x = _ 2 > 

Ta thấy phương trình 3x 2 -3x + 1 = 0 vô nghiệm, do 
vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đứng là đường 
thẳng X = 1 và X = -3. 

Càu 15: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức từ số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

j"x = l 

-Giải phương trình: X -7x + 6 = 0o ^ ^ 

Ta thấy với X = 1 hoặc x = 6 thì 3x-l*0, do vậy đồ 
thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận đứng là đường thăng 

X = 1 và X = 6. 

Câu 16: Đáp án B. 
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- Tương tự câu 15, đồ thị hàm số có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

* Giải phương trình: X 2 -3x + 2 = 0 o * = 1 . 

' l x = 2 

Ta thấy với x-1 thì X-1=0, đo vậy X = 1 không 

phải là phương trình đường tiệm cận đứng của đồ thị 
hàm số đã cho. 

Do vậy đồ thị hàm số đã cho chi có một tiệm cận đứng 
là đường thẳng X = 2 và một tiệm cận ngang là 
đưòng thẳng y = 0. 

Câu 17: Đáp án A. 

- Ta có: 

~~ 2x+3 2 + — ~ 2 2 

X 

2x+3 2+ 3 2 2 

X 

h;'irr> crt c 1 lia « 


lim y = lim 

x-t-a, 


Vậy đồ thị hàm số đã cho có 2 tiệm cận ngang là 
,4 3 1 


đường thẳng y = l và y = ~I. 


■ Điều kiện xác định của hàm số là: I 


*,-! 

2 

»4 

2 


*<- 


£ 


Ta có: lim y= lim £±^ZH = +C0 


ĩ 4 ìr 2 * +3 

Um v= = ^ 

K-ỉ) K-iI 2x+3 

Đồ thị hàm số đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường 


thẳng x~-~ =>m= 3. 


-Tại X = 1 thì y = 

Vậy m.« = 3.| = ị. 

5 5 

Câu 18: Đáp án c. 
Ta có: 


lim y = lim ■ 


l + Vĩl 2 -3 2 


2.1 + 3 


■ = — =>n = ~. 
5 5 


= lim 


lỊmy = lim-^L = li m 


1+1 

X 

4 

1+1 


=1 


-./ 1+4 


: = -l 


Ngọc Huyền LB 

Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 1 và y = -1. 

Câu 19: Đáp án B. 

- Ta có: 


Jjĩ 1 

Umy = lim — — - = lim • 


*-»■*« 1 -»+® 


= 1 


J x Z_1 
Um y = lim— — i = lim 

x-+-*> x~^~a> Y r _ k _ a . 


-. 1 --^ 


=-1 


Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 1 và y = -1. 

' X>1 
X<-1 


- Điều kiện xác định của hàm số là: 


Do vậy, X = 0 không phải là phương trình đường 
tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đã cho. 

Cáu 20: Đáp án C. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận đứng và tiệm cận 
ngang nên suy ra mệnh đề c là mệnh đe đúng. 

Càu 21: Đáp án A. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận ngang suy ra 
phương án A là khẳng định đúng. 

rỉn Tí. í~ 


Câu 22: Đáp án c. 
- Ta có: 


lịm y = lim - r ỉ x ~ 1 = = lim 


2-í 




'Jx 2 +x + 2 


== = 2 


2x—l 

Umy = lim — _ lim . 


*-*«• / 1 2 
/l+*ì + ' 

X X L 

2-1 
X 

r 1 , 2 

-Jl + - + -r 


= ~2 


°Jx 2 +x+2 

Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 

y = 2 vày=- 2 . 

- Giải phương trình: yfx 2 +x+ 2 = 0 =>X€0 
Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng. 

Cáu 23: Đáp án B. 

Phương án A. Sai: 


Vì: lim^S—Llim 


• = 1 


*-**” |x| + 2 *-**» 1+ 2 


^^~~x tt 44 

lịm -p = lim —ĩ — = 1 

M+2 *-»-» , 2 

I I -1 + - 


Vạy đo thị hàm số y — rá 1 hệm cận ngang là 

đường thẳng y = 1 . 

Phương án B. Đúng: Vì 
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Chủ dẻ 1: Hàm số và các ứng (lựng của dạo hàm 


The best or noihing 


\x\-2 

lim LJ — - = lim 

X-»-KO x + l X-**0 ^ 1 


1-1 

— 2- = lvà 


x-2 


1 + - 
X 

-ĩ-ị 

lim - ' = lim — rp- = -1 

*-*-* x+1 J + 1 

X 

„ \x\-2 

Vậy đồ thị hàm số y = — 

đường thẳng y = 1 và y = -1. 
Phương án c. Sai: 

Jị-X 2 

Vì: lim — - không tồn tại. 


có 2 tiệm cận ngang là 


*-*+• x + 1 

sĩĩ^? 


lim- 
*-*-• x+1 


không tồn tại. 


Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận ngang. 
Phương án D. Sai: 


Vì: lim y* +2 = lim ^ 


1 . 2 
X V 


= 0 


|xị-2 1 _2 

X 

lim tẸ-Ặ không tồn tại. 

|x| — 2 

Vậy đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là y = 0. 

Càu 24: Đop án c 

Xét đa thức mẫu số của các hàm số ta thấy chi có đáp 
án c là với X = 1 thi mẫu số bằng 0 và tử số khác 0. 
Câu 25: Đáp án c 


X— >— CO 



Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 1 và y = -1. 

Càu 26: Dáp án D. 

- Ta có: 


M 


3+- 


.. V 3 x 2 +2 

Um y = lim -=== — - = lim 
***• M4 ®V2x + l-x *-"• /2 + _L_ 1 

X X 2 


ỉ-s 


lim y = lim — ■ không tồn tại. 


X-*-» 


'•ĩĩx + ĩ-x 

Vậy đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thăng 

y = s 

- Giải phương trình: -J2x+Ĩ-X = 0 
Điều kiện xác định: x -~2 


PTo V2x+1 = X o J ^ 0 , 
[2x+l = x 


í x>0 
Ịx 2 -2x-l = 0 


: = JĨ + 1 


Ta thấy với X = •&-+! thì -J3x 2 +2*0, do vậy đồ thị 
hàm SỐ đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường thẳng 

X = yỊĨ+l. 

Cáu 27: Đáp án D. 

- Ta có: 


\Ịx 2 +2x 

lim y = lim — — — = lim 


1+Ị 

X 


X-++« X-++CO 


x-2 


^ 2 
X 


= 1 


yjx 2 + 2x , 

lim y = lim — — - — — = lim 


' 1+1 

X 


*-**■ x-2 


1 2 
X 


= -l 


- Điều kiện xác định: 


Vậy đồ thị hàm Số cộ 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = l và y = -l. 

" x>0 
X < -2 
x*2 

Giải phương trình: x-2 = 0ox = 2 

Ta thấy vói X = 2 thì 4x 2 +2x 5* 0, do vậy đồ thị hàm 

SỐ đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường thẳng X = 2. 

Cáu 28: Đáp ân f). 

Giải phương trình: X 3 + 1 = 0 <=> X = -1 
Ta thấy với X = -1 thì 1-Vx 2 +X+1 * 0, do vậy đồ 
thị hàm số đã cho có 1 tiệm cận đứng là đường thẳng 
X = -1. 

Càu 29 : Đáp ân c. 

- Ta có: 


,. .. Vx 2 -4 1: _ 

limy = lim— — — = Um 


ì- 


X 2 




x-1 


x->+® 1 1 

X 


=1 


.. Vx 2 -4 ... 

lim y = lim — — — = lim - 

X — 1 


'1- 


1-Ị 

X 


- = -l 


Vậy đường thẳng hàm số có 2 tiệm cận ngang là 

đường thẳng y = 1 và y = - 1. 

x>2 

- Điều kiện xác định: < 2 

Giải phương trình: x-1 = 0 <=> X = 1 

Ta thấy với X = 1 thì đa thức của tử số không xác định 

nên không tồn tại lim y. 

x-*3* 

Vậy đồ thị hàm số không có tiệm cận đứng. 

Câu 30: Đáp án A. 

Ta có: lim y = +<o; Um y = -co . 
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Vạy đo thị ham so không có tiệm cận ngang. 

Câu 31: Đáp ãii c. 

- Ta có: 

- - = llTTầ ^ 


■ỉki 


= lim 


r=l 


*♦? 


lim y = — = lim —ịL 

™ r 1 


=-1 


1+7 

Vậy đường thẳng hàm số có 2 tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 1 và y = -1. 

- Giải phưong trình: V* 2 +1=0 =>xe0 
Vậy hàm số không có tiệm cận đứng. 

Chu 32: Đáp in c. 

Diện tích của hình chữ nhật tạo bời các đường tiệm 
cận của đồ thị hàm số và 2 trục tọa độ chính là tích 
khoang cách từ gốc tọa độ đến 2 đường tiệm cận của 
đồ thị hàm số. 


Vậy s = 


- ỉ 

c c 


= 3. 


Cảu 33: i.hip án B. 

Phương án A. Sai vì: 


- Ta có: lịm y = lim - * , = lim -=! 

lim y = Um - = = Um — =1 

—77^1 — r 


l -7 


r = l 




: = -ĩ 


=> ĐỒ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = lvày=-l. 

' X = 2 


- Giải phương trình: sỊx 1 -4 = 0o 


x = -2 


Ta thấy với X - 2 hoặc X = -2 thi X ít 0 , do vậy x = 2 
và * = -2 là 2 phương trình đường tiệm cận đứng của 
đồ thị hàm số. 

Vạy đo thị ham so có 4 đưòng tiệm cận. 

Phưcmg án B. Đúng vì: 


- Ta có: lim y = lim — 


£ 


ễ 

-■ * =0 


2 „ - = lim — - — — 
x 2 ~3x + 2 *-*«, 3. 2 
1 -— + —■ 
X X 


lịmy = lim- 


4~x 


không tồn tại. 


z -~° *-»- i x 2 -3*+2 

=> Đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng 

y = 0 . 

- Giải phương trình: X 2 -3x + 2 = 0o\ x ~ 1 

[x = 2 


x = -l 
x = 3 


Ngyi. Hu\ én i.B 

Ta thấy vói X = 1 hoặc x = 2 thì ýx dò vậy X = 1 

và * = 2 là 2 phương trình đường tiệm cận đứng của 
đồ thị hàm số. 

Vậy đồ thị hàm số có 3 đường tiệm cận. 

Phương án c. Sai vì: 

- Tương tự câu B, đồ thị hàm số có 1 tiệm cận ngang 
là đường thẳng y = 0. 

- Giải phương trình: X 2 -2x-3 = flo 

Ta thấy với X=1 thì đa thức tử số không xác định và 

với x = 3 thì 7**0 nên đồ thị hàm số có 1 tiệm cận 
đứng là đường thẳng X = 3. 

Vậy đo thị ham số có 2 đường tiệm cận. 

Phương án D. Sai vì đây là hàm phân thức bậc nhất 
trên bậc nhất nên đều có 1 tiệm cận đứng và 1 tiệm 
cận ngang. 


* Ta có: lim y = Um -■ 3 = Um 


2_3 

lini y = lim — ~ X — 3 — - Um — x = -2 



Vậy đồ thị hàm số có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng 
y = 2 và y = -2. 

- Giải phương trình: 4x 2 -2x-3 =0 


x = -l 
x = 3 


Ta thấy vói x = -ì hoặc x = 3 thì 2x-3*0, do vậy 
x = ~l và X ~3 là 2 đường tiệm cận đứng cúa đồ thị 
hàm SỐ. 

Cáu 35: Đáp ân A. 

Phương án A. Ta có: 

y = ■'/?- 4x + 10+r = - 

JJI I ■> : 7T 

-X 


: + = _-4x + 10_ 

^-Ax+10-x 4x+ĩũ-} 


lim y = Ịim(7x*-4x+10 +x) = -wo 


lim y — lim - f __ . _ — = lim — - x — — = 2 

‘-^te-ếx+io-x —_rpộ_ 1 

Vậy đồ thị hàm số có 1 đường tiệm cận ngang ỉà 
đường thẳng y = 2. 

Càu 36: Đáp án B. 


, , 10 
-4 + — 
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The bcst or nothing 


Chù đề 1 : Hàm số vã các úng dụng cùa dạo hàm 


Áp dụng định nghĩa, đồ thị hàm so có một tiẹm cạn 
đứng là đường thẳng x=l, một tiệm cận ngang là 
đường thẳng y = 2. 

Dạng 2: Bài toán liên quan đến tiệm cận của 
Cáu 37: Đáp án c. 

- Đây là hàm số phân thức có bậc của đa thức tử số 
nhỏ hơn bậc của đa thức mẫu số nên có một tiệm cận 
ngang là y = 0. 

- Đề đồ thị hàm số có 3 đường tiệm cận thì đồ thị hàm 
số phải có 2 tiệm cận đứng hay phương trình 
X 2 - 2mx + 4 = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác -1 

A’>0 

(-l) 2 -2.m.(-l) + 4*0 

m>2 
\m<-2 


Hằm số đồng biên trên 5 \ {l} . 

đô thị hàm số chứa tham số. 

V mx 2 + 3mx + 1 

lim y = lim — — r ™ 

x-»« x+2 r "*“ > 


<=> 


fìĩ 2 —4 > 0 
l+2m+4*0 


5 

m * 2 


Cáu 3S: Đáp Án A. 

Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên đồ 
thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng y = m, 
1 tiệm cận đứng là đường thẳng x--3n -ĩ. 

Để đồ thị hàm số nhận trục hoành và trục tung làm 
tiệm cận ngang và tiệm cận đứng thì 

w=n ím- 0 
m = u 

-3n-l = 0 


<=>{ 1 =$m+n = -ị 

r 3 3 


Càu 39: Đáp ãn A. 

Tương tự câu 37, đế đồ thị hàm số có 3 đường tiệm 
cận thì đồ thị hàm số phải có 2 tiệm cận đứng hay 
phương trình mx 1 - 2x - 3 = 0 là phương trình bậc hai 
có 2 nghiệm phân biệt 5É 1 

m* 0 

. 1 

m< -T 
3 

m *- 1 
e 

Câu 40: Đáp án c. 

Tương tự câu 37, để đồ thị hàm số có 3 đường tiệm 
cận thì đồ thị hàm số phải có 2 tiệm cận đứng hay 
phương trình X 2 + 4x + m = 0 có 2 nghiệm phân biệt 
5É —3 

m< 4 
m* 3 



m*0 

m* 0 

o 

A' > 0 

l-3m>0<=X4> 


m-2+3^ 0 

m+1* 0 


<=> 


A'>0 

(-3} 2 +4.(-3)+m*0 

Càu 41; Đáp án A. 

- Ta có: 


<=> 


4-m>0 

9-12+m*0 


... . 3m , 1 

m + — + — 7 
X X 


1+ ị 


'imx 2 +3mx + l _ 

lim v = lim — Ịi®' 

- - - 3 x-+-m X + 2 *-*-* 


, , 3m 1 
\m + — + -r 

X X 


u ề 

- Giải phương trình: x + 2 = 0<=>x = -2. 

Vậy để đồ thị hàm số có 3 tiệm cận thì đồ thị hàm số 

phải có 2 tiệm cận ngang là đường thẳng y = 'Im và 
y - và 1 tiệm cận đứng là đường thẳng x = -2 

m> 0 

(-2) 2 .m + 3.(~2).m + l>0 


o 


m> 0 

mx 2 +3mx+l>0 


<=> 


- ím> 0 - 

m> >0ol i<=>0<m<- 
[4m-6m+l l m< 2 2 

Cáu 42: o.ip án A. 

-Ta có: 

ịĩ_m 

= lim ^=ltali-£ = 0 

*-*«• X — 1 , 1 


limy = lị m 


1 -- 
X 


lim y = lim - m - không tồn tại. 
x-ĩ 

Vậy đồ thị hàm số có một tiệm cận ngang là đường 
thẳng y = 0. 

- Giải phương trình: x-1 = 0 <=> X = 1 
Đế đồ thị hàm số có đúng 2 đường tiệm cận thi đồ thị 
hàm SỐ phải có 1 tiệm cận đứng o x-1 là phương 
trình đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm số 

khi X = 1 oraí 1 

Vậy me(-a>;-Ko)\|l]. 

Càu 43: Đáp án A. 

Giải phương trình: x-m ~ 0 <=> X = m . 

Để đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng thì đường thăng 
x = m phải là đường tiệm cận đứng của đồ thị hàm 

_ Ạ» 

so 

omx-l*0 khi x = m om 2 -1*0 


o 1 o m Ể {— l;l}. 

|m * -1 

Câu 45: Đáp án c. 
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Đây là hàm số phân thức bậc hai trên bậc hai nên đồ 
thị hàm số có 1 tiệm cận ngang íà đường thẳng 

y = a-2b =>a-2b = 0 (l) 

ĐỒ thị hàm số có đường tiệm cận đứng là đường 
x = ĩ 

PT x z +x-b = 0 có 1 nghiêm X = 1 


Ngọc Huvến LB 


<=> 


(fl - 2b)x 2 + bx+ĩ 0 khix = l 


2-b = 0 

[a-2b + b + l*0 
TO (1)^(2)^:* 
Vậy a+2b = 4+2.2 = 8. 


b = 2 


M 


Vậy a+2b = 4+2.2 = 8. 

Càu 46: Đáp .in c. 

ĐỒ thị ham số có 2 đường tiệm cận đứng 

<=> PT X 2 +ịx + m = 0 có 2 nghiệm phân biệt * 1 

o- A,>0 o{ 4-m>0 <z>í m<4 

[l+4 + ttỉ*0 Ịm + S^O^Ịm^-S 

c ãi; 47: Đáp Án A. 

Giải phương trình: * 2 +*-2 = 0 <=> X = 1 

L*-“2 

Đo thị ham so có 2 đường tiệm cận đứng 
° PT X 1 -2x +-m = 0 có 2 nghiệm phân biệt khác 1 và 2 


<=> 


A' > 0 

1-2 + m *0 


1-m >0 
m* 1 <=> 
m*-8 


m< 1 
mí- 8 


(-2) 2 -2.(-2) + m*0 

Câu 45: Đáp án c. 

Đây là hàm số phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên 
đồ thị hàm số cỏ 1 tiệm cận đứng là đường thẳng 
x = -m. 

Đế tiệm cận đứng của đồ thị hàm số đi qua điểm 
M (2;3) thì -m = 2 o m = -2. 

Câu 49: Đáp án 13. 

Giải phương trình: x-m = 0ox = m. 

Để đồ thị hàm số có tiệm cận đứng thì phương trinh 
2* 2 -3x-m = 0 có 1 nghiệm x-m 

» 2 m 2 - 3 m + m = 0o2m ỉ -2m = 0 

<=> 2m(m-l) = Ũo = 0 

' |_m = 1 

Câu 50: Dáp án B. 


* A P dl = m g định nghĩa về tiệm cận, ta thấy đồ thị hàm 
số có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 1; một 
tiệm cận đứng là đường thẳng x = -l. 

- Hàm số không có giá trị lớn nhất. 

- Hàm SỐ đồng biến trên (^o; l) \ Ị-l j . 

Càu 5 í: Đáp .in B. 

Áp dụng định nghĩa về tiệm cận, ta thấy đồ thị hàm 
SỐ có một tiệm cận ngang là đường thẳng y = 2 và 
hai tiệm cận đứng là đường thẳng x = X; X = 2. 

Càu 52: Dúp án !ỉ. 

Đây là hàm phân thức bậc nhất trên bậc nhất nên đồ 

thị hàm số có 1 tiệm cận ngang là đường thẳng y = - 

b 

và 1 tiệm cận đứng là đường thẳng x = - 

b 

2 ! \b = 2 

b 

Càu 53: f)ap án 13 

Giải phương trình: 4ỉ-m = 0or = - 

4 

Đồ thị hàm Số không có tiệm cận đứng 

o PT X 3 — 6x -r m = 0 có 1 nghiệm x = ~ 

4 

°(ĩ) -6-f +ro = 0o^-|m + wí = 0 

64 2 [m = 8 

Càu 54: Đáp án 13. 

+ VỚĨ m = 0 thìy = 0,khiđó không tồn tại tiệm cận. 

+ Với m * 0 : Đây là hàm số phần thức bậc nhất hên 
bậc nhất nên đồ thị hàm số có 1 tiệm cận đứng là 
đường thăng X = 1 và 1 tiệm cận ngang là đường 
thẳng y = 2m. 

Khi đó diện tích tạo bởi 2 đường tiệm cận và 2 trục 
tọa độ là tích khoảng cách từ gốc tọa độ tới hai đường 
tiệm cận 


=> s = ịl.2mị = \2m\ = 8 < 

Cãu 55: (trùng câu 49) 
Câu 56: (trùng VD6) 


2 m =8 
2m = -8 


m = 4 
m~- 4 
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Chủ dể 1 : Hàin số và các ung dụng của dạo hàm The best or noihing 

I.IV. Các dạng đồ thị hàm sô thường gặp. 

1.. Hàm số y = ax : ' + bx 2 + cx + đ (a * o) . . 

Dạng của đồ thị hàm số bậc ba y = í£t 3 +bx 2 + cx + dịa* o) 



C ác két qua dáng chủ ý vè đo thi hàm bàc ba: 

Kết quá 1: Hàm số ỵ = ax 3 + bx 2 + cx+d ( có ì/ = 30^ + 2bx + c ) hoặc là có hai 
điểm cực trị, hoặc là không có điêin cực trị nào. 

+ Hàm SỐ có cực trị o = b 2 - 3ac > 0. 


j + Hàm số không có cực trị o b 2 - 3ac < 0 
Kêt quà 2: ĐỒ thị hàm số bậc ba luôn cắt trục hoành tại ít nhất một điểm. 
Két quà 3: Đồ thị hàm số bậc ba nhận điểm uốn làm tâm đối xứng. 

Lưu ý: Các kít quả trên rất quan trọng trong việc nhận dạng đô thị. 

Các bước nhận biết đồ thị hàm số bậc ba: 



Ta có các bước làm được biểu thị trong sơ đồ sau: 
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iâ&aHisayaKU&^ỉtauscia: 


rw 


COr.g Phá foán i.iíịi ỉ l 


Ngọc Huvến u 


Nhận diện dạng đồ thị hàm bậc ba V = ax' + bx' + cx - d ỵ 
: {a*0) 




ị\ Tính s - b' - 3íic 

i 


/ ■ 

Ị s < 0 thì đồ thị hàm số \ 

i không có điếm cực trị. / 


/ s > 0 thi đồ thị hàm số 

' có hai điếm cực trị. 

\ 


<ỉ > 0 ! 


\a < 0 


rt>0 


'V 


í *\ / * ’ Ị 

; Hàm số đồng 'ị / Hàm số nghịch \ 

í biến trên H / ! biến trên * fị 

J -ÍẰ4 

I 1 V 

I 


! íi < 0 


ị ị /\ 

u / \ » 
\ỷ T 

V 


í ị V V Ị - ì 

Ị 



V i , i ụ Ị: Đường cong ữong hình bên là đồ thị của một hàm số trong bốn hàm số 

được liệt kê ở bốn phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó la hàm số 


nào? 

A. y = -x 2 +X-1 
c. y = x* -X 2 +1 


Đáp án D. 


8. y = -X 3 + 3x + 1 
Đ. y = x 3 - 3x + l 

(Trích đê minh họa íãnl- BGDỜĐT) 


Lời giãi 



Nhận thay đây không phải đồ thị hàm bậc bốn trùng phương, do vậy ta loại 
luôn phương án c. 

Đây cũng không phải parabol nên ta loại A. 

Với B và D: Bình thường ta sẽ tính b 2 - 3 ac và xét, tuy nhiên ở đây ta thấy chỉ 
có hai phương án, hệ số a của X 3 ở hai phương án lại khác nhau, cho nên ở đây 
ta không cần xét b 2 -3 ac mà kết luận luôn đáp án D. 

(Bởi ta thường có mẹo: Nếu b 2 -3ac>0: khi a>0 thì đồ thị dạng chữ N, khi 
a< 0 thì ngược lại). 


Ví dụ 2: Đường cong trong hình bên là đồ thị của hàm số nào sau đây? 

A.y = x ì -3x-l. B. y = -x 3 +3x?+l. 

c.y = x 3 - 3x + ĩ. D. y = -x 3 -3x 2 -1. 

(Trích. đề thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 


Đáp án c. 


Lòi giải 
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Chu đề I : Hàm sô’ và các ứng dựng của dạo hãm 
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ST LDY 1 iP: 

Ta cân chú ý đên giao 
điếm của đồ thị hàm bậc 
ba với trục Ọy từ đó đưa 
ra kết luận về hệ số d. 


Còng Phá Toán - Lóp li r , „ 

í— — 'Ngọc Huỵên LB 

I-6i giải 

1. Do đồ thị hàm số có dạng chữ N và có hai điểm cực tri nên a > 0 ; b 2 -3ac > 0 . 

2. Tiếp theo, hai điểm cực trị của đồ thị hàm số nằm về hai phía của trục Ox, do 

„2 „ c 


vậy Xl x 2 <0o-ị-<0 =>c<0(do ữ>0). 


3. Tiếp theo ta thấy khi x~0 thì y = d > 0 . Từ các kết quả hên ta chọn D. 


Ị 

, y 


v 1 d ụ 5: Đồ thị hàm số ờ hình bên là của hàm số nào dưới đây? 


1 


A. y = -X 3 + 2x + 2 

B. y = -X 3 - X + 2 

Ị 


2 

c. y = -X 3 + 1 

D. y = -X 3 + 2 


o 


ốỊym.TH': 

Ta cần chú ý đến giao 
điểm của đồ thị hàm bậc 
ba vói trục Oy từ đó đưa 
ra kết luận về hệ số d và 
các điếm thuộc đồ thị 
hàm số. 


Lới giái 

Ta loại luôn c bởi theo đồ thị hàm sốthìkhi x = 0 thì y = 2. 

Với các phương án A, B, D ta lần lượt xét: 

Với phương án A: ta có b 2 -3ac = 0 2 - 3.2. (-l) = 6 > 0 (loại) 

Vói B, D ta nhận thấy: 

Với phương án B: b 2 - 3ac = o 2 - 3. (-l) . (— l) = -3 < 0 
Với phương án D: b 2 -3«c = 0 2 -3.(-l).0=0 

Tuy nhiên nhìn vào đồ thị thì ta thấy đồ thị hàm số đi qua điếm (l; l) nên ta 
loại luôn D, do khi X = 1 thi y = 0. 
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Chi) ỏẻ I : Hàm sô và tác ứng dụng cùa dạo hàm 
2. Hàm số y = ax 4 + bx" + c(a o). . 

Dạng của đồ thị hàm số y=í£t 4 +bx 2 +cịa* o) 



a> 0 

ữ<0 

Phương trình y' = 0 
có ba nghiệm phân 
biệt 

y 


y ' 

1^0 

/ \, 

\yó 

A7 


\ 

Phượng trình y ' = 0 
có một nghiệm 

y 

\ 

7 , 


■ 


imn 

/. ° 



Cạc kè Ị quà dáng chú V vò hàm so bậc bọn. trung phư ơng : 


K é t q U .1 1 : Hàm số trùng phương hoặc có ba điểm cực trị khi [ab < o) , hoặc có 
duy nhất một điểm cực trị khi ab > 0 . 

Kết q un 2: Đồ thị của hàm số bậc bốn trùng phương nhận trục tung làm trục 
đối xứng. 

Kết q 11.1 3: Nếu đồ thị của hàm số bậc bốn trùng phương có ba điếm cực trị thì 
ba điểm cực trị này tạo thành một tam giác cân tại đinh thuộc trục tung. 


Kết quà 8: (đọc thêm) Đồ thị của hàm số bậc bốn trùng phương cắt trục hoành 

ab < 0;«c > 0 

tại bốn diểm phân biệt có hoành độ lập thành một cấp số cộng « ị 100 

b - - '~—ac 
9 


Cho hàm số ỵ = ax 3 + bx 2 + cx + d, (a * o) , nhận dạng đồ thị hàm số. 


Ta có các bước làm được biểu thị trong sơ đồ sau: 


LOVEBOOK.VNi 120 













ÃStaa *M!2Sai^v»MMSeì 1 i3 


d 

Ịĩỉ 

1 

rí* 

Ỵi 



:.-5 


ị 


rị 



Cùng Plìá Toán - Lon i2 


Ni; ọc Huvìiíi I. [ỉ 


Nhận diện dạng đồ thị hàm bậc bốn trùng phưong 
Ịỉ = ax* +fer+c / (đ #0) 


Xét a.b 


1 


/ „ 

/ iilì > 0 thì đồ thị hàm số có \ 

1 duy nhất một điếm cực trị. I 




y 


Iì> 0 í 


ị íĩ < 0 


y; 


A_qL / 


V/ 


/ o 


til’ < 0 thì đồ thị hàm số \ 
có ba điếm cực trị. 


v_ 


(?> 0 


ịíỉ < 0 


Ỷ 

y f y ■> 

\ 1 / ÍỶ \ 

véị v ĩ ° V 

Ị 


v : dụ t: Hỏi a và b thôa m ản điều kiện nào đế hàm số ỵ = ax ị +bx 2 +c (a* o) 
có đồ thị dạng như hình bên? 

A. ữ > 0 và b>0. B. ổ>0 và b<0. 

c. Í7 < và ỉ? > 0. D. a<0 và b< 0. 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên N guyễn Quang Diêu) 

Đáp ân 8 ' 



LOVEBOOK.VN i ĩ 21 


The best or nolhing 


STUDYIÌ&. 

Về việc xét các điểm 
trên đồ thị ta nên ưu 
tiên xét điểm có hoành 
độ X = 0 . Khi đó ta dễ 
dàng nhẩm, đồng thời 
việc phân biệt cũng 
nhanh hơn. 


Chủ dề 1 : Hàm sô' và các ứng dụng cua dạo hàm 

Lòi giải 

Theo thứ tự các bước: Ta thấy ab=(- 1).2 =-2 < 0 , từ đây suy ra đồ thị hàm số 
có ba điểm cực trị, mặt khác a = — 1 < 0 nên đo thị ham so có dạng M. Loại B và 

c. 

Ở đây để tìm nhanh nhất thì ta dựa vào y (o) = -1 từ đây ta chọn D. 


3. Hàm số y = — “ (c * 0, ađ - bc * o) 
cx + d v 



Các kết quà d á ng chú V vè hám bàc phạn t hức bôi nhát trén_bàcjứtăt. 


Kết qua 1: Hàm số y = có y' = - rá " luôn đồng biến hoặc nghịch biến 
cx + d (cc + d) 

trên từng khoảng xác định ( hay nói cách khác là đồng biến hoặc nghịch biến 
trên các khoảng 

V 

„ ir , AT ax + b , , , , , . 

Kết quà 2: Hàm số y = — — không cỏ cực trị. 
cx + d 

Kết q ua 3: Đồ thị hàm số y = có đưcmg tiệm cận đứng là đường thẳng 

cx + d 


í <0 


f d \ 

l c) 

và 

l c ) 


á * 

và tiệm cận ngang y = -. 
c 


ax + b 


Kết quà 4: Đồ thị hàm số y = — — - nhận giao điếm ỉ 
n ■ cx + d 


^ d a' 
/ 

c c 


của hai đường 


tiệm cận làm tâm đối xứng. 

Kết quả 5: Tích hai khoảng cách từ một điểm M bất kì thuộc đồ thị hàm số 

_ ax + b đến hai đườn g tì ệ m cận của đồ thị đó là một số không đổi và bằng 
cx + d 

bc-ad 
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Cụng PiìQ í u;sn Liíp i i 


Ngọt Hu vén LB 


-li.UỌVI 1!': 

Vói bài toán nhận diện 
hàm phân thức bậc nhất 
trên bậc nhất thì ta nên 
xét tinh đồng biến 
nghịch biển, và chú ý 
các đưcmg tiệm cận. 


Kết c í íin b - Đườn ỗ thẳng y-mx + n cắt đồ thị hàm số y =^4 tại hai điểm 

cx + d 

phân biệt M, N và cắt hai đường tiệm cận của đồ thị hàm số tại 4 B thì ta có 
MA-MB. 


\ i dụ 7: Đồ thị hình bên là của hàm số: 


A.y = 


3-2x 

x+ì 


Đ.1 ị' ân D 



\ 1 

rị 

y 

\ * 

. \ 

-1 

0: 

• — ■ — > 

*N^ 

y 

/ 

-2 


y= 


1 - 2 * 

x-l 


r- ,._l~2x ..... 1-2* 

'•• y T~r Ĩ X y=—~ 

1-x *+l 

(Trích đê thi thừ THPT Đông Sơn ỉ - Thanh Hóa) 


í oi gi ái 

Nhìn vào đồ thị ta thấy hai nhánh của đồ thị hàm số đều đi xuống, tức là hàm 
SỐ nghịch biến trên từng khoảng xác định =>ad-bc<0.Từ đây ta loại được B. 
Tiếp theo, đồ thị hàm số có tiệm cận đứng X = -1; tiệm cận ngang y = -2, từ 
đây ta loại được A, c. 

v 1 J v S: Hình vẽ bên là đồ thị của hàm số y = . Mệnh đề nào sau đây là 

cx+d 7 

đúng? 

; t 

/ I y 

/ 

ì ! 



A. M<0,o&>0. Ij. ad>0,B&<0. c. 6rf>0,aỉ>0. D. rá<0,ad<0. 

: (Trích đê thi thử TH PT chuyên ĐH Vinh ĩãn ỉ) 

Đáp án 0 


Phấn tích: Đây là bài toán khá tổng quát, việc xác định lời giải của bài này sẽ giúp ta 
kết luận được tư duy nhận dạng nhanh đô thị hàm phân thức bậc nhất ừên bậc nhất. 

Lòi giãi 

Nhận thấy hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định, do đồ thị hàm số đi 
lên cho nên ta kết luận ad-bc>Qoad>bc 


Tiếp theo ta thấy đường tiệm cận đứng X = - - nằm bên trái trục Oy nên 
d 

--<0=>CÍ?>0. 

c 
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The best or nothin; 


Chủ dề !: Hàm sô và các ung dụng cua đạo hàm 


Đường tiệm cận ngang y = - nằm phía trên trục Ox nên ac > 0 . 
c 

fl>0;c>0 

, fl<0;c<0 [a>0 4 ,c>0 4 ,d>0 

Từ đây ta có o ■ 1 

d>0;c>0 [a<0‘,c<0ỉd<0 

d<0;c<0 

Mặt khác đồ thị hàm số cắt trục Oỵ tại điếm có tung độ nhỏ hơn 0 nên bã < 0 . 
Giao của đồ thị hàm số vói trục Ox là một điểm có hoành độ dương nên 

-->0=>flè<0. 

a 

Từ các dữ kiện trên ta thấy b luôn khác dấu vói a, à nên ta chọn B. 


Ví dụ 9: Cho hàm số V = --- - - có đồ thị như hình vẽ: 
cx+d 



Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 


(Trích đê thi thủ Sở GD & ĐT Hà Nội) 


Dãp án c. 

Lời giãi 

Nhận thấy hàm số đồng biến trên từng khoảng xác định nên ad - bc > 0, từ đây 
ta loại D bởi ở phương án D có ad<0;bc>0=>ad-bc<0 . 

Đồ thị hàm số có tiệm cận đứng nằm bên phải trục Oy nên -- < 0 => cd > 0 

c 

=>c,d cùng dấu. 

Tương tự như bài ví dụ 8, ta suy ra ad > 0 . 

Tiếp theo ta thấy đồ thị hàm số cắt trục Ox tại. một điểm có hoành độ dương 

=$-->0<oab<0 =^>b trái dấu với a, ă. 
a 

Tiếp theo đồ thị hàm số cắt trục Oy tại một điếm có tung độ âm nên — < 0 . 

d 

Vậy từ đây ta suy ra b, c ữái dấu. Tức là bc < 0 . Từ đây ta chọn c. 
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The best 0 r nothing 


Chủ để 1 : Hàm sỏ và các ứng dụng cua đạo hàm 



(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 7: ĐỒ thị trong hình bên là của hàm số nào sau 
đây? 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩẵn 2) 
Câu 8: Cho hàm số y = f[x ) có đồ thị (c) như hình 
vẽ. Khẳng định nào sau đây sai? 



A. ĐỒ thị (c) nhận Oy là trục đối xứng 

B. (c) cắt Ox tại 4 điếm phần biệt 
c. Hàm SỐ có 3 điểm cực trị 

D. Hàm số đạt giá trị lớn nhất tại X=±'JĨ 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lân 1) 
Câu 9: Cho hàm số y = f(x) xác định và liên tục trên 

R và có đồ thị là đường cong trong hình vẽ bên dưới. 
Hỏi điếm cực tiểu của đồ thị hàm số y = / (x) là điểm 
nào 



4. x = ~2. B. y = - 2. 

c. M(0;-2). D. N(2;2). 

(Trích đẽ thi thừ THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Cà u 1.0: Đường cong hình dưới là đồ thị của một trong 
bốn hàm số dưới đây. 



Hãy chọn phương án đúng. 

A. y=x 3 +2x-l. B. y=x 1 -x ỉ -l. 

c. y = -x 4 + x 2 - 1. D. y-x* +x 2 -l. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Hà Nam) 
Càu 11: Đường cong trong hình dưới là đồ thị của 
hàm SỐ nào dưới đây? 



A. y = x 3 -6x 2 +9x+4 B. y = x 3 + 6x 2 +9x-4 

c. y = x 3 -6x 2 +9x-4 D. y = x 3 - 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 12: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một 
hàm SỐ ữong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 
án A, B, c, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số nào? 
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Công Phá Toán - LíỉỊ) i '2 


X 

_1 / \ 1 


A. y = x 5 -3x 2 +l B. y=2x 4 -4x 2 +l 

c y = -x 3 + 3^+1 D. y=-2x 4 +4x 2 +l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long ĩẫn ĩ) 
Ciu 13: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một 
trong bốn hàm số được liệt kê bên dưới. Hỏi hàm số 
đó là hàm số nào? 


./:) 


A. y = x 4 +2x 2 + 1 B. y=-x 4 + l 

Cy = x 4 +1 o. y = - x <+2x ỉ + l 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tán 3) 
Câu 14: Trong các hình vẽ sau (Hình 1, Hình 2, Hình 
3, Hình 4), hình nào biểu diễn đồ thị của hàm số 
x+ĩ 


'T 1 



1 

-±Aữl 



Ngọc; H uyền Lỉỉ 

A. Hình 2 B.HÌnhl 

c. Hình 3 D. Hình 4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Scm - Thanh Hóa) 
C.ĨU 15: Cho hàm số f(x) xác định trên t. và có đồ 

thị hàm SỐ y = Ị'[x) là đưcmg cong trong hình bên. 
Mệnh đề nào dưới đây đúng? 


A 

y 

Ị 

1 

/ 

/ 

■2 Ị -1 0 

í 1 

\ 1 Ị2 X 

Ị ị 

í 

\ í 

Ị 

1 

V 


A. Hàm số Ị{x) đồng biến trên khoảng (l;2) 
Hàm SỐ f(x) nghịch biên trên khoảng (0;2) 
c Hàm số /(*) đồng biến ứên khoảng (-2;l) 

D - Hàm số f{x) nghịch biến trên khoảng (-l;l) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình [an 3) 
CSv - 1,v 010 dường cong (r) được vẽ bời nét liền 
trong hình vẽ: 


y 

Ị 


2 ị 

f "\ 

Ị 

'-1 ' 

1 / X 

V 

V 7 


I -2 

I 

i 

í 

Hòi (r) là dạng đồ thị của hàm số nào? 

A - y=H*| í+3 N B. y = |x 3 -3x| 

c. y = x 3 ~3x D. y=|x 3 |-3|x| 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Cảu 17: Cho hàm số y = f(x) có đồ thị y = f'(x) cắt 
trục Ox tại ba điềm có hoành độ a<b<c như hình vẽ. 
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Chii đồ 1: Hàm sô và các líìig dụng của dạo hàm 


The hest ọr nothin; 



Mệnh đề nào dưới đây là đúng? 

A. f(c) > f(a ) > f{b) B. /(c) > f(b) > f(a) 

c - /(«) > f{ b ) > f{ c ) D f( b ) > /W > f( c ) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tan 3) 
Càu lti: Cho hàm số y-ax* +bx 2 +c có đồ thị như 
hình bên. Xác định dấu của a,b,c. 



A. «>0,ỉ>>0,c<0 iỉ. a>0 f b<0,c>0 

c. a> 0 ,b< 0 ,c <0 u fl< 0 ,fc< 0 ,c <0 

(Trích đê thi thủ tạp chí TH&TT lãn 5) 
Càu 1 9: Hình dưới là đồ thị của hàm số nào trong bốn 
hàm số được liệt kê ở bốn phương án A, B, c D sau? 



c. y = X 1 + 2x-3 D. y = - 2x*+3x?-l 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT tân 4) 


Câu 20: Cho hàm số y = /(x) có đồ thị như hình vẽ 
bên, các khẳng định sau khẳng đinh nào là đúng? 



A. Hàm SỐ đạt giá trị nhỏ nhất bằng -1 và đạt giá 
trị lớn nhất bằng 3 

R. ĐỒ thị hàm số có điểm cực tiểu A(-l;-l) và 
điếm cực đại B(l;3) 

c. Hàm SỐ có giá trị cực đại bằng 1 

D. Hàm số đạt cực tiếu tại A(-ĩ;-Ì) và cực đại tại 

B(l;3) 

(Trích đê thi thừ THPT chuyêĩi Lam Sơn) 
C ảu 2 i : Hàm số nào trong các hàm số dưới đây có đồ 
thị phù hợp với hình vẽ bên: 



A. y = x 3 B. y = x* 

c. y = 4x Đ. y = x 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN tân 1) 
Càu 22: Cho hàm s 5 y = ax 3 +bx 2 +CX + d [a * o) có đồ 
thị như hình vẽ dưới đây. Khẳng định nào sau đây về 
dấu của a, b, c, d là đúng nhất? 
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Còng Phá Toán - Lớp 1 2 


3 



i 

1 

í 


! 


ị 


A 

'y 1 

/ ° 

V X 

1 

A. a, d> 0. 

B. a>0, c>0>b. 

c. a, b, c, d> 0. 

Đ. a, d> 0, c<0. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ư Hồng Phong) 

Câu 23: Cho hàm số 

y~f{x) có đồ thị hàm số 

y-f'{x) như hình bên. Biết f(a)> 0, hòi đồ thị hàm 

số y = f(x) cắt trục hoành tại nhiều nhất bao nhiêu 

điếm? 



1 y 


1 / 

7 \ 

1 c 

/-1 > 

‘ x 

/ -1 

\ ■ / 

/ " 3 

.y 

A. 4 điếm. 8. 3 điến 

n. c. 1 điếm. D. 2 điếm. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên tân 2) 

Cáu 24: Đường cong trong hình bên là đồ thị của hàm 

SỐ nào sau đây? 


1 

* , 








MŨ 

mSÊÊm 


1 i 

A. y=x 3 ~ 3x~l. 

B. y = ~x 3 + 3x ĩ + l. 

c. y=x 3 -3x+l. 

D. y^-x 3 - 3 x 2 -1. 


(Trích đẽ thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Nam Định) 
Câu 25: Biết rằng đồ thị hàm số y = X 3 +3x* có dạng 
như sau: 


Ngọc Huyền L8 



Hòi đồ thị hàm số y - ị.r 3 + 3x ĩ ị có bao nhiêu điểm cực 
trị? 

A. 0 . B. 1 . c. 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN HN lân 3) 
Cn! 26; Đường cong trong hình bên là đồ thị của hàm 
SỐ nào trong các hàm số sau? 



A. y*-x* + H. 
c. y=x*-2x 2 +ĩ. D. y=í-x*-2x 2 -l. 

(Trích đê thi thừ THPT Phan Đình Phùng ĩẵn I) 
Cáu 27: Cho ham số y = f{x) có đố thi. như hmh vẽ 
bên. Xác đinh tất ca' các giá tri. cuầ tham số m đế 
phương tríhh \f(x)\ = m cóđuhg 2 nghiêm thực phân 
biệt. 



A. m>4',m = ũ B. 3<m <4 

c. 0<m<3 D. -4<m<0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc ĩân 3) 
Câu 28: Đồ thị sau đây là của hàm số nào? 
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The best or nolhing 


C hù đề 1: Hàm sỏ' vá các úng (lụng cun đạo hàm 



c. y=x 3 +3x 1 -4 D. y = j" 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Cáu 29: Đố thi trong hình bên dưới là một hám số 
trong bôn háìn số đươc liệt kê ờboh phương án A, B, 
c, D dưcồ đây. Hoì ham số đo' la' ham số nao? 


x+1 



n *+ 2 

D. y=z L r 

x-ĩ 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Vĩnh Phúc íãn 3) 
Câu 30: Hình vẽ bên là đồ thị của một hàm trùng 
phương. Giá trị của m để phương trình |/(x)j = m có 


4 nghiệm đôi một khác nhau là: 



A. -3 < m < 1 • B. m = 0 

c. m=0;m=3 D. l<m<3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh ĩẵn I) 
Câu 31: ĐỒ thị sau đây là của hàm số y = X 3 -3x+l. 
Vói giá trị nào của m thì phương trình X 3 -3x-m = 0 
có ba nghiệm phân biệt? 



c. -l<m^3 D. m<- 1 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
„ ax + b 

Cáu 32: Hình vẽ bên là đồ thị cùa hàm số y = 7- 

cx+ã 


Mệnh đề nào sau đây là đúng? 



A. bd<0,ab>0. B. ad>0,ab <0. 

C- bd>0,ad>0- D. ab<0 r ad<0. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH Vinh ĩân Ị) 
t au 33: Hàm số y = -x 4 + 2x z -1 có đồ thị nào ữong 


các đồ thị sau: 




c. 




0 

( 


/ 

\ 

\ 

\ 

« 

B. 

■y 

-1 0 

1 * 

T 

f\ 


D. 


(Trích đê thi thử sở GD &ĐT Lâm Đông) 
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Chu đề 1 : Hàm số và các ung (lụng của dạo hàm 


The best or nothin; 



o 1 

1 Hình 1 



Hình 2 


A. y = |x|-6x 2 +9Ịx| B. y = -x 3 + 6x 2 -9x 
c. y = |x 3 -6x 2 +9x| D. y = |x| 3 +6|x| 2 +9|x| 

(Trích đê thi thử THPT Hai Bà Tnmg) 
Càu 41: Cho hàm số y = f{x) có đồ thị như hình bên. 
Tun tất cả các giá trị của tham số m để phương trình 
f[x) = m- 2 có bốn nghiệm phân biệt. 



A. -4<m<-3 , B. -4 < m < -3 

c. -2<m<-l D. -2<m<-l 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Bắc Ninh) 
Câu 42: Biết đường thẳng y = x + 2 cắt đồ thị hàm số 

_ ^t-1 phân biệt A, B có hoành độ 

x-1 

lần lượt X A , X B . Khi đó X A + x B là: 



A. x A +x B -5. 

B. 

X A + X B 

c. X A +X B = 1. 

D. 

X A +X B 


(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương ĩ) 
Câu 43: Đường cong trong hình bên là đồ thị của một 
hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phưong 
án A, B, c, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số nào? 


Ậ 



A. y = 

c. y= 


x + 2 
x+1 
x-2 
x-1 


n ..- X ~ 2 

B. y=— -T 
x+1 


D. y = 


2x-l 

x-ĩ 


(Trích đê thi thử sở GD & ĐT Bắc Ninh) 
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Công Phá Toán - Lóp 1 2 


Ngọc Huyền 1.0 


Hướng dền giải chi tiết 


c = 0 I c = 0 

12 + 4í) + c = 0 CỈ ’ 1 & = —3 


Câu 2 : Đáp án c. 

Đây là dạng đồ thị của phương trình bậc ba: 
y = x ĩ +bx ĩ +cx+d 

Do hàm số có 2 điểm cực tậ (0;4) và (2;0) và 
y' = 3X 2 + 2bx + c nên ta có: 
y'(o)=o 

/ 14 = 0 °' 

=>ỵ = x 3 ~3 x 2 +d 

ĐỒ thị đi qua điểm (0; 4) => d = 4 . 

Vậy đồ thi đẹ bài cho là của hàm số y-x 3 -3.r 2 +4. 

c.m 2: Đáp Ún lì. 

Nhận thấy đồ thị có dạng chữ N nên hệ số của X 3 là 
SỐ dương nên ta loại A, D. 

Giá sử hàm SỐ có dạng y = ^ +bx 2 +cx+d 

=>ý = 3x 2 +2bx+c 

Hàm số đạt cực trị tại (0; l) và (2;0) 

íy'(0) = 0 [ c = 0 íc = 0 
[y'(2) = 0 Ịl2 + 4b + c = 0 C> Ìỉ7 = -3 

=>y ~x 3 -3x 2 +d 

Mà đồ thị đi qua điểm (0; l) => 1 = d. 

Vậy y-x 3 -3X 2 +1 . 

Câu 3: Đ.ip án lì. 

Ta chi xét hàm số trên đoạn [-2;2] . 

Nhận thấy tại x = -l hàm số đổi dấu y' từ dương 
■ sang âm. Do đó hàm số đạt cực đại tại X = -1. 

Câu 4: Đáp án A. 

Dê thấy đây là đồ thị hàm bậc bốn. 

Phương án A. Đúng: Đồ thị nhận Oy làm trục đối 
xứng nên 3 điếm cực trị tạo thành một tam giác cân. 
Phương án B. Sai: Giá trị cực đại là 4 không phải giá trị 
lớn nhất. 

Phương án c. Sai: Tổng các giá trị cực trị là: 

3 + 3 + 4 = 10. 

Phương án D. Sai: Đồ thị có điếm cực đại là (0; 4). 

Câu 5: Đáp án A. 

Nhận thấy đây là đồ thị hàm phân thức y = 

ux TM 

ad~bc< 0. 

Đồ thị nhận x = -2 là tiệm cận ngang => a = -2. 

ĐỒ thị nhận y = 1 là tiệm cận đứng => c = 1; d~-\ 
=>-2.(-l)-M.<0o&>2 


với 


Do vậy ỈJ = 4. 

Càu b: Đãp án A. 

Đồ thị của hàm phân thức có dạng y = - +b với 

cx + d 

ad~bc< 0. 

ĐỒ thị nhận X = 1 làm tiệm cận đứng => - = 1 . 

c 

ĐỒ thị nhận y = l làm tiệm cận ngang =>c+d = 0 

=> a = c - -d nên loại D, B => V = x + l} - 

x-ĩ 

Do đồ thị đi qua điếm (0; -2) => y = - +2 

Cảu ?: n.ip j:, D 

ĐỒ thị nhận x = ~ làm tiệm cận đứng =>- = -- 
Ta loại A, B 

ĐỒ thị nhận y = — làm tiệm cận ngang 

=> - = £- 
c 2 


Vậy y = ; 


x-ĩ 

-2x 


ĐỒ thị của hàm phân thức có dạng y = — - với 

cx + d 

ad-bc >0 do hàm số đồng biến trên từng khoảng xác 
đinh, do vậy ta chọn D. 

Cáu 8: t)áp án tí. 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm bậc bốn. 

Phương án A. Đúng. 

Phiíơng án B. Sai: (c) cắt Ox tại 3 điếm phân biệt. 
Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng. 

Càu 9: Dáp án C. 

Điếm cực tiểu của hàm số là M (0;-2) vì y' đổi dấu 
từ âm sang dương. 

Câu 10: Đáp án 8. 

Nhìn vào đồ thị ta thấy: Đây là đồ thị hàm bậc bốn 
nên loại A. 

Hệ số của X 4 phải dương nên loại c. 

Với hai phương án B và D, thử (-l;l) là nghiệm của 

phương trình ờ phương án B (không thỏa mãn D). 

Càu 11: Đáp án c. 

Nhìn vào đồ thị ta thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 dạng: 
y = x 3 +bx 2 +cx + d . 
y' =3x 2 +2 bx+c . 
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Chu đe 1: Hàm số và các ung dụng của (lạo hòm 

Hàm SỐ có 2 điểm cực trị là (l;0) và (3; -4) 
y'(l) = 0 Í3 + 2& + c = 0 f&=-6 

=> ' y’(3) = 0°Ị27 + 6b+c = 0 <=> | c-9 
:=>y = x 3 -6 x ĩ +9x+d 

Đồ thị đi qua điểm (l;0)=>0 = l- 6 + 9 + dOíỉ = -4. 

Cảu 1.2: Đap án B. 

Đây là đồ thị hàm bậc 4 có hệ số của X 4 dương nên 
loại các phương án A, c D. 

Cáu 13: Đáp án D. 

Đây là đồ thị hàm bậc 4 có hệ số của X 4 âm nên loại 
các phương án A, c. 

ĐỒ thị đi qua điểm (l;2) nên chọn phương án D. 

Cầu 14: Đáp án B. 

limy = -1 =>y = - 1 là tiệm cận ngang của đồ thị 

x-*(õ J 

hàm SỐ nên loại phương án c, D. 

limy = -co; limy = +co =>x = l là tiệm cận đứng của 

đồ thị hàm số nên chọn phương án B. 

c .HI 13: Dáp án B. 

Chú ý đây là đồ thị hàm số y = f'(x). 

Nhận thấy /'(x)>0 với X e(-2;0)u(2;+oo) 

/'(x)<0 với xe(-oo;-2)u(0;2) 

Do vậy hàm số đồng biến trên các khoảng (-2;0) và 
(2; +oo); nghịch biến trên các khoảng (-co; 2) và (0; 2). 
Càu lh: Đáp an D. 

Nhận thấy đồ thị ban đầu (phần nét đứt) có dạng chữ 
N là đồ thị hàm bậc 3. 

Vì ta xóa phần bên trái trục Oy và lấy đối xứng qua 
Ox nên loại các phương án B, c. 

Nhận thấy X e (—co; — l) , đồ thị đi từ +CO ve —2 nên 

chọn phương án D. 

Gâu 17: Đáp an A. 

Nhận thấy /(x) đồng biến trên (-00; a) và (ỉ>;c) 
nghịch biêh trên (íỉ;íj) và (c;+ọo) 


/W > /W 

/«</« 


' X 

-00 

a 

b 


c +00 

y' 

+ 

0 

- 0 

+ 

0 

: y 



Càu 18: Đáp án c. 

Dễ thấy a > 0 nên loại D. 
y'=4ax 3 +2bx 


y’ = 0<3-2x(2sx 2 +ỉ>) = 0 

Vì hàm số có 3 điểm cực trị =>2ax z +b = 0 C02nghiệm 


phân biệt =>b<0. 

Với x=0:y = c=>c<0,chọnphươngánC. 


Cáu 19: Đap an 8 

Phàn iich: Nhận thấy đây là dạng đồ thị của hàm số 


bậc bốn trùng phương, nên phương án A, c loại. Với 
B, c ta thấy. Hàm số ở phương án B có 


y’ = 4x 3 -4x = 0 <=> 


X = 1 
X — —1 


x = 0 


. Nhìn vào đồ thị thì ta 


thấy hoành độ hai điểm cực tiểu , cực đại thỏa mãn, 
nên chọn B. 

Cáu 20: Dap an B. 

Phương án A. Sai: Hàm số đạt cực tiểu là -1 . 

Hàm số đạt cực tiếu là 3. 

Phương án B. Đúng. 

Phương án c. Sai: Hàm số có giá trị cực đại là 3. 
Phương án D. Sai: Hàm số đạt cực tiểu tại X * -1. 

Hàm SỐ đạt cực đại tại X = 1. 

Cáu 21: Dap an V. 

Nhận thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 nên chọn phương 
án A. 

Câu 22: D.tp U!5 'ủ. 

Nhận thấy « > 0 
y(0 )-d =$d> 0 


y' = 3ox 2 +2fcc+c 
Xét 3ax 2 +2bx+c = 0 (*) 

=> A' >0 (vì hàm số có 2 điểm cực trị) =í> b 1 > 3 ac 
Giả sứ x v x 2 là hai nghiệm phân biệt của (*) 


=***"£• 

Do 2 nghiệm Xj, x 2 trái dấu =>^-<0=>c>0(vì fl>0) 

Câu 23: Đap án c. 

Dựa vào đồ thị ta thấy: 

/*(x)>0 với xe(fl;b)u(c;-Ko) 

/’(x)>0 vói xe(-co;fl)u(fc;c) 

/ ' (x) = 0 có 3 nghiệm phân biệt a, b, c 
Mà y’ đổi dấu từ âm sang dương khi qua X = CL 
Suy ra: Hàm số / (x) đạt cực tiểu tại X~CL 
Vậy đồ thị cắt trục hoành nhiều nhất tại 1 điểm. 

Câu 24: Đáp án c 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm bậc 3 với hệ số của X 3 
dương nên loại B, D. 
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ĐỒ thị cắt Oy tại điểm có tung độ là 1 nên y (o) = 1. 

Cáu 25: Đáp vin D. 

Xóa phần đồ thị bên dưới trục hoành và lấy đối xứng 
phần bị xóa qua trục hoành 

Dễ thấy đồ thị hàm số y = |x 3 +3^1 có 3 điếm cực trị. 

Cui 2 ố: Đáp án B. 

Nhận thấy đây là dạng đồ thị hàm bậc 4 có hệ của X 4 
dương nên loại A, D. 

y (o) = -1 nên ta chọn B. 

Cu: 27: Dup Cxỉĩ A. 

Ta sẽ xác định đồ thị hàm số y = |/(x)| 

Xóa phần đồ thị bên dưới trục Ox và lấy đối xứng 
phần bị xóa qua Ox 
Đồ thị y = |/(x)| có dạng: 


Ng ọc Huvèn L! 

Đế y = |/(x)ị = m có 4 nghiệm phân biệt suy ra 



Phưong trình |/(x)| = m có 2 nghiệm thực phân biệt 
khi 


m > 4 
m = Q 


Cáu 28: Đáp an D. 

Dễ thấy đây là đồ thị hàm phân thức nên loại A, c. 
Vì đồ thị nhận X = 1 làm tiện cận đứng nên chọn D. 

Cáu 29: Đap án D. 

ĐỒ thị nhận y = 1 làm tiệm cận ngang nên loại A, B. 
ĐỒ thị căt Ox tại điểm (-2;0) nên chọn D. 

Cáu 30: Đáp an c. 

Xác định đồ thị của hàm y - 1/ (x)Ị 

Xóa phần đồ thị dưới trục Ox và lấy đối xứng phần bị 
xóa qua Ox 
ĐỒ thị có dạng: 



m = 3 
m-0 


Cu í! 31; Đáp an A. 

Xét phương trình X 3 -3x-m = 0o X 3 ~3x+l = m+l 
Phương trình có 3 nghiệm phân biệt khi đường thẳng 
y = m + 1 cắt đồ thị hàm số y = x 3 -3x+l tại 3 điểm 
phân biệt =>-l<m-f-l<3*>-2<m<2. 

( ái: 32: Đáp án D. 

Nhận thấy đồ thị nhận y = a(a>0) làm tiệm cận 
ngang => ^ > 0 => ac > 0 (l) 

Đồ thị nhận X = p(p < o) làm tiệm cận đứng nên 
cd < 0(2) . 

Từ (l)/(2) =>ad< 0. 

Ma đo thị căt Ox tại điem có hoành độ dương suy ra 
ab< 0. 

Vậy chọn D. 

C.UI 53; D.ip an D. 

Đây là hàm bậc 4 hùng phương nên đồ thị có dạng 
chữ M hoặc w nên ta loại B. 

Do hệ số cúa X 4 âm nên loại c. 

y(o) = -1 => ĐỒ thị cắt Oy tại (ũ;-l) nên chọn D. 

C.HI 34: Dủp an 11. 

Đây là đồ thị hàm số bậc 4 vói hệ số của X 4 dương nên 
loại D. 

Đồ thị đi qua điểm (2; -5) nên chi có B thỏa mãn. 

Cáu 35: Đáp á lì B 
A đúng 

B sai với m = -3. thì y = m cắt đồ thị tại 3 điếm phân 
biệt. 

c, D đúng. 

Câu 36: Đáp un B 

Để phương trình có 2 nghiệm phân biệt thì m = _4 ' 

[-3 <m 

Câu 37: Đáp án A. 

Nhận thấy y(o) = 2 nên loại B, c. 

Hệ số của X 3 âm nên loại D. 

Vậy chọn A. 

Cáu 38: Đáp án D. 

ĐỒ thị nhận y = -2 là tiệm cận ngang nên loại c. 

Đồ thị nhận X = -1 là tiệm cận đứng nên loại B. 

Và đồ thị cặt Oy tại (0;l) 

Vậy ta chọn D. 

Câu 39: Đáp án A. 
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Chủ dề 1 : Hàm sô' và các ứng dụn g của đạo hàm 
Nhận thấy đây là dạng đồ thị của hàm bậc 3 với hệ số 
của X 3 dương nên loại B, c. 

Mà đồ thị cắt Oy tại điểm có tung độ dương nên chọn 
A. 

Cảu 40: Đáp án D. 

Nhận thấy phần đồ thị bên trái trục Oy bị xóa đi và 
phần còn lại được lấy đối xứng qua trụ Oy . 

Suy ra: Đây là dạng đồ thị y = ịxf +6|x| 2 + 9ịxị 
Câu 41: Đáp ản c. 

Để /(x) = m- 2 có 4 nghiệm phân biệt 
=>-4</n-2<-3-»-2<m<-l. 


The best or nothing 

Càu 42: Đáp án c 

Xét phương trình hoành độ giao điếm của đường 

, ^ 2x+l 

thăng y = x + 2 và đồ thị hàm số y = : 

x-l 

x+2 2x+ĩ _ 1**1 fx*l 

- x -1 <Z> Ị(x + 2)(x-l) = 2x + l <=> Ịx 2 -x-3 = 0 


Theo Vi-ét ta có: Xj +X B =Ĩ. 


Cáu 43: Đáp án c. 

Do đồ thị hàm số nhận y = 1 là tiệm cận ngang nên 
loại D. 


ĐỒ thị hàm số nhận X = 1 là tiệm cận đứng nên loại A, 
B. 
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Chi? í; 0° và 0 " 

không có nghĩa. 
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■ ■ - ^ I Ngọc Huyền LB 

Chú đề 2: Hàm số lũy thừa, hàm số mũ - hàm số ỉogarit 


I. Lũy thùa hàm số lũy thừa. 

í. Lũy thửa vói 50 ro ũ tĩguvèn. 


I a n —a.a.a.. XI ( n thừa số) 

I Với n là số nguyên dưcmg lớn hơn 1. Quy ước ứ 1 =a 

2. Lũy thừa vái số mũ 0 - số mũ nguyên âm. 

Ịị 

|ị Với a*0;tĩ nguyên dương thì a° =1 ; a~ n = — 

n 

Lũy thừa với SỐ mũ nguyên có các tính chất tương tự như lũy thừa với các số 
mũ nguyên dương. 

3. Lũy thua voi ao 01 Lí iĩũu ty. 

; Cho a là số thực dương và số hữu tỷ r = — , trong đó m € n e N, n>2 . Lũy 
Ị thừa của a với số mũ r được xác định bởi 


i a =a n =<Ja m . 


0<Ơ<1 


■ì. Lùy thừa vói số mủ võ ti. 

I Cho a là số vô tì, r là số hữu ti và a = ỉim r thì a a = lim a ' - 

* /1-*+» " n-»«o 

5. Tính chát cm iũỵ thừa vói số rnũ thuc. 

! Cho a ' h là những số thực dương; m, n là những số thực tùy ý. Khi đó 

1 cTxt-cr* ; ; (*»)"=«-»»; {ị Y 

0 v ’ 1 ; [b) b m ' 

ị Nếu a>l thì a m >a n <=>m>n. 

i Nếu a < 1 thì cT > a n <» m < n . 

7. Càn bậc II. 

i! 

Ị| Với n là số nguyên dương, căn bậc n của số thực a là số thực b sao cho b n = a . 
Từ định nghĩa, ta thừa nhận hai khẳng định sau đây 

- Khi n là số lẻ, mỗi số thực a chi có một căn bậc n, kí hiệu là tựa . 

- KM n chẵn, mỗi số thực dương a có đúng hai căn bậc n, một số dương kí hiệu 
là Vã, số kia là số đối -ỹfã . 

Ghi nhó 

1. Căn bậc 1 của a là a. 

2. Căn bậc n của 0 là 0 với mọi n nguyên dương. 

3. So am không có căn bậc chẵn. 

4. Với n là số nguyên dưcmg lẻ, ta có Vã>0oa>0 và a&<0oa<0. 

5. \ỊcF — a neu n lẻ, yfã" = |ữ| nếu n chẵn. 



The best or nothing 


Chủ đề 2: Hàm so lũy thua, hàm sô nnl - ham số iogarit 

6. Hàm số lũy thùa. 

Hàm số y = x a , vói as 3, được gọi ỉà hàm số lũy thừa. 
Ví dụ: y = X; y = x 2 } y = x^)..Ak các hàm số lũy thừa. 


sumim 

Sự khác nhau giửa hàm 
SỐ lũy thừa và hàm số 
mũ, hai hàm này có sự 
khác biệt giữa cơ số và 
SỐ mũ. 

1. Hàm lũy thừa có số 
mũ không đổi, cơ số 
biến thiên. 

2. Hàm số mũ có số mũ 
biến thiên, cơ số không 
đối. 


Chủ ý: 

Tập xác định của hàm số lũy thừa y = x a tùy thuộc vào giá trị của a . Cụ thể, 
I Với a nguyên dương, tập xác định là Ả ; 

; Với a nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là i \ {o} ; 
ị Với a không nguyên, tập xác định là (0;-ko) . 

a. Đạo hàm: (x“)'=ajc“ -1 . 

b. Dạng của đồ thị hàm số lũy thừa: Xét trên khoảng (0; -ko) thì 
ĐỒ thị của hàm số lũy thừa y = x a luôn đi qua điểm (l; l) . 

Trong hình 2.1 là đồ thị hàm số lũy thừa trên (0; +co) ứng vói các giá trị khác 
nhau của a . 


c. Bảng tóm tắt tính chất cùa hàm số lũy thừa y = x a trên khoảng (0;+oo). 



a>0 

a<0 

Đạo hàm 

y' = a.x a ' 1 

y ' = a.x a ~ l 

Chiều biến thiên 

Hàm SỐ luôn đồng biến 

Hàm số luôn nghịch biến 

Tiệm cân 

Không có 

Tiệm cận ngang là trục Ox, tiệm 
cận đứng là trục Oy. 

ĐỒ thị 






STy.BY.IU’; 

Đẳng thức %/x = X" chi 
xảy ra khi X > 0 . Do đó 
hàm SỐ y = \/x không 
đồng nhất vói hàm số 
Ị 

y = x n với neN* . 


II. Hàm SỖ mũ. 

! Cho số thực dương a thỏa mãn 0<fl*l 
I Hàm số y = a x được gọi là hàm số mũ cơ số a. 

a. Đạo hàm 

= fl*.lna 

Đối với hàm hợp y = , ta có 

ịa u Ỵ = a u .]na.u' 


b. Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số mũ y = a* ịa > 0;« 5PÍ l) . 


Tập xác định 

(- 00 ; +co) 

Đạo hàm 

y' =a x .ĩna 

Chiều biến thiên 

a > 1 thì hàm số luôn đồng biêh; ị 

0<a<l thì hàm số luôn nghịch biến. 

Tiệm cận 

Trục Ox là tiệm cận ngang. 

ĐỒ thị 

Đi qua các điếm (0; l) và (l;a), nằm phía ữên trục hoành 

[y = a x >0,Vxe í.) 
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Cùng PỈ1.S To.it! Lóp Ị J 


Ngọc. Huvén LL> 


HI. Logarỉt: Hàm 5Ố ìogarit 


1. Định nghĩa 

ị! Cho hai số đương a, b vói a * 1 . Số a t hỏa mãn dẳng thức g a = b được gọi là 
Ị; logarit cơ sõa của b và kí hiệu là log a b. |q = log [| fr~ og « j 

2. Tính chất 

Cho hai số dương a, b với ữ * 1, ta có các tính chất sau: 


log a 1 - 0.1og a a = l, 
a'° & ‘ b = b, log a (ữ a ) = a 


3. Quy tắc tính logarit 

Cho ba so dương a,b ir b 2 với a * 1, ta có quy tắc sau: 

log a Ò& =log fl \ +log, b 2 ) log a ụ = log, -log, b 2 ; 

! Ị ĩ 1 

ị Io g« V =a log. |log.ự^ = ^l og a ^ I 

4. Đổi cơ số 

Cho ba số dương a, b, c với a#\,c*l, ta có Iog b-^‘ b 

IOgcfl 

Tử diều trên ta rút ra các công thức đặc biệt: 


5. logarit thập phân, ỉogarit tự nhiên 



Logarit thập phân là logarit cơ số 10, log, 0 b thường được viết là logfc hoặc 
lgỉ). 

Logarit tụ nhiên í logarit Neper ):Logaritcơsốeđượcgọi là logarit tự nhiên, 
log, N(N > o), được viết là In N. 

B. Hòm số lagnrỉỉ 

1. Định nghĩa 

Cho số thực dương a khác 1. Hàm số y = log 0 X được gọi là hàm sốlogaritcơ 
số ứ. 

2. Đạo hàm 

y = ìog í ;r=>y' = -— ; y = Lnx => y' = ì ; y = log y(Y) => y' = — . 

xhxa X y «Ina 


' ^ xìna y — =^- 

3. Bảng tóm tắt các tính chất của hàm số logarit y = log a xịa > 0;a # l) 

I Tân vár ítinVi I ! n- 


Tập xác định 

(0;+co) 

Đạo hàm 

y ’ = ,L 

Chiều biến thiên 

> 1 : hàm số luôn đồng biến. 

0 < fl < 1 : hàm số luôn nghich biến. 

Tiệm cận 

Trục Oy là tiệm cận đứng. 

ĐỒ thị 

đi qua các điếm (i;0) và (a; 1 ) ; nằm phía bền phải trục 
tung. 
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Chủ đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm số mù - hàm số iogariỉ The best or nothing 


ĐỒ thị hàm số y = log fl X trong hai trường hợp a > 1 hoặc 0 < a < 1 được biểu 
diễn ở hình 2.2. 

IV. ứng dụng của hàm sô mũ, hàm số iogarit trong thực tế. 

a. Dạng toán gửi lãi suất ngàn hàng 


Dạng 1: Gửi vào ngân hàng một số tiên a đồng vói lằi suất r% mồi tháng 
theo hình thức lãi kép. Gửi theo phưomg thức không kỳ hạn. Tính số tiền 
lãi thu được sau n tháng. 


Lời giải tổng quát 

Cuối tháng thứ nhất số tiền trong tài khoản là 'A l =a + a.r% = a(l + r%) 

Cuối tháng thứ hai, số tiền trong tài khoản là 
A 2 = a(l + r%) + a( 1 + r%).r% = fl(l + r%) 2 




S TUDY TIP: 

Lãi suất sẽ không được 
cộng dồn từng tháng để 
tính Ịãi cho tháng tiếp 
theo trong một kỳ hạn. 
Chi được cộng dồn khi 
hết kỳ hạn gửi mà 
người gửi không tĩnh 
tiền thì ngân hàng sẽ tự 
động gia hạn vói một kỳ 
hạn mới bằng với kỳ 
hạn mà người gửi gia 
hạn trước đó. 


Ị Cuối tháng thứ n số tiền thu được là A" = s(l+ r%) đồng. 
I Số tiền lãi thu được sau n tháng là |a(l + r%) -a dồng . 


Ví dụ 1: Ông A gửi 15 triệu đồng vào ngân hàng theo thể thức lãi kép kỳ hạn 1 
năm với lãi suất 7, 65% / năm. Giả sừ lãi suất không thay đổi. Hỏi sau 5 năm, 
ông A thu được cả vốn lẫn lãi là bao nhiêu triệu' đồng? 

A. 15.(0,0765) 5 triệu đồng B. 15.[l + 2.(0.0765)] 5 triệu đồng 

c. 15. (l + 0.765) 5 triệu đồng D. 15.(1, + 0.0765) 5 triệu đồng. 

( Trích đê thi thử THPT Nguyễn Tất Thành - Hà Nội) 


Đáp án D. 

Lời giãi 


LUI gmi 

Áp dụng công thức tổng quát ở trên ta được 

Số tiền ông A thu về sau 5 năm là A = 15.Ịl + = 15. (l + 0.0765) 


Dạng 2: Gửi vào ngân hàng một số tiền a đồng với lãi suất x%= r mỗi 
tháng theo hình thức lãi kép. Gửi theo phương thức có kỳ hạn m tháng. 
Tính số tiền cả gốc lẫn lãi A sau n kỷ hạn. 


Từ "STƯDY TIP" ở bên ta thấy đưa về một ghi nhó quan trọng: Trong cùng 
một kỳ hạn, lãi suất sẽ giống nhau mà không được cộng vào vốn đê tính lãi 
kép. Ví dụ kỳ hạn là 3 tháng thì lãi suất táng 1 là ar, tháng 2 , tháng 3 cũng là 
ar, sau hết kỳ hạn 3 tháng mà không rút ra thì số tiền lãi một kỳ hạn sẽ được 
cộng dồn vào tiền gốc. 

Lời giãi tông quát 

Sau kỳ hạn thứ nhất, số tiền nhận được là: A 1 =a + amr = a(l+mr) 

Sau kỳ hạn thứ hai, số tiền nhận được là: 

A 2 =a{l+mr'j+aịl+mr).mr=aịl+mr) 


Sau kỳ hạn thứ n, số tiền nhận được là: Ị A n = a (l + mrỴ 
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Công Phá Toán - Lóp i 2 


STUPY Ĩ ỊP; 

Nếu ngưòi gửi rút tiền 
tnróc kỳ hạn thì toàn bộ 
SỐ tiền lãi của người gửi 
quy về lãi suất không kỳ 
hạn theo quy định của 
ngân hàng. 


Ngọc Huyền L8 

Ví dụ 2: Một người có 10 tó ệ u đồng gửi vào ngân hàng với kỳ hạn 3 tháng ( ĩ 
quý là 3 tháng), lãi suất 6%/ 1 quý theo hình thức lãi kép ( sau 3 tháng sẽ tính 
lãi cộng vào gốc). Sau đúng 3 tháng, người đó gừi thêm vào 20 triệu đồng cũng 
với hình thức lãi suất như vậy. Hỏi sau 1 năm, tính từ lần gửi đồng tiên ngưòi 
đó nhận được số tiền gần nhất với kết quả nào? 

A. 35 triệu B. 37 triệu c. 36 triệu D. 38 triệu 

(Trích m thi thứ THPT Quang Trung - Hà Nội) 

Đáp án c 


Lòi giãi 

Sau quý thứ nhất, số tiền trong tài khoản của người đó là: 

10. (1 + 6%) + 20 = 30, 6 triệu đồng ( do người đó gửi thêm vào 20 triệu). 
Sau quý thứ hai số tiền có trong tài khoản cùa người đó là 
30, 6 + 30, 6.6% = 30, 6 (l + 6%) triệu đồng. 

Sau 1 năm số tiền người đó thu được là 30, 6.(l + 6%) 3 * 36, 445 triệu đồng. 
Doớ đây SỐ thập phân nhò hơn phây 5 do đó ta chọn 36 triệu đồng là gần 


Trên đây là bài toán có ty hạn mà người gửi rút ra đúng kỳ hạn , vậy nếu rút ra 
không ty hạn thì sẽ ra sao. Theo quy ước của ngân hàng thì " Nếu người gửi rút tiên 
trước kỳ hạn trước ngày đến hạn ) dù chi một ngày thì toàn bộ số tiên lãi của 
ngvàigửi củng sẽ quy vê lãi suất không kỳ hạn với tỉên lãi rết ừ thường là 
<1%" Ẵ 


Ta đến với ví dụ tiếp theo: 


dụ 3: Một bác nông dân vừa bán một con ữâu được số tiền là 20.000.000 
đỒng.JDo chưa cần dùng đến tiền nên bác nông dân mang toàn bộ Số tiền đó đi 
gừi tiết kiệm ngân hàng loại kỳ hạn 6 tháng với lãi suất kép là 8, 5% một năm. 
Hỏi sau 5 năm 8 tháng bác nông dân nhận được bao nhiêu tiền cả vốn lẫn lãi 
(làm tròn đến hàng đon vị)? Biết rằng bác nông dân đó không rút vốn cũng như 
lãi hong tất cả các định kỳ trước và nếu rút trước thời hạn thí ngân hàng hả lãi 
suất theo không kỳ hạn 0,01% một ngày ( 1 tháng tính 30 ngày). 

A. 31803311 B. 32833110 c. 33083311 D. 30803311 

(Trích thỉ THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng lân II) 


Đáp án A. 


Lòi giài 

Một kỳ hạn có 6 tháng, mà môt nằm có 12 tháng với lải suất là 8,5% một năm, 
do vậy lãi suất một kỳ hạn là ~ % = 4, 25% . 

5 năm 8 tháng = 5 năm 6 tháng + 2 tháng = 11 kỳ hạn + 2 tháng. 

Vậy sau 11 kỳ hạn thì Số tiền người đó nhận được là: 

A = 20.000.000 (1 + 4, 25%) n đồng 

VỊ người đó rút khi chưa hết kỳ hạn thứ 12, do vậy 2 tháng không còn kỳ hạn 
sẽ được tính tìieo lãi suất không kỳ hạn 0,01% một ngày, do vậy kết thúc kỳ 
hạn số tiền bác nông dân nhận được là 


B = A.(l + ũ.01%) 60 » 31803310.72 đồng. 
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Chủ đề 2: Hàm sô' lùy thừa, hàm só mù - hàm số iog.irit 


The best or no thin” 


Dạng 3: Mỗi tháng đều gỏi vào số tiền là a đồngtheo thế thứ lẫn kép với 
lãi suất là x% = r mỗi tháng. Tính số tiền thu áược sau n tháng. 

Lòi giãi tông quát 

; Cuối tháng thứ nhất số tiền nhận được là A, = «(l + r) 

ì Cuối tháng thứ hai số tiền nhận được là 
1 = [fl(l + r ) + a](l + r) = a(l + r ) 2 + í? (l + r) 


\ Cuối tháng thứ n số tiền nhận được là 
• A n =a(l + rỴ +a(l+r )" _1 +fl(l+r )"’ 2 +...+fl(l+r) 

! =fl(l+r)Ị^(l+r)”’ I +(l+r)” 2 +..,+lJ 

"Giải thích bước rút gọn ở ừên đó là: 
l + x + x 2 +x 3 +.. + x k =s 


= «(l + r). 


(l + r) n -l 


x k+l -l„ .. 
1 Vói 


x k * 1 — 

Khi đo s.x = X + X 2 + X 3 + ... + x k * 2 . Từ đó suy ra s (x - 1) = X k+I - 1 => s = 

, , , (l + r)‘-l 

x = l + roà k=n-l thì ta được rút gọn l + (l + r)+...+(l+r) =- ị 


V i d u 4 : Một người gửi tiết kiệm theo thể thức lãi kép như sau: Môi tháng người 
này tiết kiệm một số tiền cố định là a đồng rồi gửi vào ngân hàng theo lá hạn 
một tháng với lãi suất 0,6%/tháng. Tun a đế sau ba năm kể từ ngày gửi lần đầu 
tiên người đó có được tổng số tiền là 400 triệu đồng. (Biết rằng lãi suất không 
thay đổi trong suốt thời gian gìri) 

A. a = 9.799.882 đồng B . a = 9.292.288 đồng 

c. a = 9.729.288 đồng D. a = 9.927.882 đồng 

( Trích đê thi thử THPT Huỳnh Thúc Kháng) 

Đáp ãn D 


Lời 2Ỉải 

Áp dụng công thức tổng quát phía ữên thì ta có sau ba năm kể từ ngày gửi 
lần đầu tiên số tiền nhận được sẽ là: 

A=a.( 1 + 0, 6%). ( l+ữ ' 6% } — = 400.000.000 => a « 9.927.881, 582 

v ’ 0, 6% 

Ví dụ 5: Ông An gửi gói tiết kiệm tích lũy cho con tại một ngân hàng vói số tiền 
tiết kiệm ban đầu là 200.000.000 VNĐ, lãi suất 7%/năm. Từ năm thứ hai trở đi, 
mỗi năm ông gửi thêm vào tài khoản với số tiền 20.000.000 VNĐ. Ông không 
rút lãi định kỳ hàng năm. Biết rằng, lãi suất định kỳ hàng năm không thay đối. 
Hỏi sau 18 năm, số tiền ông An nhận được cả gốc lẫn lãi là bao nhiêu? 

A. 1.335.967.000 VNĐ B . 1.686.898.000 VNĐ 

c. 743.585.000 VNĐ D. 739.163.000 VNĐ 

(Trích đê thi thử THPT Lê Quý Đôn - Hà Nội) 
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■'* -Ngọc innvn Lo 

Phán tịch: Đây lại là bài toán khác với bài toán ữên, bởi ban đầu ông đã có sẵn 
vốn ô trong tài khoản, do vậy ta thử làm bài toán này dưới dạng xây dựng mô 

hình công thức như dưới lòi giải sau. 

Đáp án A. 

■ ói giai 

Sau năm thứ nhất số tiền mà ông An nhận được là 200. (l + 7%) = 214 triệu 
đồng. 

Đầu năm thứ hai, ông An gửi vào 20 triệu, nên đến cuối năm 2 số tiền ông 
nhận được là (214 + 20).(l + 7%) triệu đồng. 

Đầu năm thứ 3, ông An gửi vào 20 triệu đồng, nên đến cuối năm thứ 3, số tiền 
ông nhận được là: 

[(214 + 20).(l + 7%) + 20].(l + 7%) = (214 + 20). (1 + 7%f + 20.(1 + 7%) 

Đầu năm thứ 4, ông An gửi vào 20 triệu đồng nên đến cuối năm thứ 4, số tiền 
ông nhận được là: 

[(214 + 20). (1 + 7%f + 20.(1 + 7%)] + 2oỊ.(l + 7%) 

= (214 + 20). (1 + 7%f + 20.(1 + 7%) 2 + 20.(1 + 7%) triệu đồng. 

Sau nàm thứ 18, số tiền ông An nhận được là 

A = (214 + 20) . (1 + 7%f + 20. (1 + 7%) . (1 + (1 + 7%) + (1 + 7%f + ... + (1 + 7%f Ị 

=(214 + 20).(l + 7%) 17 + 20.(l + 7%).íl + ^ ~ 1 * 1335.967105 triệu đồng. 

Đến đây ta có công thức tống quát cho bài toán, vốn có A đồng, bắt đầu từ 
tháng thứ 1 môi t háng gửi thêm a đồng vói lãi suất r % thì sau n tháng số tiền 

thu được sẽ là: ịs = ( A + đ).(l + r%Ỵ +a.( 1 + r%) ị 1 - r% Ị~ ~ x 

b - D • n ? iữÁn vav ngan hàng va dạng toán mua tra góp. 

" j , Vay A , đồng ngân hàlì S vói lãi suất x% = r mỗi tháng. Hỏi hàng I 
tháng phái t rảbao nhiêu đế sau n tháng hết nợ. <Jrầ tiền vào cuối tháng). 1 

ụ'ũ giãi tòng quát 

Ị Cuối thán Ỗ * ứ nhất, số tiền người đó còn nợ là N, = A (1 + r) - a đồng 
1 tháng thứ hai, số tiền người đó còn nọ là 

Ị = hf r (l + r)-a = A(l + r) 2 -fl(l + r)-l 

I Cuối tháng thứ ba, số tiền ngưòi đó còn nợ là: 

I ^3 ~hí 2 (l+r)-« = A(l+r) -«(l+r) 2 -fl.(l + r)-a 

Cuối tháng thứ n số tiền người đó còn nợ là: 
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Chỉi đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm số ỉogarỉt 


The best or nothing 



N„ = rì(l + r)”-flỊl+(l+r)+(l+r) 2 +...+(l + r) n ~ 1 Ị =A(l+r)” -fl.fi-— — - 

Để h ết nợ sau n tháng thì số tiền còn nợ sau n tháng l à 0, tức là ta giải phương 

, u (l + r)" -1 ’ A(l + r)".r , _ 

trình rì(l + r) -g. — = 0ofl = — - — — 1 — ( số tiền phải trả môi 

(l + r) -1 


tháng). 


Ví dụ 6: Chị Minh vay ngân hàng 300 triệu đồng theo phương thức trả góp để 
mua nhà. Nếu cuối mỗi tháng, bắt đầu từ tháng thứ nhất chị Minh trả 5,5 hiệu 
đồng và chịu lãi số tiền chưa trả là 0,5% mỗi tháng ( biết lãi suất không thay 
đổi) thì sau bao lâu, chị Minh trả hết số tiền trên? 

A. 64 tháng B. 54 tháng c. 63 tháng D. 55 tháng. 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Bắc Ninh) 


Đáp án A. 

Lòi giãi 

Áp dụng công thức vừa thiết lập ở bài toán tổng quát thì ta có phương trình 

300.(1 + 0,5%)" -5,5. fi + Q/5 j — = 0 <=> 300.1,005" -1100.(1,005" -l) = 0 
v ' 0,5% v ’ 

on-logy* ^«63,84984073. 

8 


Vi dụ 7: Ông A vay ngắn hạn ngân hàng 100 triệu đồng, với lãi suất 12%/ năm. 
Ông muốn hoàn nợ cho ngân hàng theo cách: Sau đúng một tháng kể từ ngày 
vay, ông bắt đầu hoàn nợ; hai lần hoàn nợ liên tiếp cách nhau đúng một tháng, 
số tiền hoàn nợ ở mỗi lần là như nhau và trả hết tiền nợ sau đúng 3 tháng kể từ 
ngày vay. Hỏi theo cách đó, số tiền m mà ông A sẽ phải trả cho ngân hàng bong 
mỗi lần hoàn nợ là bao nhiêu? Biết rằng lãi suất ngân hàng không thay đổi 
trong thời gian ông A hoàn nạ. 

100.(l,0l ) 3 „ (toi ) 3 

A. m = V — — triệu đồng. B. m- - triệu đồng 

3 (1,01) -1 

100 1 (13 _ 120.(1,12) 

c. m = — — — triệu đồng D. m = - — - triệu đồng. 

3 (1,12) -1 

(Trích đê minh họa lãn I môn Toán của BGD&ĐT) 


- _ 100.1,03 . ÍA „ 
c. m = — — triệu đong 
3 


Đáp án B 

L ời gi ái 

Lãi suất 12%/ năm nên mỗi tháng lãi suất là 1% một tháng. 

Áp dụng công thức đã chứng minh ờ bên thi mỗi tháng số tiền ông A phải bả 

A(l + r) n .r 
là: ■ 

Ị 

100. (l + 0,0l) 3 . 0,01 (l,0l) 3 
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c. ưng dung trong dời sống xã hội. 

ị; Theo nghiên cứu thì hằng năm dân số thế giói tăng theo hàm mũ theo thời gian 
Ị có dạng như sau: p(f) = p( 0 ).e* trongđó p(0) ĩà dân số tại thòi điếm iọn 

I làm mốc ' p ( f ) Ià dằn số toẽ giới sau t năm, và k là hệ số được xác định theo 
Ị! từng khoảng thời gian. 


Ta có ví dụ về hàm tăng trưỏng dần số ở bài toán sau: 

Ví dụS: Dân số thế giói được ước tính theo công thức s = Ae rM trong đó: A là 
dân số của năm lấy mốc tính, s là dân số sau N năm, r là tỷ lệ tăng dân số 
hăng năm. Cho biết năm 2001, dân số Việt Nam có khoảng 78.685.000 người va 
tỷ lệ tăng dân số hằng năm là 1,7% một năm. Như vậy, nếu tỉ lệ tâng dân số 

hăng năm không đổi thì đến năm nào dân số nước ta ờ mức khoảng 120 tnẹu 
người? 

A.2020. B.2024. c. 2026. D. 2022. 

L ( Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 

Dá ọ án c 


í.òi giãi 

Áp dụng công thức đã cho thì ta có 120000000 = 78 685 000.fi 1 ' 7 * " 


^ _ 120000000 

78685000 ° 

120000000 ^1 
l 78685000 J ^ 
1,7% 


l,7%.N = ln 


í 120 000 000 'ì 


^ 78685000 1 


24,82583545 * 25 


Như vậy sau 25 năm, tức là năm 2026 thì dân số nước ta ớ mức khoảng 120 
triệu người. 

Đọc ửiêm: Hàm số tính độ gia tăng dân số thế giới trên càng ve sau có độ chính xác không 

n !r.f mâ Í dụâ ^ n . các " ăm tiẹ the °' ta cập nhệt ỉại ™ c thời ý* 1 và tính toán - Các hàn 

mũ và logarit thểhiện một cách rất rõ ràng mức độ biêh thiên cùa các đại lượng đặctnmg 
tưmig ứng trong từng dạng. 

d. ủng đụng trong khoa học kĩ thuật. 

ị Trong vật lý, khái niệm nghiên cứu phóng xạ rất quen thuộc và trở thành ngành 
! ^ Ón _ 8 ữÒ quan ừ ? n s tron ể s v P hát trien của thế giới các năm trờ lại đây. 

Vậ * lý , Iớp 5 ta cũng đã làm quen với dạng toán về 
Ị P hón ỗ xạ ' bài toán xác định tuổi của gỗ, xác định thời gian tồn tại,... 

Bài toán thường gặp như sau: 


Ị Giả sử tại thời điếm dầu, một loại chất phóng xạ có khối lượng m ữ thì công 
ị thức đế tính khối lượng chất phóng xạ còn lại sau thời gian í là m(í) = m ữ . e - h 
j với k gọi là hằng số phóng xạ phụ thuộc vào từng loại chất. 

Chu kì bán rã là khoảng thời gian mà chất phóng xạ chi còn lại một nừa lượng 
1 Chat ban đầu được tính bằng công thức: T = 

ìc 

ví dụ9 j' Bom n ể u y ên ử ỉà loại bom chứa Ưranium-235 được phát nổ khi ghép 
các khối Uranium-235 thành một khối chứa 50kg tình khiết. Ưranium-235 có 
dru kỳ bán rã là 704 triệu năm. Nếu quả bom ban đầu chứa 64kg Uranium-235 
tinh khiết và sau t triệu năm thì quả bom không thể phát nổ. Khi đó t thỏa 
mãn phưong trình: 
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Chủ đề 2: Hàm số lũy thua, hàm số mù - hàm số logarii 


The best or nothing 


*iHìf 

B 64 _(ÌỴ» • 
'50 { 2 ) 

c i-(ỊP 

D. —=(2)™ 

64 v ’ 



(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Linh) ị 


Đáp án A. 

Lòi giải 

Ở đây, sau t triệu năm quả bom không thể phát nổ, tức là trong khoảng thời 
gian t triệu năm đó thi quả bom không nổ, quả bom nổ vào năm thứ t triệu 
tính từ thời điểm ban đầu. 

Do chu kì bán rã của Uranium - 235 là 704 triệu năm nên ta có 
, ln2 

704 = —— =>k- 

k 704 

Js£j 50 

Sau t triệu năm quả bom không phát nổ nên 64.Ể 704 = 50 o e 704 = — 

64 ' > 64 (2) 


Ví dụ 10: Người ta tìm được ữong một mẫu đồ cô’ một lượng Cacbon và xác 
định được nó mất 25% lượng Cacbon ban đầu của nó. Hỏi mẫu đồ cổ đó bao 
nhiêu tuổi, biết chu kì bán rã của w c là 5730 năm. 

A. 2378 năm B. 11460 năm c . 2371 năm D. 11461 năm 


Đáp án A 


Lới gi ái 


Giả sử tại thời điểm ban đầu thì mẫu đồ cổ có chứa lượng Cacbon là m 0 và tại 
thời điểm t (tính từ thời điểm ban đầu), khối lượng đó là m(f) thì ta có 

-ln2 -ln2 f o 

m(t) = m 0 .e mo o75%m 0 =m 0 e 5730 O^e 5730 


In ị .5730 

— *2c 
-ln2 

e. ứng dụng khác. 
[Đọc thêm] 


«2378 năm. 


a. Trong đời sống, một loại logarit được ứng dụng rất nhiễu đó là logarìt nhị phấn 
(ỉogarit với cơ số 2). Trong tin học, hệ nhị phân được dùng xuyên suốt trong tất cả 
các nội dung lí thuyết và ứng dụng. Những bài toán có độ phức tạp được đánh giá 
theo đại lượng là Big - o thường có giá trị là log 2 n 

b. Bài toán vật lý ve chu kì bán rã cũng có xuất hiện dạng logarit này. 


Ví dụ 11: Trong tin học, độ hiệu quả của một thuật toán tỉ lệ thuận với thời 
gian thực thi chương trình tương ứng và được tính theo công thức 

E[n) = j~ với n là SỐ lượng dữ liệu đưa vào và p(tt) là độ phức tạp của 

thuật toán ứng với giá trị n. Biết rằng một thuật toán có độ phức tạp là 
p(n) = log 2 n và khi n = 300 thì để chạy nó, máy tính mất 0,02 giây. Hỏi khi 

n = 90000 thì phải mất bao lâu để thực thi chương trình tương ứng? 

A. 3 giây B. 2 giây c. 1 giây D. 0,06 giây 
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C.ỏtiỊ; Phá Toán i_íh, í 2 


\s;ọc HiivĨMì f.ị 


ì' 'áp án A. 

Ptìón tĩc Ỉ1 

1. Thòi gian tỉ lệ thuận với độ hiệu quả. 

2 - Cho ^ ^ n = 300 , tính thời gian khi n = 90000 . Vậy ta dùng biểu 

thức ti lệ, từ đó tìm ra thcri gian chạy khi n = 90000 . 

Với n = 300 thì độ hiệu quả cùa thuật toán là £ ( 300Ì = 300 — 

v ’ log 2 300 

Voi n — 90000 thì độ hiệu quả của thuật toán là 

£(90000) = - 90 ^Q = -jggIl^g ^30ữ , v 

; log 2 90000 log 2 300 2 2 *log 2 300 150 - £ ( 300 )- 

Vi tốc độ chạy của chương trình ti lệ thuận vói độ hiệu quả của thuật toán nên 
t _ £(300). 150 
0,02 £(300) 


•í = 3giây. 


V; dc in Cường độ một trận động đất được cho bởi công thức 
M -logA- log A 0 , với A là biên độ rung chlh tối đa và A 0 là một biên đọ chuâh 
(hằng sổ). Đầu thế kỷ 20, một trận động đất ở San Francisco có cường độ đo 
được 8 độ Richter. Trong cùng năm đó, trận động đất khác ờ Nhật Bản co cường 
độ đo được 6 độ Richer. Hỏi ữận động đất ở San Francisco có biên độ gấp bao 
nhiêu lần biên độ trận động đất ờ Nhật Bản? 

A. 1000 lần B. 10 lần c.21ần D. 100 lần 

( Trích đê thi thử "Sở GD- ĐT Hưng Yên; THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa; THPT Can 

Lộc - Hà Tinh ") 


D.ip áíì V. 


Lời gioi 

Nhận thấy ờ San Francisco hận động đất có cường độ là: 

M 1 = Io ãA -logA) = log = 8 

A) 

Ở Nhật Bản, trận động đất có cường độ là: 

M 2 =logA = 6 

Khi đó 8 - 6 = log - log <=> 2 = Iog ~ o = 10 2 = 100. 

A> \ \ 


Vi dọ 1.3: Cường độ của ánh sáng đi qua một môi trường không khí, chẳng hạn 
như nước, sương mù,... sẽ giảm dần tùy theo mức độ dày của môi trường và 
mọt hăng so |i gọi là khả năng hấp thu tùy thuộc môi trường theo công thức 
như sau: I = ỉ 0 với X là độ dày của môi trường đó, với X tính bằng mét. Biết 

răng môi trường nước biến có p = 1,4. Hãy tính xem cường độ ánh sáng giảm 
đi bao nhiêu lần từ độ sâu 2 m xuống đến độ sâu 20 m? 

A - e ' 2Sa B-e 25 - 2 c. e n ' 6 D. e~ n ' 6 


Đáp ón 8 


Phàn tích 

Đây là bài toán yêu cầu tìm tì lệ giữa cường độ ánh sáng giữa hai độ sâu. Sau 
đó kiểm tra cách rút gọn biếu thức lũy thừa. 
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The best or nothing 


Ch ủ dề 2: Ha in sô' lũy thua, hàm sò' mũ - hàm số logarịt 

l-òi giãi 

- Ở độ sâu 2 m thì cường độ ánh sáng là ĩj = I 0 £~* 2 

- Ở độ sâu 20 m thì cường độ ánh sáng là í 2 = I 0 *~ ụ20 


Khi đó ta có tì số 


A _ g 2>t _ _ 1 - c 13f =e 2S-2 

h ' e_20M (g - 2,x ) 10 g ' 18M 


CŨK£ rới ỉ?íìi toán nfrư ở uí ÍỈM 3, thì ta có bài toán ngược như sau để kiểm tra 

cách giải ph ương trình mũ. 

Vi dụ 1 4: Cường độ của ánh sáng đi qua một môi trường không khí, chăng hạn 
như nước, sương mù,... sẽ giảm dần tùy theo mức độ dày của môi trường và 
một hằng số ịi gọi là khả năng hấp thu tùy thuộc môi trường theo công thức 

như sau: I = í 0 .íf *“ với X là độ dày của môi trường đó, với X tính bằng mét. Biết 

rằng môi trường nước biển cường độ ánh sáng giảm đi e 252 lần từ độ sâu 2 m 
xuống đến độ sâu 20 m, tìm hằng số p là khả năng hấp .thu ánh sáng trong môi 
trường nước biển? ^ 

Lời giãi 


Từ ví dụ 3, ta có phương trình sau: e 18 " = e 25,2 => p = 1/4 

Ngoài cắc bài toán trên, ta có một số bài toán đơn giản ứng dụng khác của 

hàm số mũ và hàm số ỉogarìt như sau: 

V i d ụ 1 5: Chi phí tổng cộng của một công ty được tính như sau c (í) = 90 - 50e~ ( 
(tỉ VNĐ) với í là thời gian tính bằng số nám kể từ khi công ty thành lập. Chi phí 
công ty đã chi ra sau 10 năm xấp xi: 

A.89tíVNĐ í. ì. 90 tì VNĐ 

c. 1101233 tì VNĐ D.1101232 tì VNĐ 

Đáp án B. 

Lòi giai 


Đây là bài toán khá đơn giản khi ta chi cần thay số vào. 

Chi phí công ty phải chi ra trong 10 năm là 

c(io) = 90 - 5O.ẽ _ỉ0 » 90 

Ví dụ 16: Một nghiên cứu đã cho thấy một nhóm học sinh được cho xem cùng 
một danh sách các loài động vật và được kiểm tra lại xem họ nhớ bao nhiêu % 
mỗi tháng. Sau t tháng, khả năng nhớ trung bình của nhóm học sinh được tính 
theo công thức M(t) = 75- 20.1n(í + l),f >0(%). Hỏi sau khoảng bao lâu thì 

nhóm học sinh nhớ danh sách đó là dưới 10%? 

A . 24 t háng B. 25 tháng C.23 tháng D. 22 tháng 

Đáp an B 

Phân tích: Bài toán là ứng dụng của giải phương trình logarit . 

Lòi giãi 


13 

Ta có 75-20.1n(f + l) = 10o20.1n(f + l) = 65«ln(í + l) = ^ 


13 

<r> í = e 4 -1*24,79 tháng. 
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Còng Phá Toán l.iýp 12 


Ngọt. Huyền LB 


Bài toán tiếp theo đưa ra hàm sô' trong đó chứa các hàm sốmũ tựnhiên. Trong 
ví dụ này, ta cân chú ý cách giải phương trình mũ, chú ý tính Chat 
e a =e b <=>« = &, 


V ■>/ — uuạu uạy giưa nai cọt aiẹn 

tạo nên một đường cong thường được gọi là các mắt xích tiếp noi nhau. Khi đó, 

giả sử đồ thị hàm sốy = 30 1 e«> + e « 1, (-30 < * < 30) là đồ thị của đường cong 

dây điện (mắt xích) giữa hai cột điện. Biết rằng khoảng cách giữa điếm thấp 
nhất trên đường mắt xích và trung điểm của đoạn thẳng nối hai đính của cột 
điện được gọi ỉà độ trùng của dây điện (nếu độ trùng dây vượt quá 8 đơn vị thì 
sẽ vượt ra khỏi ngưỡng an toàn). Hỏi ở thành phố này độ trùng của dây là bao 
nhiêu đơn vị độ dài? 

_ A.7,7ctonvi '' 7 đon vị t 8 đon vị D. 8,7 đon vị 


Dáp an A. 



10! giai 


Bàitoán là sự kết hợp kiểm tra giữa khảo sát hàm số, tìm GTNN của hàm số, 
kiếm tra các tính chất của hàm mũ. Để tính được độ trùng của dây thì ta tìm 
tọa độ điêm thấp nhất trên đồ thị hàm số trong đoạn [-30; 30] . 

Gắn hệ trục tọa độ như hình vẽ bên. 


Ta có y’=30 


fl Ị 

1 -4*1 

1 

( ± 

-ì 

— e°° — to 


_„60 

60 

60 

_ 2 

V 



y'=0o g «- e '«=0oi-=-lor=0 
60 60 

Nhận xét, khi X =0 thì y = 30.(c° + e° ) = 60 (đơn vị). 

Kí hiệu như hình vẽ ta có: 

Tung đọ của điểm p bằng với tung độ điểm M, N. Do vậy ta chỉ cần tìm tung 
độ của N. 

Mặt khác N nằm trên đồ thị hàm số y = 3o|e» + e~* j, (-30 < X < 30) , do vậj 

( 30 jọ\ 

e 60 +e 60 67, 7 (đơn vị) 

Vậy độ trùng dây điện là 67, 7 -60 = 7,7 (đơn vị). 
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Tiu; best or nothing 


clití dỏ 2: Hàm sò’ lũy thừa, hàm sô' mũ - hàm số logarit 



1. Bài toán lãi suất ngân hàng 
Càu l: Ông B gửi vào ngân hàng số tiền là 120 triệu 
đồng với lãi suất định kỳ hàng năm là 12%/năm. Nếu 
sau mỗi năm, ông không đến ngân hàng lấy lãi thì 
tiên lãi sẽ cộng dồn vào vốn ban đầu. Hỏi sau đúng 
12 năm kể từ ngày gửi, số tiền lãi L (không kế vốn) 
ông sẽ nhận được là bao nhiêu? (Giả sử trong thòi 
gian đó, lãi suất ngân hàng không thay đổi). 

A L*12.10 7 [(l,12) u -l] (VNĐ) 

• fí. z, = 12.10 7 [(l,12)“+l] (VNĐ) 

c L=1Z10 7 .(1,12) 12 (VNĐ) 

L). L=12.10 7 .0,12 (VNĐ) 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Lấm Đồng) 
c à II 2: Một nguời gửi tiết kiệm với lãi suất 8,4 % năm 
và lãi hàng năm đuợc nhập vào vốn, hỏi sau bao 
nhiêu tháng ngưòi đó thu đuợc gấp đôi số tiền ban 
đâu (lấy giá trị quy tròn)? 

‘\. 96 B. 97 t 98 i> 99 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Um) 
í ã u 3: Anh Phúc đầu tư 100 triệu đồng vào một công 
ty theo thể thức lãi kép với lãi suất 15% một năm. Giả 
sử lãi suất hàng năm không thay đổi. Hỏi sau 3 năm, 
số tiền lãi của anh Phúc gần nhất vói giá trị nào sau 
đây? 

. A. 52,1 triệu B. 152,1 triệu 

c. 4,6 triệu D. 104,6 triệu 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Hông Thái - Hà Nội) 
Càu 4: Một người gửi tiết kiệm theo thế thức lãi kép 
như sau: Mỗi tháng người này tiết kiệm một số tiền 
cố định là a đồng rồi gửi vào ngân hàng theo kì hạn 
một tháng vói lãi suất 0,6%/tháng. Tìm a đế sau ba 
năm kế từ ngày gửi lần đầu tiên người đó có được 
tổng SỐ tiền là 400 triệu đồng. (Biết rằng lãi suất 
không thay đổi trong suốt thời gian gừi) 

A. a = 9.799.882 đồng B. a = 9.292.288 đồng 
c. a = 9.729.288 đồng o. a = 9.927.882 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Huỳnh Thúc Kháng) 
Cáu 5: Một bà mẹ Việt Nam anh hùng được hưởng 
SỐ tiền là 4 triệu đồng trên một tháng (chuyển vào tài 
khoản của mẹ ở ngân hàng vào đầu tháng). Từ tháng 
1 năm 2016 mẹ không đi rút tiền mà đế lại ngân hàng 
và được tính lãi suất 1% trên một thảng. Đến đầu 
tháng 12 năm 2016 mẹ rút toàn bộ số tiền (gồm số tiền 


của tháng 12 và số tiền đã gửi từ tháng 1). Hỏi khi đó 
mẹ Erứi về bao nhiêu tiền? (Kết quả làm tròn theo đơn 
vị nghìn đông). 

A. 50 triệu 730 nghìn đồng 

B. 50 triệu 640 nghìn đồng 
c. 53 triệu 760 nghìn đồng 
D. 48 triệu 480 nghìn đồng 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lương Văn Tụy) 
Câu 6: Một người gửi vào ngân hàng 100 triệu đồng 
với lãi suất 0,5% một tháng, sau mỗi tháng lãi suất 
được nhập vào vốn. Hỏi sau một năm người đó rút 
tiền thì tổng số tiền người đó nhận được là bao nhiêu? 

. A. 100.(1, 005) 12 (triệu đồng) 

B. 100.(l + 12 x0;005) u (triệu đồng) 
e. 100x1,005 (triệu đồng) 
í >. 100.(1,05)“ (triệu đồng) 

C.U! Bác Bình cần sửa lại căn nhà với chi phí 1 tỷ 
đồng. Đặt kế hoạch sau 5 năm phải có đủ số tiền trên 
thì mỗi năm bác Bình cần gửi vào ngân hàng một 
khoản tiền tiết kiệm như nhau gần nhất bằng giá trị 
nào sau đây, biết lãi suất ngân hàng là 7%/ năm và lãi 
được nhập vào vốn. 

A. 162 triệu đồng B . 162,5 triệu đồng 

c . 162,2 triệu đồng D . 162,3 triệu đồng 

(Trích đê thi THPT Yên Hòa - Hà Nội) 
Cảu 8: Biết rằng khi đỗ vào trường đại học X, mỗi sinh 
viên phải nộp một khoản tiền lúc nhập học là 5 triệu 
đồng. BỐ mẹ Minh tiết kiệm để đầu mỗi tháng đều 
gửi một số tiền như nhau vào ngân hàng theo hình 
thức lãi kép. Hỏi mỗi tháng, họ phải gửi số tiền là bao 
nhiêu (làm tròn đến hàng nghìn) để sau 9 tháng, rút 
cả gốc lẫn lãi được 5 triệu đồng, biết lãi suất hiện tại 
là 0,5%/ tháng. 

A. 542.000 đồng B. 555.000 đồng 

c. 556.000 đồng D. 541.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng - Hà Nội) 
Câu 9: Chị Minh vay ngân hàng 300 triệu đồng theo 
phương thóc ữả góp để mua nhà. Nếu cuối môi 
tháng, bắt đầu từ tháng thứ nhất chị Minh trả 5,5 triệu 
đồng và chịu lãi số tiền chưa ữả là 0,5% mỗi tháng 
(biết lãi suất không thay đổi) thì sau bao lâu, chị Minh 
trả hết số tiền trên? 
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A. 64 tháng B. 54 tháng 

c. 63 tháng D. 55 tháng 

■ (Trích đê thi thử Sở CD&ĐT Bắc Ninh) 
Câu 10: Một sinh viên X trong thời gian học 4 năm đại 
học đã vay ngân hàng mỗi năm 10 triệu đồng với lãi 
suất 3%/ năm (thủ tục vay một năm 1 lần vào thời 
điểm đầu năm học). Khi ra trường X thất nghiệp chưa 
trà được tiền cho ngân hàng nhưng chịu lãi suất 8%/ 
năm. Sau 1 năm thất nghiệp, sinh viên X cũng tìm 
được việc làm và bắt đầu trả nợ dần. Tính tống số tiền 
sinh viên X nọ ngân hàng trong 4 năm đại học và 1 
năm thất nghiệp? 

Ắ. 46.538.667 đồng B. 43.091.358 đồng 
c 48.621.980 đồng D. 45.188.656 đồng 

(Trích đê thi thừ THPT Tiên Du - Bắc Ninh) 
Câu 11 : Một người vay ngân hàng 40 triệu đồng để 
mua một chiếc xe với lãi suất là 0,85%/tháng và hợp 
đong thoả thuận là trá 500 ngàn đồng mỗi tháng. Sau 
một năm mức lãi suat của ngân hàng được điều chinh 
lên là 1,15%/tháng và người vay muốn nhanh chóng 
hết nợ nên đã thoả thuận trả 1 triệu 500 ngàn đồng 
trên một tháng (trừ tháng cuối). Hỏi phải mất bao 
nhiêu lâu người đó mới trả dứt nợ. 

A. 31 tháng 8. 43 tháng 

c. 30 tháng D. 42 tháng 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Bạc Liêu) 
Câu 12: Theo hình thức lãi kép, một người gửi 100 
triệu đồng vào ngân hàng với lãi suất 1,75% (giả sử 
lãi suất trong hằng năm không đổi) thi sau hai năm 
người đó thu được số tiền là: 

A. 103351 triệu đồng 13. 103530 triệu đồng 
C. 103531 triệu đồng D. 103500 triệu đồng 
(Trích đe- thi thử THPT chuyên Vị Thanh -Hậu Giang) 
Càu 13: Ong Pep là một công chức và ông quyết định 
nghi hưu sớm trước hai năm nên ông được nhà nước 
trợ cấp 150 triệu. Ngày 17 tháng 12 năm 2016 ông đem 
150 triệu gửi vào một ngân hàng với lãi suất 0,6% một 
tháng. Hàng tháng ngoài tiền lương hưu ông phải 
đến ngân hàng rút thêm 600 nghìn để chi tiêu cho gia 
đình. Hỏi đến ngày 17 tháng 12 năm 2017, sau khi rút 
tiền, SỐ tiền tiết kiệm của ông Pep còn lại là bao 
nhiêu? Biết rằng lãi suất trong suất thòi gian ông Pep 
gửi không thay đổi. 

A. (50.1,006“ +100) triệu 

B. (250.1,006“ -ìoo) triệu 
c. (50.1,006” +100) triệu 
D. (150.1,006“ -100) triệu. 


Ngọc Huyên LB 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long ĩân I ) 
Chi 14: Anh Thanh vay 20 triệu đồng của ngân hàng 
để mua laptop và phải trả góp trong vòng 3 năm với 
lãi suất 1,1% mỗi tháng. Hàng tháng anh Thành phải 
trả một số tiền cố định là bao nhiêu để sau 3 năm hết 
nợ? (làm tròn đến đơn vị đồng) 

A. 673808 đồng. B. 674808 đồng, 

c. 675808 đồng. D. 676808 đồng. 

(Trích đê thi thử lẫn I- Sở GD&ĐT Vững Tàu) 
Cáu 15: Một người mỗi tháng đều đặn gửi vào ngân 
hàng một khoản tiền T theo hình thức lãi kép với lãi 
suất 0,6% môi tháng. Biết sau 15 tháng người đó có số 
tiền là 10 triệu đồng. Hỏi số tiền T gần với số tiền nào 
nhất trong các số sau? 

A . 535.000 đồng 13 . 635.000 đồng 

c. 613.000 đồng D. 643.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Côu 16: Một người gửi tiết kiệm ngân hàng, mỗi 
tháng gửi 1 triệu đồng, với lãi suất kép 1% trên tháng. 
Gửi được hai năm 3 tháng người đó có công việc nên 
đã rút toàn bộ gốc và lãi về. Số tiền người đó rút được 
là: 


A. 100.[(l,0lf-lJ triệu đồng 
13. 101.Ị^(l,0l) 26 -lJ triệu đồng 

C. 101.Ị^(l,0l) r -lJ triệu đồng 

D. 100|(l,0l)“-lj triệu đồng 


(Trích đê thi thừ THPT chuyên Vĩnh Phúc ữn 3) 
Cảu 17: Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 8,5% 
/năm và lãi hằng năm được nhập vào vốn. Hỏi để sau 
3 năm người đó thu được cả vốn lẫn lãi tối thiếu 500 
triệu đồng thi số tiền cần gửi lúc đầu ít nhất là bao 
nhiêu đồng? ( làm tròn đến đon vị trăm nghìn đồng). 
A. 391.400.000 đồng B. 391.500.000 đồng 

c. 391.600.000 đồng D. 391.300.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Quý Đôn) 
Câu 18: Một người gửi tiết kiệm với lãi suất 6,5%/năm 
và lãi hàng năm được nhập vào vốn. Hỏi khoảng bao 
nhiêu năm người đó thu được gấp đôi số tiền ban 
đầu? 

A. 11 năm. B.9năm. 

c. 8 năm. D. 12 năm. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Càu 19: Một người gửi dết kiệm 10000000 (đồng) vào 
một ngân hàng với lãi suất 0,56%/tháng. Giả sử cuối 
mỗi tháng người đó phải rút ra 200000 (đồng) để trả 
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Chủ dể 2: Hàm số iủỵ thua, hàm sô' mũ - hàm sô" iogarìt 
tiền điện. Hỏi số tiền còn lại của người đó sau 1 năm 
là bao nhiêu (làm tròn sau dấu phây ba chữ sô). 

A . 8217771,484 (đồng) 8 . 8217771,483 (đồng) 
c. 8217772,484 (đông) D. 8217772,483 (đồng) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Càu 20: Bạn Hùng trúng tuyển vào đại học nhung vì 
không đủ nộp tiền học phí Hùng quyết định vay ngân 
hàng trong 4 năm mỗi nam 3.000.000 đồng để nộp học 
với lãi suất 3%/năm. Sau khi tốt nghiệp đại học Hùng 
phải trả góp hàng tháng số tiền T (không đổi) cùng 
với lãi suất 0,25%/tháng trong vòng 5 năm. Số tiền T 
mà Hùng phải trà cho ngân hàng (làm ữòn đến hàng 
đơn vị) là: 

A. 232518 đồng B. 309604 đồng 

c. 215456 đồng D. 232289 đồng 

(Trích đê thi thử THPT Tran Himg Đạo — Ninh Bình) 
Câu 21: Ông An bắt đầu đi làm vói mức lưong khởi 
điểm là 1 triệu đồng một tháng. Cứ sau ba năm thì 
ông An lại được tăng lương 40%. Hòi sau tròn 20 năm 
đi làm tổng tiền lương ông An nhận được là bao 
nhiêu (làm tròn đến hai chữ số thập phân sau dấu 
phẩy)? 

A 726,74 triệu đồng 8 . 71 6,74 triệu đồng 

c. 858,72 triệu đồng D. 768,37 triệu đồng 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Cau 22: Kế từ năm 2017 giả sử mức lạm phát ờ nước 
ta với chu kỳ 3 năm' là 12%. Năm 2017 một ngôi nhà 
ờ thành phố X có giá là 1 tý đồng . Một người ra 
trường đi làm vào ngày 1/1/2017 với mức lương khới 
điểm là p triệu đồng / 1 tháng và cứ sau 3 năm lại 
được tăng thêm 10% và chi tiêu hàng tháng là 50% 
của lương. Với p bằng bao nhiêu thì sau đúng 21 năm 
đi làm anh ta mua được nhà ờ thành phố X, biết rằng 
mức lạm phát và mức tăng lương không đổi.( kết quả 
quy tròn đến chữ số hàng đơn vị ) 

A. 9.588.833 đồng B. 11 .558.431 đồng 

2. Bài toán tăng trưởng dân số. 

Càu 26: SỐ lượng của một loại vi khuẩn A trong một 
phòng thí nghiệm được tính theo công thức 
s(f) = s(o).2', trong đó s(o) là lượng vi khuẩn A lúc 

ban đầu, s(í) là số lượng vi khuẩn A có sau t phút. 

Biết sau 3 phút thì số lượng vi khuẩn A là 625 nghìn 
con. Hỏi sau bao lâu, kể từ lúc đầu, số lượng vi khuẩh 
A là 10 triệu con? 

A. 48 phứt B. 19 phút 

c. 7 phút D. 12 phút. 

(Trích đê minh họa ĩân ÍI - Bộ GD & ĐT ) 


The best or hotliing 

c. 13.472.722 đồng D. 12.945.443 đồng 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trễi ĩân 3) 
Cáu 23: Một người gửi tiết kiệm 10000000 (đồng) vào 
một ngân hàng với lãi suất 0,56%/tháng. Giả sử cuối 
mỗi tháng người đó phải rút ra 200000 (đồng) đế trà 
tiền điện. Hòi số tiền còn lại của người đó sau 1 năm 
là bao nhiêu (làm tròn sau dấu phẩy ba chữ sổ). 

A. 8217771,484 (đồng) . B. 8217771,483 (đồng) 
c. 8217772,484 (đông) D. 8217772,483 (đồng) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Cáu 24: Ông Năm gửi 320 triệu đồng ở hai ngân hàng 
X và Y theo phương thức lãi kép. Số tiền thứ nhất gửi 
ở ngân hàng X với lãi suất 2,1% một quý trong thòi 
gian 15 tháng. Số tiền còn lại gửi ớ ngân hàng Y với 
lãi suất 0,73% một tháng trong thời gian 9 tháng. Tổng 
lợi tức đạt được ở cả hai ngân hàng là 27507768,13 
đồng (chưa làm tròn). Hỏi số tiền ông Năm lần lượt 
gửi ở ngân hàng X và Y là bao nhiêu? 

A. 120 triệu và 200 triệu 

B. 180 triệu và 140 triệu 
c. 140 triệu và 180 triệu 
L). 200 triệu và 120 triệu 

(Trích đê thi thử THPT Can Lộc - Hà Tĩnh) 
Càu 25: Bạn Hùng trúng tuyển vào trường đại học A 
nhưng vì do không đủ nộp học phí nên Hùng quyết 
định vay ngân hàng trong 4 năm mỗi năm vay 
3.000.000 đồng đế nộp học phí với lãi suất 3%/năm. 
Sau khi tốt nghiệp đại học bạn Hùng phải trả góp 
hàng tháng số tiền T (không đổi) cùng với lãi suất 
0,25%/tháng trong vòng 5 năm. Số tiền T hàng tháng 
mà bạn Hùng phải trả cho ngân hàng (làm tròn đến 
kết quả hàng đơn vị) là: 

Ã. 232518 đồng . B. 309604 đồng. 

C. 215456 đồng.; D. 232289 đồng. 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I) 


Câu 27: Dân số thế giới được ước tính theo công thức 
s = A.e r N trong đó: A là dân số của năm lấy mốc 
tính, s là dần số sau N năm, r là tỷ lệ tăng dân số 
hằng năm. Cho biết năm 2001, dân số Việt Nam có 
khoảng 78.685.000 người và tỷ lệ tăng dân số hằng 
năm là 1,7% một năm. Như vậy, nếu ti lệ tăng dân số 
hằng năm không đổi thì đến năm nào dân số nước ta 
ở mức khoảng 120 triệu người? 

A.2020. B.2024. c. 2026. D. 2022. 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên - Hà Nội) 
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Cà 11 28: Kết quả thống kê cho ờ thòi điếm 2013 dân số 
Việt Nam là 90 triệu người, tốc độ tăng dân số là 
1,1%/năm. Nếu mức tăng dân số ổn định ở mức như 
vậy thì dân số Việt Nam sẽ gấp đôi (đạt ngưỡng 180 
triệu) vào năm nào? 

A . Năm 2050 8 . Năm 2077 

c. Nám 2093 ọ. Năm 2070 

(Trích đẽ thi thử trường THPT chuyên Lam Sơn ) 
Cui 29: Ti lệ tăng dần số hàng năm ờ Việt Nam duy 
trì ở mức 1,06%. Theo số liệu của Tống cục thống kê, 
dân SỐ Việt Nam năm 2014 là 90.728.600 người. Với 
tốc độ tăng dân số như thế thì vào năm 2050 dân số 
Việt Nam là: 

A. 160.663.675 người B. 132.616.875 người 
c. 153.712.400 người 0 134.022.614 người 
(Trích đê thỉ thử lãn 1 - THPT Lương ThếVinh) 
Câu 30: Ngày 1/7/2016, dân số Việt Nam khoảng 91,7 
triệu người. Nếu tì lệ tăng dân số Việt Nam hàng năm 
là 1,2% và ti lệ ổn định 10 năm liên tiếp thì ngày 
1/7/2026 dân so Việt Nam khoáng bao nhiêu triệu 
người? 

A. 104,3 triệu người 8. 103,3 triệu người 
c. 105,3 triệu người 0. 106,3 triệu người 

(Trích đê thi thử THPT Tiền Du sô' ĩ) 
Câu 31: Biết dân số Việt Nam vào năm 2005 vào 
khoảng 80 triệu người. Ti lệ tăng dân số vào khoảng 
1,5% mỗi năm. Tốc độ tăng trường dân số theo công 
thức s — A.e m , toong đó n là số năm, A là dân số từ 
thời điếm tính, r là ti lệ gia tăng dân số. Hỏi khoảng 
bao nhiêu năm sau, dân số đạt 100 triệu người? 

A. 15 năm B. 10 năm 

c. 23 năm D. 20 năm 

(Trích đê thi thử TtìPT Việt Nam - Ba Un) 
Cà u 32: Kết quả thống kê cho ờ thời điếm 201 3 dần số 
Việt Nam là 90 triệu người, tốc độ tăng dân số là 
1,1%/năm. Nếu mức tăng dân số ổn định ờ mức như 
vậy thì dân số Việt Nam sẽ gấp đôi (đạt ngưỡng 1 80 
triệu) vào năm nào? 

A. Năm 2050 B. Năm 2077 

c. Năm 2093 D. Năm 2070 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Um Sơn ~ Thanh Hóa) 
Câu 33: Ti lệ tâng dân số hàng nãm của In-đô-nê-xi-a 
la 1,5%. Cuối nam 1998, dân số nước này là 
212.942.000 người. Dân số của In-đô-nê-xi-a vào năm 
cuối năm 2017 là: 

A. 134 190 551 (người) B. 278.387.730 (người) 
c. 219.093.477(ngưòi) D. 282.563.546 (người) 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Trỗi) 


c âu 34: Dân số thế giới được ước tính theo công thức 
s = Ae m toong đó A là dân số của năm lấy làm mốc, 
s là dân số sau n năm, i là tỷ lệ tăng dân số hằng 
năm. Theo thống kê dân số thế giới tính đến tháng 
01/2017, dân số Việt Nam có 94,970,597 người và có ti 
lệ tăng dân so là 1,03%. Nếu tỷ lệ tăng dân số không 
đổi thì đến năm 2020 dân số nước ta có bao nhiêu 
triệu người, chọn đáp án gần nhất. 

A. 98 triệu người. B. 100 triệu người, 
c. 102 triệu người. D. 104 triệu người 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lần 3 ) 
C.UI 3?: Ngày 1/7/2016, dân số Việt Nam khoảng 91,7 
triệu người. Nếu tì lệ tăng dân số Việt Nam hàng năm 
là 12% và ti lệ ốn định 10 năm liên tiếp thì ngày 
1/7/2026 dân số Việt Nam khoảng bao nhiêu triệu 
người? 

A . 104,3 triệu người íỉ. 103,3 triệu người 

c. 105,3 triệu người D. 106,3 triệu người 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên ĐHSP HN lan 1) 
Cáu 36: SỐ lượng cùa loại vi khuẩn A toong một 
phòng thí nghiệm được tính theo công thức 
s(t)=s(0).2‘, toong đó s(o) là số lượng vi khuẩn A 
lúc ban đầu, s(t) là số lưọmg vi khuẩn A có sau t phút. 
Biết sau 3 phút thì số lượng vi khuẩn A là 625 nghìn 
con. Hòi sau bao lâú, kể từ lúc ban đầu, số lượng vi 
khuẩn A là 10 triệu con ? 

A. 48 phút. B.19phút. 

c. 7 phút. D. 12 phút. 

(Trích đê minh họa Ĩãn2- BGD&ĐT) 
Câu 37: Số lượng của một loài vi khuẩn trong phòng 
thí nghiệm được tính theo công thức S(í) = Ae' 1 , toong 
đó A là số lượng vi khuẩn ban đầu, s(t) là số lượng 
vi khuẩn có sau t (phút), r là tỷ lệ tăng trướng (r > o), 

t (tính theo phút) là thời gian tăng trưởng. Biết rằng 
số lượng vi khuẩn ban đầu có 500 con và sau 5 giờ 
có 1500 con. Hỏi sao bao lâu, kể từ lúc bắt đầu, số 
lượng vi khuẩn đạt 121500 con? 

A. 35 (giờ). B. 45 (giờ), 

c. 25 (giờ). D. 15 (giờ). 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng lẫn I) 
Cau 38: Với mức tiêu thụ thức ăn của trang trại A 
không đổi như dự định thì lượng thức ăn dự trữ sẽ 
hết sau 100 ngày. Nhưng thực tế, mức tìêư thụ thức 
ăn tăng thêm 4% mỗi ngày (ngày sau tăng 4% so với 
ngày trước đó). Hỏi thực tế lượng thức ăn dự trữ đó 
sẽ hết sau khoảng bao nhiêu ngày? (làm tròn số đến 
hàng đơn vị). 
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Chu đề 2: Hàm sô’ lũy thùa, hàm sò mũ - hàm sô’ logarit 


A. 43 ngày 13. 41 ngày 

c. 40 ngày D. 37 ngày 

(Trích đê thi thử Un ỉ ~ THPT Chu Văn An) 
Câu 39: Biết rằng ti lệ lạm phát hàng năm của một 
quốc gia từ 1994 đến 2004 là không thay đổi và bằng 
0%. Một xe ôtô đổ đầy bình xăng năm 1995 hết 24,95 
USD, vẫn ô tô đó đổ đầy bình xăng năm 2001 hết 33,44 
USD. Giá xăng biến động không bị tác động bởi yêu 
tố gì khác ngoài ti lệ lạm phát. Khi đó ta có: 

A. 5,5 <a <6 , 5 0. 4,5 <a <5,5 

c. 3,5«? <4,5 D. 6,5 <a <7,5 


The best or nothing 
(Trích đê thỉ thử THPT Hàn Thuyền Un I) 
Câu 40: Một người mỗi tháng đều đặn gửi vào ngân 
hàng một khoản tiền T theo hình thức lãi kép với ỉãi 
suất 0,6% mỗi tháng. Biết sau 15 tháng người đó có số 
tiền là 10 triệu đồng. Hỏi số tiền T gần với số tiền nào 
nhất trong các số sau? 

A. 535.000 đồng B. 635.000 đồng 

c. 613.000 đồng D. 643.000 đồng 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hấi 
Dương) 


3. Công thức tính khối lưọng chất phóng xạ bị phan rả trong Vật Lý cùng cho ta một 
ví dụ vê hàm số mủ với biến sô là thời gian t, tức là biến liên tục. 


Cảu 41: Bom nguyên tử là loại bom chứa Uranium- 
235 được phát nố khi ghép các khối Uranium-235 
thành một khối chứa 50kg tinh khiết. Uranium-235 có 
chu kỳ bán rã là 704 triệu năm. Nếu quả bom ban đầu 
chứa 64kg Uranium-235 tinh khiết và sau t triệu năm 
thì quả bom không thể phát nổ. Khi đó t thỏa mãn 
phương trình: 

V ỄỌ = |Tp B — = frp 

64 UJ 50 UJ 

c. ^=(2)™ o. = 

50 w 64 v ' 

■(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Văn Linh) 
Cáu 42: Một khu rừng có trữ lượng gỗ là 4.10 5 m 3 . Biết 
tốc độ sinh trưởng của cây trong rừng là 4%/ năm. 
Sau 5 năm thì khu rừng đó có số m 3 gỗ là 
4. 8.10 5 B. 6.10 5 

c. 4,8.10 5 D. 4.(10, 4) 5 

(Trích đê thi thử THPT Đong Đa - Hà Nội) 
Cảu 43: Các loài cây xanh trong quá trình quang hợp 
sẽ nhận được một lượng nhỏ cacbon 14 (một đồng vị 
cacbon). Khi một bộ phận của cây đó bị chết thì hiện 
tượng quang hợp cũng sẽ ngưng và nó sẽ không nhận 
thêm cacbon 14 nữa. Lượng cacbon 14 của bộ phạn đó 
sẽ phân hủy một cách chậm chạp, chuyến hóa thành 


nitơ 14. Gọi p(f) là SỐ phần trăm cacbon 14 còn lại 

trong một bộ phận của một cây sinh trưởng từ t nám 
trước đây thì p(f) được cho bởi công thức: 

P(f) = 100.(0,5põ (%). 

Phân tích một mẫu gỗ từ một công trình kiến trúc cố, 
người ta thấy lượng cacbon 14 còn lại trong gỗ là 
65,21(%). Hãy xác định niên đại của công trình kiến 
trúc đó. 

A. 3574 năm 13. 3754 năm 

c . 3475 năm D . 3547 năm 

(Trích đê thi thừ Tạp chí Toán học & Tuổi trh Un V) 
Cáu 44: Gọi N (t) là số phần trăm cacbon 14 còn lại 
trong một bộ phận của một cây sinh trường từ t năm 

trước đây thì ta có công thức N(í) =100.(0,5)'' A(%) 

với A là hằng SỐ. Biết rằng một mẫu gỗ có tuối khoảng 
3574 năm -thì. lượng cacbon 14 còn lại là 65% . Phân 
tích mẫu gỗ từ một công trình kiến trúc cổ, ngưòi ta 
thấy lượng cacbon 14 còn lại trong mẫu gỗ đó là 63%. 
Hãy xác định tuổi của mẫu gỗ được lấy từ công trình 
đó. 

A. 3674 năm B. 3833 năm 

c. 3656 năm D. 3754 năm 

(Trích đê thi thử THPT Đông Sơn Ị) 


4. Một số ứng đụng khác. 

Câu 45: Một người quan sát một đám bèo phát triển 
trên mặt hồ thì thấy cứ sau một giờ diện tích của đám 
bèo lớn gấp 10 lần diện tích đám bèo trước đó, với tốc 
độ tăng không đổi thù -sau 9 giờ đám bèo ấy phủ kín 
mặt hồ. Hỏi sau bao nhiêu giờ thì đám bèo ấy phủ kín 
một phần ba mặt hồ? 


10 3 _ 9 

A. 3 B. C:9-log3 D. — 

3 6 log3 

(Trích đề thi thử THPT Gia Viễn B) 

Câu 46: Cường độ một trận động đất được cho bởi 

công thức M - log A - log Aq , với A là biên độ rung 

chấn tối đa và Aq là một biên độ chuẩn (hằng số). Đầu 
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Cùng Phá Toan - Lúp \ 2 

thếkỷ 20, một trận động đất ở San Franâsco có cường 
độ đo được 8 độ Richter. Trong cùng năm đó, trận 
động đat khác ờ Nhật Bản có cường độ đo được 6 độ 
Richer. Hòi trận động đất ở San Francisco có biên độ 
gấp bao nhiêu lần biên độ ừận động đất ở Nhật Bản? 
A. 1000 lần B. 10 lan 

c - 2 lần D. 100 lần 

(Trích đê thi thử "Sở GD- ĐT Hưng Yên; THPT chuyên 
Lam Sơn - Thanh Hóa") 
Cáu 47: Một người thả 1 lá bèo vào một cái ao, sau 12 
giơ thi beo sinh sôi phủ kín mặt ao. Hỏi sau mấy giờ 

thì bèo phủ kín — mặt ao, biết rằng sau mỗi giò thì 

lượng bèo tăng gấp 10 lần lượng bèo trước đó và tốc 
độ tăng không đối. 

V. 12-log5 (giờ). 8. y (giờ). 

c. 12-log2 (giờ). D. 12+ln5 (giờ). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Chư 48: Một lon nước soda 80 ° F được đưa vào một 
máy làm lạnh chứa đá tại 32° F . Nhiệt độ của soda ờ 
phút thứ t được tính theo định luật Newton bời công 
thức T(f) = 32 + 48.(0, 9)*. Phải làm mát soda trong 
bao lâu để nhiệt độ là 50° F ? 

A. 4 phút. 8. 1,56 phút. 

c 2 phút. D. 9,3 phút. 

Cui 49: Một nguồn âm đẳng hưcmg đặt tại điểm o có 
công suất truyền âm không đổi. Mức cường độ âm tại 
điểm M cách o một khoảng R được tính bời công thức 
k' 

L m = 1 °g^r í 861 *) với k là hằng số. Biết điếm o thuộc 

đoạn thẳng AB và mức cường độ âm tại A và B lần 
lượt là L a = 3 Ben và Lg = 5 Ben. Tính mức cường độ 

âm tại trung điểm AB (làm tròn đến hai chữ số sau 
dấu phẩy). 

A. 3,52 Ben B. 3,06 Ben 

c. 3,69 Ben D. 4 Ben 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Càu 50: Chuyện kề rằng: Ngày xưa, có ông vua hứa 
sẽ thưởng cho một vị quan món quà mà vị quan đươc 
chọn. Vị quan tâu: "Hạ thần chi xin Bệ hạ thường cho 
mọt hạt thóc thôi ạ! Cụ thể như sau: Bàn cờ vua có 64 
ô thì với ô thứ nhất thần xin thêm 1 hạt, ô thứ 2 thi 
gấp đôi ô đầu, ô thứ 3 lại gấp đôi ô thứ 2,... ô sau 
nhận SỐ hạt thóc gấp đôi phần thường dành cho ô liền 
trước". Giá trị nhỏ nhất của n để tổng số hạt thóc mà 


Ngọc H uyền 10 

vị quan xin từ N ô đầu tiên (từ ô thứ 1 đến ô thứ n) lớn 
hon 1 triệu là 

A. 21 B. 19 c. 18 D. 20 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP HN) 
C.-U! 5 1 : Giả sử cứ sau một năm diện tích rừng của 
nước ta giảm * phần trăm diện tích hiện có. Hoi sau 
4 năm diện tích rừng của nước ta sẽ là bao nhiêu phần 
diện tích hiện nay? 


( V 

' '-{mị 

15. 100% 

4x 

1-— 

D. ịl — — 

100 

l 100, 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tăn 2) 
c.iu 52: Một bể nước có dung tích 1000 lít. Người ta 
mở vòi cho nước chây vào bể, ban đầu bế cạn nước. 
Trong giờ đầu vận tốc nước chảy vào bểlà 1 lít/lphút. 
Trong các giò tiếp theo vận tốc nước chảy giờ sau gấp 
đôi giờ liền trước. Hỏi sau khoảng thời gian baọ lâu 
thi bê’ đầy nước (kết quà gần đúng nhất). 

A: 3,14 giờ B. 4,64 giờ 

í . 4,14 giờ D. 3,64 giờ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĨSn 3) 

C.Hi 53: Áp suất không khí p (đo bằng milimet thủy 
ngân, kí hiệu mmHg) tại độ cao X (đo bằng mét) so 
với mực nước biển được tính theo công thức 
p = pỵ, trong đó P 0 = 760 mmHg là áp suất không 
khí ờ mức nước biển, / là hệ số suy giảm. Biết rằng ở 
độ cao 1000 mét thì áp suất không khí là 672,71 
mmHg. Hòi áp suất ở đinh Fanxipan là bao nhiêu? 

A. 22,24 mmHg. B. 519,58mmHg. 

c 517,94 mmHg. D. 530,23 mmHg. 

(Trích đê thi thử THPT Phan Đình Phùng fãn Ị) 
Càu 54: Một công ty thời trang vừa tung ra thị trường 
một mâu quần áo mới và họ tố chức quảng cáo trên 
truyền hình mỗi ngày. Một nghiên cứu thị trường uy 
tín cho thấy, nếu sau t lần quáng cáo được phát trên 
truyền hình thì số phần trăm người xem quảng cáo 

mua sản phẩm này là: p = - +4 ™; 01S| (%)■ Hỏi cần 

phát quảng cáo trên truyền hình tối thiểu bao nhiêu 
íần đế số người xem mua sản phẩm đạt hơn 80%? 

A. 356 lần B. 348 lần 

c. 352 lần D. 344 lần 

(Trích đê thi thử THPT Lý Thái Tố- Bắc Ninh) 
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The best or nothing 


Chủ đề 2: H àm sỏ' lũy thừa, hàm số mũ - hàm số logarit 

Hướng dẫn giải chi tiết 


1. Bài tập lãi suất ngân hàng 

Câu 1: Đáp án A. 

SỐ tiền lãi L ông B nhận được sau 12 năm là: 

L = a(l.+r%Ỵ-a 
= 12.10 7 (l+0.12) 12 -12.10 7 
= 12.10 7 [(l.l2) 12 -l] 

Câu 2: Đáp án D. 

Giả sử: SỐ tiền ban đầu đem gửi là a(đồng) 

Từ yêu cầu bài ra thì số tiền thu được là 2a(đồng) 

Vì một năm lãi suất là 8,4 % , mà một năm có 12 tháng 

nên SỐ lãi một tháng là: r - — j~ = 0.7% 

Ta có: 2fl = fl(l + r%)" 

o2 = (l + 0.7%)” 
on = ìog 1007 2*99 
Câu 3: Đáp án A. 

Sau ba năm số tiền lãi của anh Phúc là: 

L = a[(l+r%)"-l] 

= 10.10 7 [(l+15%) 3 -l] = 52087500 dồng 
Cáu 4: Đáp án D. 

Số tiền người này gửi mỗi thắng là: 

Aj% 

fl ~(l + r%)[(l+r%) B -l] 

40.Ĩ0 7 .0.6% 

(l+0.6%)[(l+0.6%) 112 -l] 

= 9927881.582 « 9927882 
Câu 5: Đáp án A. 

SỐ tiền mẹ Linh là: 

, ,(l + r%)”-l 

. A n= a { l + r% y—^ + fl 

= 4.10 6 (l + 1%). 1 1+1 *> — + 4.10 6 
= 50730012.05 

Câu 6: Đáp án A. 

Sau một năm tổng số tiền người đó lấy được là: 

Au = a(l+r°/of 
= 10.10 7 (l+0.5%) 12 
= 10.10 7 .(l.005) 12 
Câu 7: Đáp án B. 

Khoản tiền hằng năm bác Bình cần phải gửi vào ngân 
hàng là: 


A 5 r% 

8- (l + r%)[(l + r%) S -l] 

10.Ĩq 8 .7% 

- (l + 7%)[(l + 7%) 5 -l] 

= 162514667.7 
Cáu S: Đáp án A. 

Đây là bài toán dạng 3: 

Khoản tiền hằng năm bác Bình cần phải gửi vào ngân 
hàng là a thì 

. . (l+rĩ-l . 

a(Ur) y —ị = 5.10 6 

,542.000 d. 

1,005.(1,005* -l) 

Câu 9: Đáp án A. 

Ta có SỐ tiền mỗi tháng chị Minh phải trả ngân hàng 
là: 

; 300.10 6 .(l + 0.5%y .0,5% 

5.5.10 6 = 77 . . : 

(1 + 0.5%) -1 

n 1,005” 

° 3 1,005" -1 

o 1,005"=^ 

8 

o n = log t005 1,375 « 64 
Câu 10: Đáp án A. 

SỐ tiền sinh viên X vay ngân hàng trong thời gian đi 
học là: 

, . (l+r%)"-l 

x (l + 3%)“-l 

= 10.10 6 .(l+3%). 3 ” ; 

Số tiền sinh viên phải trả cho ngân hàng là: 

T = A(l+r,%) = A(l+8%) = 46538666,75 
Câu 11: Đáp án c. 

SỐ tiền người đó cần trả sau một năm là: 

(l + 0,85%) 12 -1 

40.10 6 (í+0,85%) -5.10 5 

= 37987647,49 = B 

Sau đó, thời gian hoàn trá đủ tiền cho ngân hàng là: 

. (1+1,15%)" -1 n 

8(1+1.15%) -15.10 . íj s ^ =0 

«B.l,0115"=l 5 .10=.i^l«n=30 
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Ngọc Huyền LB 


Vậy người đó cần 42 tháng để trả hết nợ ngân hàng 
Càu 12: Đáp án c. 

SỐ tiền người đó thu được sau hai năm là: 

A = a.(l+r%Ỵ = 100.10 6 .(l+l,75%) 2 =103530625 
(đồng) 

Càu 13: Đap án A. 

Sau một năm số tiền tiết kiệm còn lại của ông Pep là: 

L = A(l + r%y-gí ĩ + r ỵ zl 

v ’ r% 

= 150.10« (l+ 0,6%) -6 in ^° : 6% ) zl 

’ 0 , 6 % 

= 153721208,4 

Càu 14: Dáp á ri c. 

Hàng tháng, số tiền anh Thành phải trả là: 

A(l + r%)'s% 

(l + r%)"-l 

_ 20.10 6 .(l+ĩ,l%) 3,12 .1,1% 

(1 + 1 , 1%)“ -1 

= 675807,3033 


Câu 15: Đáp số B. 

SỐ tiền môi tháng người đó gừi vào ngân hàng là: 
T _ Ar% 

(l+r%)[(l+r%)"-l 


10 . 10 6 . 0 , 6 % 

(1 + 0,6%) (l+0,6%) 1S -lj 


= 635301,4591 


Cảu 16: Đáp án c. 

SỐ tiền người đó rút được là: 


A ‘M 1+r ° A ) n - i ì ur% } 

= Ĩ%[( I+1% ) 2, ~ 1 ]( 1+1% ) 

= 101.10 6 [(l / 0l) 27 -l] 

Câu 17: Đáp án B. 

SỐ tiền ban đầu ít nhất là: 


a= A 

(1 +r%Ỵ 


500.10 6 

= — - - - - = 391454049, 2 

(1+8,5%) 


Câu 18: Đáp số A. 

Do số tiền thu được gấp đôi số tiền ban đầu nên ta có: 


,A 
ln— 


ln — 


UL— m — 1 ( *y\ 

- a a M 2 ) 

ln(l + r%) ln(l + 6,5%) " ỉn(l,065) 


«11 


Câu 19: Đáp án A. 

SỐ tiền của người đó còn lại sau một năm là: 


l = A(l + r%)’-«íhĩậl2 

r% 

= 10.10«.(l + 0,56%) 12 -2.10 5 ( 1 + 0 ' 56% ) zl 

0,56% 

= 8217771,484 
Càu 20: Đáp án D. 

SỐ tiền Hùng vay ngân hàng đế đi học là: 

r% v ' 3% 

Số tiền Hùng phải ữả cho ngân hàng mỗi tháng là: 

A(l+r%Ỵr% ^ 

T = ~r . = 232288,5852 

(l+r%) -1 

Câu 21: Đáp án D. 

a = 1 triệu, r=40%. 

- 3 năm đầu số tiền ông An nhận được là 36a. 

- 3 năm thứ 2 số tiền lãi ông An nhận được là 
36fl(l+r), 

- 3 năm thứ 3 số tiền lãi ông An nhận được ỉà 
36fl(l + r) 2 . 


3 năm thứ n, số tiền lãi ông An nhận được là 
36«(l + r)"-\ 

Vì chu kì tăng Iưong là 3 năm một lần nên ta có: 
20=3.6+2 

Vậy số tiền ông An nhận được sau 20 năm là: 

36.100.Ế(l+r) x +24^.(l + r) 6 = A 


=> A = 36.10«.£(l + 40%) + 24.10 6 (l +- 40% ) 6 
= 768367104 (đong). 

Cáu 22: Đáp án D. 
a = 1 ti, r, » 12%; r 2 = 10%; r, = 50%. 
n' = 21 năm nên chu kì 3 năm => n = 7. 

Sau 21 năm, ngôi nhà có giá thành là 

A = fl(l+r 1 )"=10 , (l+12%) 7 =10 9 .1,12 7 (đồng). 


Khi đó: SỐ tiền người đó kiếm được sau 21 năm là: 


A = 36 




-r 1 .pg(l+,J' 

1=0 


o36J>g(l+r a )'(l-, 3 ) 

r=0 


=>P= A 10 9 .ĩ,12 7 

36-ỊX 1 + Ỵ (1 -r,) 36.ị(l+12%) x (1-50%) 
*"0 1=0 ' 

= 12945443,25 (đồng) 
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Cliu đề 2: Hàm số lũy thùa, hàm sỗ mũ - hãm sỏ logarit 
Cáu 23: Đáp án A. 

Đặt số tiền của người đó là A. 

Sau tháng đầu tiên số tiền còn trong ngân hàng của 
ngưòriđólà:A(l + r)-a đồng 

Sau tháng thứ hai số tiền còn ữong ngần hàng của 
người đó là: 

(A(l+r)~fl).(l+r)-a = Aịl+rf -a.{l+r)~ a 

Sau tháng thứ n, số tiền còn trong ngân hàng của 
người đó là: 

-A.(l+r)" -íjỊ^l+(l+r)+...+(l+r)" _1 J 

. 1 - (l + rỴ , l-(l + r) B 

= A(l + r) -a. - V. 4 =A{l + r) + 0 . — — 
v ' l-(l+r) v ’ r 

Vậy SỐ tiền còn lại của người đó sau một năm là: 

10 7 .(l+0,056) ư +2.10 s . 1 ~^ 1 „ + ^ 056 ^- = 8217771,484 
v ’ 0,056 


2. Bai toán tang trường dàn số 
Càu 26: Đáp án c. 

SỔ lượng vã khuẩn ban đầu là: 

s(0) = :ặl = ỉp (nghìn vk) 

2 o 


Thời gian để số lượng vk đạt 10 triệu con tính từ lúc 

íiìì 


ban đầu là: t = log 2 


l s (°)J 


= log z 128 = 7(min) 


Càu 27: Đáp án c. 

Dân SỐ nước ta ở mức khoảng 120 triệu người sau: 


ln|- 


N = ■ 


~ 24,825835 năm - 25 năm. 


Chi 28: Đáp án B. 

thời gian kể từ thời điểm 2013, dân số đạt 180 triệu 

người là: N = 7 -.-- 1 - 2 - - -v = 63,359 (năm) 
ln(l+l,l%) 

Câu 29: Đáp án B. 

N = 36 năm; r= 1,06%; A = 90728600 người 

Dân SỐ VN năm 2050 là S = A(l+r) N =132616875 


(người). 

Câu 30: Đáp án B 

Ti lệ lạm phát hằng năm chính là % tăng của năm sau 
so với năm trước: 

Do vậy sau năm thứ nhất, thì giá xăng sẽ là 

24,95.(1 + «%) 


Cát: 24: Đap án C. 

Giả sử số tíền gửi ờ ngân hàng X và Y lần lượt là X 
đồng và Y đồng. Khi đó: 

x(l + 2,l%) 5 + y(l + 0,73%) 9 = 27507768, 13 + 320.10 6 (l). 
x+y = 320.10 6 (2) 

, íx = 140.000.000 

( )'( ) => ịy = 180.000.000 (đồn§) 

Cáu 25: Đáp án D. 

« =3.10 6 (đồng); r t =3%;r 2 =0,25%. 

SỐ tiền Hùng vay ngân hàng là: 

A = ^-[(l+r 1 )"’ -lj(l+r) = 12927407,43 (đồng). 

SỐ tiền Hùng trả ngân hàng mỗi tháng là: 

T = — - 1 + ' 2 ) = 232288,5852 (đồng) 

(! *rj-l 


Bài toán này tương tự như bài toán lãi kép. Từ đây ta 

có: 

Dân SỐ VN ngày 1/7/2026 là: 91, 7 (l + 1, 2%) 10 = 103, 3 

(triệu người). 

Cá:.: 31: Dap án -Y 

Dân SỐ đạt 100 triệu người sau: 

n = — ^«15 (năm), 
r 

Câu 32: Đáp án B. 

Thời gian kế từ thời điểm 2013, dân số đạt 180 triệu 

người là: N = = 63,359 (năm) 

ln (1+1,1%) 

Côn 33: Đáp án D. 

Dân số Indonesia vào cuối năm 2017 là: 

A = 212942000(1+1,5%) * 2822563546 (người). 

Câu 34: Đap án A. 

Dân số nước ta năm 2020 là: 

s = 94970597 (l + 1, 03% ) 3 = 98 (triệu người). 

Câu 35 : Đáp án B 

Dân SỐ VN ngày 1/7/2026 là: 91,7(l + l,2%) 10 =103,3 

(triệu người). 

Càu 36: Đáp án c. 

SỐ lượng vi khuẩn ban đầu là: 

s (°) = -ể = ^P (nghìn vk) 

2 o 
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Thời gian đế số lượng vk đạt 10 triệu con tính từ lúc 


ban đầu là: t = log 3 


<S (0Ì 

ặij=log 2 128 = 7(mm) 


Càu 37: Đáp án D. 

Tỷ lệ tăng trưởng của vi khuẩn là: 


ỉnl — 


ln3 


= 0,3662%. 


t 5.60 

Thòi gian để số lượng vi khuẩn đạt 12150000 


-ệU. 


Càu 38: Đáp án B. 

Gọi lượng thức ăn tiêu thụ ban đầu không đổi như dự 
định là X. Thì lượng thức ăn dữ trữ là: A = lOOx 


— Ngọc Huyền L B 

Thực tếlượng thức ăn tăng thêm 4% sau mỗi ngày, tức 
là: 

100x=x + x(l + 4%) + X (l + 4 %f + ... + X. (l + 4%) n 
l-(l + 4%r 

~~ ĩ— (l + 4%) ° ” = ( 5 ) * 41 n ỗ à y 

Cáu 39: Đáp án A. 

Ta có 33, 44 = 24, 95. (l + a%f o a = 5% 

Cáu 40: Dáp an B. 

r~0, 6%; n = 15 (tháng), A = 10 triệu. 

Theo bài ra ta có; 

T = r z 7 Ĩ = 635301, 4591 (đồng) 

(l + r)[(l + r) -lj 


3. Công thức tính khối lượng chải phóng xạ bị phân rã trong vật lí 
Cẩu 41: Đáp án B. T- 3574 nằm 


Ta có: = 50 kgỉ m 2 = 64kg 

Suy ra: 771, =m. .2 r <»64 = 50.2™ <& — J lT“. 

50 UJ ■ 

Càu 42: Dáp án c. 

Sau 5 năm khu rừng có: 

A = 4 -l° 5 (1 + 4%) 5 = 4,8666.10 5 (m 3 ). 

Càu 43: Đáp án D. 

Ta có: 65,21 = 100 . (ũ, 5 )sắõ 

°2™=0, 06521 <=> t * 3546,8 (năm) 

Câu 44: Đáp án B. 

4. Một SÔ ứng dụng khác 

Càu 45: Đáp án C. 

s = s 0 (l+r)" 

Giả sứ điện tích ban đầu của đám bèo là í. 

=>10a = «(l+r)=>(l+r) = 10 

Thời gian bèo phủ kín I mặt hồ là: 

i«.10 9 =«.10" =>1^1 = 10" 

3 3 

10 9 

<=> „ = log^- => loglO 9 -log3 = 9 - Iog 3 (fc). 

Câu 46: Đáp án D. 

Biên độ động đất ở San Frandsco là 
Biên độ động đất ở Nhật Bản là . 

Có: 


Màu gỗ có tuổi khoảng 3574 năm thì lượng C 14 còn 
lại là 65% 

-t 

Suy ra: 65 = 100.2-' 

o = log0,65 o A = -- 1 —~ = - 3574 

A log 2 0,65 log 2 0,65 

Tuổi của mẫu gỗ được lấy là: 

3574 , _ 

= log 0 65 -log 2 0,63 = 3833,287419 (năm) 


+)8 = Ì 0 gA l -\o$A 0 => \ =10 (8 *'°*^) 

+)6 = logi^ -logẠ, => A ĩ = I0 ,6,k>gy, «) 

Suyra: 

Càu 47: Đáp án A. 

Sau 12h bèo phủ kín mặt ao với lượng bèo tăng mỗi 
giờ gấp 10 lần trước đó => A = a.10 12 . 

Do tốc độ tăng không đổi nên để phủ kín ^ mặt ao, ta 

5 

có công thức: 

^A = ^a.l0 12 =fl.l0"«n = 12~log5(/í) 

Vậy chọn A. 

Câu 48: Đáp án D. 
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Chù đề 2: Hòm số lũy thừa, hàm sò' mũ - hàm số ỉogarìt 


Theo công thức bài đưa ra, ta cần thời gian đê’ làm mát 
sô đa ớ nhiệt độ 50° F là: 
f T(í)-32 X ' 


48 

Câu 49: Đáp án A 


■ 9,3 (phút) 


-t=ễr 10 ^ =10R ’- 

Giả sử 1 là trung điểm AB 
K„+R „_m, 

~2 2 

=»L,=lcgi^Ì-3,519(B). 


Câu 50: Đáp án B. 

Số thóc ở các ô từ 1 đến n lần lượt là 1,2, 4, 8, 16,..., 2" 


=> Đây là 1 cấp SỐ nhân với 


« 1=2 
.9 = 2 


" l-í? 1-2 v ' 

Yêu cầu bài toán S" > 10 6 <=> 2(2" - 1) > 10*. 

10 6 10 6 
0 2“-l>y02">y+l 


f 10 6 .1 
'-^-+1 «18,93. 


o n > log 


Càu 51: Đáp án D. 


Giả sử diện tích rừng hiện nay của chúng ta là a 
SỐ rừng nước ta sau 1 năm là ữ-a.x% = aịl-x°/òj 
SỐ rừng nước ta sau 2 năm là: 


The best or nothing 


a (1 - x%) -a{l-x%)x = a(l- x%) 

SỐ rừng nước ta sau n năm là fl{ l-*%) . 

Vậy: Sau 4 năm diện tích rừng của nước ta so với hiện 


Cáu 32: Đáp án C’ 

Lượng nước chày vào bê’ lập thành một dãy số cấp số 
nhân nên ta có lượng nước chảy vào bế sau tt(min) 


là: s„ = 


1-(J 


với 


u t = 60 lit 
9=2 
»« 


Theo bài ra: s„ =1000 (lít). 


CO 

=> 1000 = 60(2" -1) o n = log 2 — = 4,14(fc) 


Càu 53: Dáp án c. 

Đinh tanxipan cao 3143 mét so với mực nước biền. 
Tại độ cao 1000 m có: 

672,71 = P/"» <* l = 10- 3 


Tại độ cao 3143 m: 

p.p/"=*szlíì£ 

y~ l 0- e ^ p p 31431 


o 


p = 672,7Lẹ^ =517/94mm% 


Cáu 54: Đáp án c. 

Để đạt yêu cầu đề bài p(%) > 8ũ(%). 

100 on __ 1 4 

^ 1 + 49^ >8Q ° l+49. e w > 5 

«l+49.e wl <TOf >351,87. 
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Còn^ Phá fo,ịn - Lrtp ìi 


Ngụt: l iu % en f.!ỉ 


V, Phương trình mũ, iogarit. 

Một số tính chất cơ bản cần biết về các phương trình mũ, logarit: 

I 1. Phương trình a x = m,0<a*l 

! - Nếu m < 0 thì phương trình vô nghiệm. 

ị- - Nếu m > 0 thì phương trình có nghiệm duy nhất Va x = log fl m. 

lỉ 

2. Phương trình log s x = m,0<a*l luôn có nghiệm duy nhất là x = a m . 


1 

1 dụ mờ dâu: Giải các phương trình sau: 



'ị 

a) 10* =1. b) 2 X =8. 

c) 4 x = -4. 

d) e x =5. 

j 

e) 3 X = 2. 3*=— 

27' 

ƠQ 

II 

vo 

h) 5 x *~ Sx+ ' 1 =1. 


Í..ÌỈĨ giai 



VỈLJ>\ iiV: 

a. 10* = lox = ỉogl = 0. 



Chú ý: Với phương 



1 trình dạng |a x = m|vói 

b. 2 X = 8 <=> X = Iog 2 8=3. 



0<a?tl chú ý xét dấu 

c - 4* = -4 vô nghiệm, vì 4* > 0 với Vx € 




+ Nếu m<0 thì 
phương trình vô 
nghiệm. 

Nếu m > 0 thì 
a x = m <=> X = log a m 


d. é- x =5ci>x = ln5. 


e. 3 X = 2 <=> X = log 3 2. 

í- 3 x =^ox = log 3 ^jox = log 3 3- 3 =-3. 

s ' (2 ) *°Sị 9 <=> x = -log 2 9 o X = -21og 2 3. 

h. 5 z2 - 5x+1 =lox 2 -5x+l=log s lox 2 -5x+l = 0 ox = ^ễĩ. 

2 

i °i c ^ hU( T ? phắp * iai p |urơn 8 trình, bất phương trinh mù logarit. 

Oưa vé cùng na sá, 

Dcinẹ ĩ: Giải phương trình mũ Iogarit bằng phương phápđ^a^ cùng 
cơ số. 


Dàng các phép biến đối về lũy thừ và logarit bằng phương pháp đưa 
ve một trong các dạng sau: 


a f W = «*M 0 


«/(*)* a «(«) 0 


« = 1 


0 < fl 5Ế 1 (Nếu cơ số a không đối) 

/(*)"*(*) 


Ịa> 0 

{(«-i)[/(,)- í (,)]=o (Nếu cơsốa th *y đối > 

‘°g. [/(*)] =»°8. |>W] 


0<«*1 

f( x ) = £( x ) (v là kí hiệu hoặc) 
/(x)>ỮV£(x)>0 
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Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm số mũ - hàm sô logạrit The best or nothing 


Chú ý: Đây là phương pháp cơ bản để giải phương trình dạng này, nhưng chi 
giải được một số không nhiều các phương trình, đối với phương trình logarit, 
hoặc phương trình mũ có cơ số chứa ấn thì nên đặt điều kiện để phương trình 
có nghĩa rồi mới biên đổi. 

Độc giả hay nhầm khi áp dụng các nhóm công thức sau: 

Nếu 0<a*\b 1 b 2 >0 thì: 


a. log, (&,&! ) = log, |&J + log 0 |b 2 | . 
*>• ìog í ^=log,|í; 1 |-log < |b 2 |. 
c. lóg 6*=2JUogJ&Ue~*,ỉ»*0 


Ví dụ 1: Giải phương trình log 4 Ịx - 1) = 3 


A. x = 63 


Đáp án B. 


B. x = 65 


c. x = 80 D. x=82 

(Trích đê minh họa môn Toán -BCD) 




Ngoài ra ta có thể nhập biểu thức log 4 (x -l) - 3 vào máy tính và CALC từng 
giá trị từ đó đưa ra kết quả, tuy nhiên đây là bài toán đon giản, việc sử dụng 
máy tính làm cho bài toán trờ nên lâu hon. 

Dạng 1 là dạng toán khá đon giãn, nên ta sè láin luôn bài tạp tụ luyện: 


Càu 1 : Nghiệm của phương trình X 10 * 4 + 4 108 * = 32 là 
A. x = 100. B. x=10; x = 100. c. x«10. 

ri y- 

Cáu 2: Nghiệm của phương trình 3 X ~* =1^1 là 


D. x = 20; x = 100. 


A. x=|. B. x=l. c. x=ệ. D x= 6* 

Câu 3: Nghiệm của phương trình 5^*"^ = 25 3x ~ 4 là 

14 „ 7 

A. X = 1. B. x = 2. c. x = ^f. D. x = ^. 

5 5 

Câu 4: Tập nghiệm của phương trình = 125 2 * bằng 

A. w . B.(4). C.Ị4Ị. V. Ị-|Ị. 

( ìỴ * -2 * -3 

Câu 5: Gọi X,,X 2 lần lượt là hai nghiệm của phương trình 7* +1 =Ị ỷ Ị . Khi đó 

x ỉ + x 2 hằng 


Câu 6: Nghiệm của phương trình 5** 1 -5* =2.2* + 8.2* là 


A. x = log s 4. 


B. x = log 5 |. c. X = l. 


D - x = 1 °g5§- 


Cảu 7: Phương trinh 7.3 - 5 = 3 - 5* có nghiệm la' 

A. X = — 1. B. X = 1. c. x = -2. D. x = 2. 

Câu 8: Phương trinh 7 igx -5*" 1 =3.5' gx ' 1 -13.7 igx - ĩ cố nghiệm là 
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^SLvm^rí.»5:;ArAKm;.S«i5m>!í»:4ỉ 


Cõng Phá Toán Lớp li 


Ngọc Huyền LB 


A. X = 100. 


ii. X = 1. 


c. X = 10. 


D. X =- 


2>-l 

c « 1 U 9: Nghiệm của phương trình 8 X+I = 0,25. ịy/ĩ) x là 

A.x = -l;x = §. - 2 

7 


10 ' 


n. x = -l,x = -ệ. c x = l,x = -ệ. D. x = l,x=4. 


Câu (0: Nghiệm của phương trình 0,125.4 2x ' 3 - 
A. x = 4. B. x = 5. f 


'£ 

. X = 6. 


là 


Ci;: 11: Nghiệm cúa phương trình ị =1^5 là 
A. x = 2. 15. x = 3. c:. x = l. 

c ;i i. Ỉ2: Tích hai nghiệm của phương trình V3.243 = I.9ĨS Ị' a 


A. t> _1S6 r _ 248 


D. x = 7. 


D. x = 4. 


41 1 41' f ' 41* ■ p ' 41' 

Cki Cho các phương trình: (i):3” 2 +3 x_ 2 =0; (n):3** rt =^6; (in):5*‘ 2 =2 2_x 

Khắng định nào sau đây là đúng? 

A. (I) và (II) đều vô nghiệm và (m) có nghiệm duy nhất. 

B ( r ) và ( ra ) đều vô nghiệm và (11) có nghiệm duy nhất. 
c ( n ) và ( ra ) đều vô nghiệm và (1) có nghiệm duy nhất, 
i ). Cá 3 phương trình (1) , (11), (m) đều vô nghiệm. 

c.h,- -14: Giải phương trình (x+2 f ~ x ~ 5 =(x + 2) x+10 / ta được tập nghiệm là 
A. ị-l;-5;3}. lị. (-1;5). c. f-l;3). D. (-l;-3;5). 


r--.jp .1: 


L ” 

_ 2 £.J 

mvm ỀÊÊttm 

mmm 


H 

[ 8A 

9D 


Ỉ2C 


—I 

B. Phuong pháp dpi ổn phụ. 




Đặt t-a ^ x \ịt > 0) . Phương trình trờ thành = 0 


Vi dụ 2: Phương trình 9' -3.3* + 2 = 0 có hai nghiệm là X, , x 2 với *, < * 2 . Giá 
trị của A = 2x ĩ +3x 2 là 

A -° B. 41og 3 2 C.31og 3 2 D.2 

- (Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 


Đáp án c. 
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The hest or nothing 


TrCnYTH’; 
Chú ý: Ở đây ta có thế 
nhầm nhanh đưọc 
9 X = 3 2x và nhập máy 
tính giải phương trình 
bậc hai với các hệ số 
a=l;b=-3;c=2. 


STLU). TỊP: 

Chú ý: Cho phương 
trình 

a.m 2x +b.in x +c = 0 
nếu phương trình có hai 
nghiệm phân biệt thì 
tống hai nghiệm của 
phương trình là 


x 1 +x 2=l°g m p 



Chu đề 2: Hàm sỏ lũy thùa, hàm sô mũ - hàm sò togarit 


Lời giai 

Nhận thấy ở đây í/^ chính là 3* 

Vậy nếu đặt 3 X -t thì phưong trình trờ thành t 2 -3í + 2 = 0o 


Lúc này ta được t = lo3'=lox=0 
Í=2o3 x =2<&>x = log 3 2 
Vậy A = 2*J + 3x z = 31og 3 2 . 


Vi dụ 3: Tính tổng T tất cà các nghiệm của phương trình 4 X -8.2* + 4=0. 

A. T = 1 . B. 7 = 2. CT = 8. D. T=0. 

(Trích đê thi thử Sở GD ờ ĐT Hà Nội) 


Đáp án B. 

Lõi giai 

Cách 1: Ở đây nhiều độc giả sẽ bấm máy tính giải phương trình sau đó công 
hai nghiệm vào như sau: 

2 Z = 4 + 2\Ỉ3 cox = log 2 (4 + 2S) 

4* -8.2 X + 4 = 0o _ ; ' 

2 X = 4 - 2V3 o X = log 2 (4 - 2 V 3 ) 

Sau đó ta có T = log 2 Ị 4 + 2\fỉ j + log 2 Ị 4 - 2-^3 j = 2 

Nhận xét: Đây là cách giải khá dài, mà lại không nắm bắt được cách suy luận 
nhanh, thụ động vào máy tính với nghiệm lẻ. 


Cách 2: 

Ta thấy phương trình hỏi tổng các nghiệm của phương trình tức là x l +x 2 . 
Mặt khác ta lại có 2*> .2* = 2 X|+Xi 

Mặt khác nếu coi phương trình đã cho là phương trình bậc hai đối vói 2 X thì 
4 

ta suy ra ngay 2 x '.2 Xl = Y = 4 (định lý Viet cho hai nghiệm của phương trình 
bậc hai). 

Vậy từ đây ta có 2 x ‘.2 Xl =4 = 2 2 Xj + x 2 = 2 . 

Bái tập ren luyện kĩ nàng: 

Câu 1: Nghiệm của phương trình e 6x -3e 3x +2 = 0 là 


A. x = 0; X = 4 ln 2. 
.3 


B. x = -l; X = ^ln2. 
3 


c. x=-l; x=0. D. Đáp án khác. 

Câu 2: Nghiệm của phưcmg trình 3 2,x + 3 2_x = 30 là 

A. X = 0. B. Phương trình vô nghiệm. 

c. x = 3. 


D. x = ±l. 


Câu 3: Giải phương trình ịỵ + 4'/3j -3.^2 -yỈ3 j + 2 = 0 , ta có tập nghiệm bằng 

A. {-2;2}. B. {l;0}. c. { 0 }. D. {l;2}. . 

Câu 4: Phương trình 5 X_1 +5.0,2 X_Z =26 có tổng các nghiệm là 

A.4. 6.2. c.l. D.3. 

Câu 5: Phương trình 3 Ux +3 I-X =10 

A. có hai nghiệm ầm. B. vô nghiệm. 

c. có hai nghiệm dương. D. có một nghiệm âm và một nghiệm dương. 

Cà 11 6: Phương trình 3 2x+I - 4.3* + 1 = 0 có hai nghiệm Xj, x 2 trong đó x l < x 2 , chọn phát 
biểu đúng. 
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Cúng Phá Toan L(j|) Ị 2 


Ngụt Hu ven LU 


V<2=-1- 
x = -l;x = 0. 


A. 2Xj +X, =0. B X, + 2 X 2 = -1. c. X, +X 2 = -2. 

C j 11 7: Phương trình 4* 2 - x + 2* 2 -" 1 = 3 có nghiệm 

A. X = l; x = 2. (5. x = — 1; x = l. c. x = 0; x=l. D. 

c s ìu S: j Phương trình 2* 1 -* -2 2+x - J ‘ 2 =3 có tống các nghiệm bằng 

A1 - 8-0. C-l. ỊJ_2 

c '“ * Ch0 phư0n « trinh log,(3^-l) = x-l có hai nghiệm X,; X, . Tồng x, + x 2 bằng 
lo & (6-4^). 1X2. C4. Ô.6 + Í/2. 


c. 1. 


r 1A 

«n 

2D 

~n 

3C 

! 4A i 

5D 

... 

ị 

6. B 

ÉM 

mrm 


8^A 

9B 


1ÕB 

'■"T 

í- 


Cách giải: Đặt t - log fl / (x) . Dần đến phương trình mt 2 + nt + p = 0, 
tìm t suy ra X. 


Vi dụ 4: Cho phương trình 2ìog 4 [x 2 - x) + 3Ặ^J^Ĩf - 2 log 4 X = 4 . 
I hương trình trên có một nghiệm x = x ữ nằm ữong khoảng 

A - ( 2;4 ) “■ í 1 - 3 ) v\ (2;3) IX (3;4) 


D.ip «1P. A. 
Cách 1: 



Loi giãi 

C ách ] : 

Điều kiện: x>2 

Ta có pf » 2 log 4 (x (x - 1)) + 3,/log 4 (*-l) 2 - 2 log, X = 4 

O21og 4 (x-l)+3^21og 4 (x-l)-4=0 

(ở đây tabiẽhđõi log 4 (+ -*) = log, (x(*-l))=log 4 x + log, (x-l)) 

Vậy phương tình đã cho trở vê dạng tống quát, coi phưcmg trinh trên là 
phương trinh bậc hai với ^21og,(x-l) , lúc này bãm máy giải phương trinh 

bậc hai ta được: ^log. (x-l) =1 «log 4 (*-l)=I 0 *-3 . vậy ta chọn A. 

Cách 2: Với các bài toán tìm xem nghiệm của phương trình này có nằm trong 
khoảng đã cho hay không, ta có thế nhanh chóng áp dụng định lý: 

"Nếu hàm số y = f{x) hên tục trên đoạn [«;&] và /(«)./(*) <0 thì tồn tại ít 
nhất một điểm c e («; b) sao cho /(c) = 0 

Vậy như ở chủ đề 1, tôi đã giới thiệu về chức năng TABLE của máy tính cầm 
taỵ là lập ra các giá trị của hàm số trong một bảng. Ở đây ta sử dụng TABLE 
đe xet xem hàm so có đoi dau trong khoảng cho trước không. 

Do đề bài cho khoảng hẹp, nên ở đây ta chi cần xét khoảng (l; 4) là có thể bao 
hàm được hết các phương án A, B, c, D. 
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STUP YT1P; 

Chú ý: Nếu nhập vào 
máy tính log a X 2 máy 
sẽ nhận dạng thành 

( l 0 Ỗa X ) 2 - 



§ 

toth 

1 K 1 

F 


ỊJ 

VU 

-M 



-1.12 

D 

3 



STUDY TIP: 

Chú ý: Ta cần chú ý xét 
điều kiện của bài toán 
giải phương trình 
Iogarit đế loại nghiệm. 


Chủ đề 2: Hàm sô' lũy thừa, hàm số mũ - hàm sô' logạrit 


Dùng máy tính nhập ỊmQDẼỊ 'ự: TABLeỊ lúc này nhập 
ĩx = 2 log 4 (x 2 - x) + 3ự21og 4 (X-"l) - 2 log 4 X - 4 

lưn ú: Ở đây ta nhập ^21og 4 (X-l) vào máy mà không nhập i]ỉog 4 (x - 1) 2 
bởi ở đây dấu mũ hai máy sẽ nhận là (log 4 (x - l)j chứ không phải nghĩa 

như ban đầu. 

Ấn 2 lần = bỏ qua Gx. 

Lúc máy hiện START? ấn 1= 

END? 4= ■ 

STEP? 0.5= 

Máy hiện như hình bên. Lúc này ta thấy X = 3 là nghiệm của phương trình. 
Tuy nhiên vói các bài toán khác ta có thể thấy hàm số đổi dấu khi đi qua 3 thì 
ta cũng có kể kết luận được phương án A. 


Ví dụ 5: Cho phương trình log 3x+7 (4x 2 + 12x + 9) + Iog 2xi3 (ó* 2 + 23x + 21) = 4 . 
Số nghiệm của phương trình trên là 

A 2 . B.l CO 03 


Đáp án B. 

Lòi giãi 
3 

Điều kiện: ~<x*~l. Phương trình đã cho tương đương với: 

10 ^(2* +3j Z +Iog 

2x+3 [(2* + 3)(a* + 7)]-4 
^ 21o gw( 2 * + 3 ) + 1 °g 2 * +3 ( 3 * + 7 )- 3=0 ( 2 ) 

Do ỉos 3x+7 (2x + 3).ỉoẽ [ìxư) (3x + 7) = Ì nên nếu đặt t = log 3x+7 (2x + 3),í *0 

thìlog 2x+3 (3 x + 7) = l 

Do đó phương trình (2) trờ thành: 

. 1 . . „ P = 1 

2f + 7-3 = 0o2f 2 -3f + l = 0o 1 

7 K 

't =1 olog 3x+7 (2x + 3) = 1 <» X = -4 

1 

i = ị^lo ẽ3 „ 7 (2x + 3) = ^{2x + 3f=3x + 7*> x ~ 4 
2 2 [x = -2 

Đến đây nhiều độc giả có thể chọn A, hoặc D. Tuy nhiên so với điều kiện xác 
định thi X = -2; X = -4 không thỏa mãn. Do vậy phương trình có nghiệm duy 

nhất X--— . 

4 

Nhận xét; Nếu trong phương trình có các số hạng ỉog^ r j g(x) và log^ x ) / (x) 
thì ta có điều kiện tương ứng là 0 < /(x) * 1 , 0 < g(x) * 1 . Lúc đó nếu đặt 

t = log f[x) g(x) thì lo gíW /(x) = y. 
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Còng Phá Toán Lóp 1 2 


Ngọc Huyền LB 


Loại 3: Phương trinh dạng W /W + n.(abỴ (x) + p.b 2f M = 0 (hoặc 

m.a 3f{x) + «.a 2/W + p^\b z f w + q l 3 M = 0 ) 

Cách giải: Chia hai vế cho & 2/ M (hoặc b 3/W ) rồi đặt í = 5 (í > o) . 

V i d ụ 6: Tìm tích tất cả các nghiệm của phương trình ~ 

43 iog(i00x ỉ ) +94log(lũl) _ 13 6 i +togI 


vivvaa ‘Z-T«T*VT tr-^aTPrDTí. aro* 

lĩ-CPYTỊỊi: 

Chú ý: Khi đã hiểu bản 
chất của dạng toán, ta 
có thể bỏ qua các bước 
đặt và giải luôn phưomg 
trình bằng máy tính. 


I _ (Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩã n í) 

Đáp ãn c. 

Lời giãi 

Điều kiện *>(). 

Ta có 4.3 I ° Ỉ ' 1001 ^ + 9.4 !o ^ l0z ) =13.6 1+I °S X 
<=> 4.3 2,og(lto) + 9.2 2Mx0x) -13.(2.3) Io8(10x) = 0 

< _ >4 J 3 108(10X) j 2 _ 133 log( I 0 ,)_ 2 log(l 0 ,) + 9 _Ị 2 lo g (lũ,)Ị 2 =0 

Với bài toán tự luận thông thường thi ta thường thực hiện đặt t, , tuy nhiên ta 
có thê thấy đây là dạng phương trình đẳng cấp bậc hai, do vậy nếu ta nhập 
các hệ SỐ vào máy ta sẽ được k ết quá là ti số giữ a hai biến. 

Vậy đên đây ta có thê sử dụng ỊmODeỊ 5:EQN chọn giải phương trình bậc hai 

và lần lưọt nhập các hệ số a = 4;ỉ? = -13 ; c = 9 thì ta được hai nghiệm là: - và 1. 

4 

3*« = £^».) <s> 3M-M =2 M>^H 0 log(l0*) = 2»* = X0 
Tức là * ' 

3 !og(t 0 x) _ 2 iog(i 0 x) o x __ 

10 

Vậy tích các nghiệm của phương trình là 10 . -í- = 1 . 

10 

Bài tập rèn luyện kĩ năng: 

Cảii 1: Phương trình 9 xM -6” 1 =3.4* có bao nhiêu nghiệm? 

; V4 - B-3. C.2. D.l. 

Cáu 2: Phương trình 64.9 X -84.12' +27.16 1 = 0 có nghiệm là 


A. * = 1; x-2. 


9 3 

B ' X = Ĩề' X= 4' ^ X = -T, x=-2. D. Vô nghiệm. 


Càu 3: Phương trình 6.2 2 ' - 13.6' + 6.3 2 * = 0 có tập nghiệm là tập con của tập 

A. |-|;-1;4;5|. B. c. {^;-3;l;0}. D. {-2;-l;l;3j. 

1 1 

Cáu 4: Phương trihh 4 * +6 x =9 x có nghiệm la' 

A. x = loe,- — R «1. 1 ÍVs— lì 


A - xmì °8^ị 


c x = ỉ °ễ^ ị 


B. x = log : 


D - r=Io S|í : ^ 


Cáu 5: Phương trình 3.8' +4.12* -18* -2.27 r =0 có tập nghiệm là 

A - í 1 }- B - c. Ị0;lj. D. 0. 
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Chủ đề 2: Hàm sô tùv thua, hàni sô mũ - hõm sô logarit 


The best or nothing 

Câu 6: Nghiệm của phương trình: 4 Ioỉ;21 -x ios ‘ 6 = 2.3 10 *' 4 * 2 

A. x = 0;x = — . B. x = i. c. x = 

4 4 

là 

2 

3* 

Đ. Vô nghiệm. 

l.D 

2.A 


3.D i! 

4.C 

5. A 

! ■ 

6.B Ịị 


Chú ý: Vói các bài toán 
chưa đúng dạng cơ bản, 
chúng ta cần biến đổi 
chia hoặc nhân hai vế 
với một đại lượng sao 
cho thỏa mãn bài toán 
tổng quát. 


Loại 4: Phương trình dạng nuể ^ 4- miA*^ + p = 0 , với ab = 1 
Cách giải: Giả sử ÍĨ>1, ta đặt t=fl^,í>0 / khi đó b f ^ = ì. 


V í d ụ 7: Phương trình Ị3 + V5 j + 16. Ị 3 - \ỊB j = 2" 3 có nghiệm 


A. X = 1 


B '* = log ạ=£ 4 

2 


c. x = 


= 1 °S^ 


D.o 


Đáp án c 

Phản tích: Do ở vế phải của phương trình chưa về dạng hằng số và 
|3- V5j|3 + '/5j-4*l , nên ta phải biến đổi sao cho mất X à vế phải đồng 


(3 ->/5) (3 + ^5) 

ời - — - — — - — --1 . Vậy ta sẽ chia cả hai 


thời - — - — — - — - = 1 . Vậy ta sẽ chia cả hai vế của phương trình cho T . 

Lòi giai 

Chia hai vế của phương trình cho 2* , ta được 
3 + >ífí 


2 

\ 

Đặt t = 


J + 16. 

' /-\ x 
3- v5 

2 

V. / 

3 + s/5 
2 

X 

,(í>0) 


= 8 (*) 
.Í3->/5l 


Ị 

16 


Khi đó phương trình (*) trở thành: f + -^- = 8<=>f 2 -8í + 16 = 0<=>f = 4. 

Với f = 4 thì =4ox = log^4 . 

Bải tàp rờn ìuyên kĩ nãiỉg . 

Câu I: Phương trinh 1^5 + V24 j +^5“'/24 j =10 co' nghiệm la' 


c x = ±4. 


A. x = ±2. B. x = ±l. 

Câu 2: Phương trình (>/2 -l) x +(V2 -Hl) x -2^2=0 có tích các nghiệm bằng 

A. -1. B. 1. c.o. 0.2. 

Càu 3: Phương trình Ị3 j +ị3--j5^ =7.2 X có tập nghiệm là 

M-w). 8- {14' C (H 

Cáu 4: Phương trình Ị2 + V3) +^2-^3^ = m có nghiệm khi 


D. X=±x- 
2 


D. {-2;2}. 

A. me(-co;5). B- me|-co;5], c. me(2;+oo). D. me[2;+co). 


l.A 


2A 


3.D 


4.C 
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cỏiìg Ph j Tuân - Líj|ỉ 12 


Ngọc Huvến í B 


E’ Phuững pháp lognrỉ! hóa. 


Loại 1: Phương trình đạng a^-.b^ = c, với a,b,c > 0 . 

Cách giải: Ta lấy logarit hai vế cơ số a đưa về phương trình dạng 
f(x)+g(x).ìog a b = log a c. 

Loại 2: Phương trình dạng a 1 ° 8 *( x+e ) = X 


Vi dụ 3: Phương trình 3 x - 2 .5*-\7 x = 245 có nghiệm là: 
A. x=2 ỉỉ. x~3 c. X--2 


D. x=~3 


Đáp án A. 


Lòi giãi 


Do hai vế của phương trình đều dương nên lấy logarit cơ số 3 hai vế ta được: 
log 3 (3- 2 .5 I - 1 7^) = log 3 (7 2 .5) 

<*x-2 + (x- l)ỉog 3 5 + xlog 3 7 = 21og 3 7 + log 3 5 
<*(x-2)log 3 105 = 0 ^>x=2. 


í JU i :Giải phưong trình 3 4 ' =4* , ta có tập nghiệm là 

A. |lcg> gj 4)j. ' |log ị (Iog > 2)| c. Ịlog^ (log 4 3)| o. Ịlo gí (log 3 4) 

- — 

'• áu 2; Nghiệm cúa phưong trình 3 X_1 .5 * = 15 là 

Vx==1 - T x = 2;x=-Iog 3 5. c. x=4. D. x=3; x=log 3 5. 

<- ■: Phương trình 3 x -'.5 * = 15 có một nghiệm dạng X = -Iog a b, với ũ và Hà các số 

nguyên dương lớn hơn 1 và nhỏ hơn 8. Khi đó a+2b bằng 

A -13. B-8. C.3. d. 5. 

t. .iu 4: Nghiệm của phương trình 9.x log,x = X 2 là 

--Vx = 12. B. x = 9. c. x = 6. D. x = 3. 

C-.ÍU 5: Nghiệm của 4*-3 X ’ =3~ì-2 2 " 1 cũng là nghiệm aia phương trình 
A. 2x 2 +x-3 = 0. R 9v 2 _ Rv -I- 1 n 


A. 2x 2 +x-3 = 0. 
c. 3x 2 -5x + 2 = 0. 


B. 2x 2 -5x + 3 = 0. 
D. 3x 2 - 5x - 2 = 0. 


l.D 


2.B 


3.A 


4B 


5B 


pháp sù dụng Elnh dpn diỆu cửn hPm số, 

Phương trình đưa được về dạng /(«) = f{y) . 

Cách giải: Sử dụng tính chất: Cho hàm số y = /(*) đơn điệu trên tập 
D. Khi âó fịuj = fịyj<ĩ>u-v với mọi u,veD. 

Các dạng khác: 


Ví đ ụ 9: Phương trình 2*' z + 9 3 " 21 + X 2 +6=4? x ~ 3 + 3 x ~ ị2+5x có số nghiệm là 
A.2 B.3 c. 1 ' 


D.o 


Đáp án A. 

Lòi giai 

Phương trình đã cho tương đương với 
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STUDV ĨỈP: 

Chú ý: Ta biến đổi 
logarit cần tìm về cùng 
cơ SỐ vói logarit đã cho. 


Chủ đề 2: Hàm sô' lùy thừa, hàm sô' nnì - hàm số togar.it 


+ 9 3 - 21 + X 2 +6=4 2i_3 +3* ^ +5x 
<& 2 1 * +x 2 -x-3 I - x *= 2 4x -* +4X-6- 3 *- 4x (*) 

Xét hàm SỐ f(t ) = 2' + 1 - 3” f 

Có /'(f)=2‘.ln2 + l + 3' f .ln3>0 / Ví e.y. nên hàm số /(í) đồng biến trên •' 

r x = 2 

Khi đó (*)o f(x 2 -x) = f(4x-6)ox 2 -x = 4x-6<=> • 

VI. Các bài toán biến đổi logarit. 

n. Tính một logcirit theo một logcirit dữ chữ: 


Bài toán: Cho a = log a X với 0 <a,x,y và đ*l.Tính log„y theo ạ. 


Lòi giái 

Giả sử tồn tại hai sổ m,n e ?. sao cho y = a m .x n f khi đó ta có 
log fl y = log fl (« m ) = log, + log g x n =m + n.\o êa x = m + n.a 


Ví dụ 1: Nếu a - log s 3 thì 

a - Iũ ^ 15= 5(M' b1 ° 8 * 15= 3(ĩ=? 

C ^ ĩ5 -Ĩịtă)- Dl °s* 15= ĩíh)- 


3(M' 

1 


5(1-«)' 


Đap án c 


Ta có log 25 15 = ^log s 15 


Lòi giai 


Đến đây trở về bài toán gốc, ta có 15 = 3.5 => log 5 15 = 1 + l.a = 1 + a 



Đáp án D 

Lòi gi Ai 

Ta thấy cơ số của log3 là 10. Do vậy ta sẽ biến đổi 

=loS«» 81’ =ỈIog8 1 = 21oglO = 2a. 
log 81 100 2 

B. Tính môt lonnrit thgọ hciỉ loqnrit dn chDĩ 


Bước Ị: Quy các logarit đã cho về một cơ số nếu cần. 

Bước 2: Phân tích các cơ số và đối số về dạng thừa số nguyên tố. 
Bước 3: Biểu diễn theo logarit đã cho. 
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0 Math i 

log 30 (3)*Ã 

0.3230075075 


8 KlUl * 

ỈŨ93o(5)*E> 

0.4731374454 


~~ẵ " SIiTT 

log 3O (1350)-2fi-> 


Lòi giải 

Do đã cùng co số nên ta phân tích 1350 về dạng thừa số nguyên tố: 

Ta có 1350 = 3 3 .2.5 2 

Ta thấy số 2 xuất hiện ở đây là không hợp lý, do vậy ta sẽ biến đổi, do cơ số 30 
nên ta có thể biến đổi như sau: 1350 = 3 2 .5. (2.3.5) = 3 2 .5.30 
Lúc này ta có 

lo g30 1350 = log^ (3 2 .5.30) = log^ 3 2 + Iog^ 5 + log^ 30 = 2a + b + 1 
c. Sũ dung m á y tinh cầm ùn . 

Trong các dạng toán biếu diễn logarit ta có thể sử dụng lệnh SHIFT STO (gán 
giá trị) để giải quyết bài toán này. 

Trong ví dụ 3 ở ữên ta có thể giải quyết như sau: 

Nhập ỉo ẻ30 3 ,ỈSHIFlj ỊstÕỊ a 

Nhập logạo 5 |smFĩjỊsTÕỊ B. 

Lúc này hai giá trị đã được gán vào máy tính. Ta lần lượt thử tùng phương 
án. 

Vói C: Nhập vào máy log* 1350 - 2/1 - B - 1 máy hiện 0, thóa mãn, chọn c. 

Bài tập rèn luyện kì năng: 

CÙI 1: Biêu diễn Iog 36 24 theo a = log„2 7 ta được 


A.log„24 = 6 2a , 

Cá»2: Nếu a = log 2 3 và b = log 2 5 thì 

A. log 2 ^36Õ=4 + ỉa+ịb. 


B ' lo ỗ36 24 = ; 

D. 1o Ỗ36 24 = - 


02 3 4 6 

c. Iog 2 \/360 =ỉ+ia+-ịb. 

2 3 6 


2 3 6 & 2 v ^ w_ 6 2 3 

Câ u 3: Cho hai số a,b > 0 thỏa mãn a 2 + b 2 = 7ab . Hệ thức nào sau đây đúng? 

A. 3Iog(a + b) = |(loga+logb). B. log(a+b) = ^(loga+ỉogb). 


c. 2(loga+logb) = Iog(7ab). 


Câu 4: Nếu log 27 5=a; log 8 7 = b; log 2 3 = c thì 10^35 bằng 


3b-t-2ac 


3b+3ac 


B. log 2 ^6Õ = A + ỉ a+ i b . 

2 6 3 

D. log 2 ^36Õ = I + ỉa + ịb. 

6 2 3 

: 7ab . Hệ thức nào sau đây đúng? 

B. log(a + b) = ^(loga+ỉogb). 

D - Io Ỗ^^j=|(loga+logb). 
thì log^Sõ bằng 

3b + 2ac 3b+3ac 
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Chủ đề 2 : Hàm só’ lũy thùa, hàm số mũ - hàm sô’ [ogarit 



Dạng 1: Các đạng toán tìm tập xác định, các bài 
Câu 1: Tập xác định của hàm số: 
y = ựln(x - 1) 4- ln(x + 1) là: 

A. (l;+co). B. 

c. 0. D. 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 

Càu 2: Đạo hàm của hàm số y = {ý +l)e” 1 tại ln3 là: 

A.3e(l+ln 2 3) 2 B. 3<?ln 2 3 

C.3e(l + ln3) D.3e(l+ln3) 2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 

Cáu 3: Tính đạo hàm của hàm số y = lnỊl4-Vx+l). 


A. y' = 

B. y' = 
Cy* = 

o. y- = 


1 

1 

1 + yịxĩĩ' 

1 

Vx+l(lW* + l) 
2 


>/x+ĩỊi+«/c+ĩ)’ 

(Trích ífé minh họa ĩân 2 BGD&ĐT) 
Câu 4: Tập xác định của hàm số: 

y = (%4- 3)2 -i]5-x là: 

A. D = (-3;+co) B. D = (-3;5) 

c D = (-3;-mo)\{5} D. D=[-3;5] 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 5: Khẳng định nào sau đây là đúng? 

A. Hàm SỐ y = ln|x| có đạo hàm tại mọi x/0 và 

B - 1 o So, 02 (*-!)> lo So,02 xox-l<x. 
c. Đồ thị của hàm số y = log 2 X nằm phía bên ữái 
trục tung. 

D. limlog,X = -co. 

x-*0* 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 6: Ham số y = V3-2 xrf -4 r co' tâp xac đinh la': 
A. V. . B. [0;+oo), 

c. [-3;1]. D. (—33; 03 . 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự- Vĩnh Phúc) 


toán đồ thị, và tính chất cùa các hàm Ịogarit. 
Cáu 7: Tun tập xác định D của hàm số y - logỊx 2 -4). 

A. D = (-co;-2]u[2;+co) 

B. D = (^o;-2)vj(2;-k») 

C. D = ( 2;-H») 

D. D=(-2;2) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
x+1 
9* 

l-(x+l)ln3 


:.iu S: Tính đạo hàm của hàm số y = ■ 


l-2(x-t-l)ln3 


c ■ Ị-2(x4-l)ln9 


A. y' = 

y 


B. v' = ■ 


D. y' = 


1-2(X4-Ĩ)ln3 


3 X " 3 1 ' 

(Trích đê thi thử Sờ GD&ĐT Lâm Đồng) 
Càu 9: Cho a là số thực dương khác 1. Xét hai số thực 
x i ;x 2 . Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. Nếu a H < a H thì («-l)(xj -x 2 )<0 

B. Nếu a* 1 <a H thì (fi-l)(x t -x 2 ) > 0 

c. Nếu a x ' < a H thì X 1 < x 2 

D. Nếu a h < a H thì Xj > x 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Càu 10: Tính đạo hàm của hàm số 
y = log s (x 2 +x+l). 

A 2x+l 

y (x 2 4-x4-l)ln5 

c. y' = (2x4-l)ln5. 


B. y' = 


2x4-1 
X 2 4-X4-1* 


D. v' = 


1 

(x 2 4-X4-l)ln5 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 11: Cho ba số thực dương a,b,c khác 1. Đồ thị 
cáchàmsố y = a z , y = b x , y = c’ được cho trong hình 
vẽ bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 



A. a<b<c. B. a<c<b. 

c. b<c<a. D. c<a<b. 

(Trích đê minh họa ĩân 2 BGD&ĐT) 
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Còu 12: Hàm số y = xlnịxị có đạo hàm là: 

• A.ỉn|x| H.ì c.l + lnịxị 0.1 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 13: Tập xác định của hàm số y = (2x - 1)2 là: 

B. ' 

í' * J 


Ngọc Hin ền ÍJj 


A. - 


C IẾ ;+ “J ' j [Vn 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
c.ìii U: Cho a là số dương khác 1, h là số dương và 
a là so thực bat kì.Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A log a b a = ^log a b. ", log ứ b a = alog a b. 

c. log fl . b = ^log 0 b. o. log >a b = alog 4 b. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
c.u: 1 5: Tập xác định của hàm số y = log^g là: 
A. (-00; -3)u(2; +co) ịỊ. . \(2} 

c (-3; 2) n. [-3; 2) 

(Trích đê thi thử Sò GD&DT Thanh Hóa) 
C.UÌ ; 6: Tính đạo hàm của hàm số y = ln(2x -X 2 ) với 
0 <x< 2 là: 

B. y' = ( 2~2r)(2x-x ỉ ) 




c. y’- 


2x-x z 

l 

2x-x 2 


0. y' = 2x~x 2 


(Trích đê thi thử Sở GDỞĐTLSm Đồng) 
Càu 17: Tun mệnh đề sai trong các mệnh đề sau: 

A. Hàm SỐ y = 2 3- * nghịch biến trên 

B. Hàm số y =Jog 2 ịx 2 + 1) đồng biến trèn V 

c. Hàm số y = log 1 ị^x 2 + đạt cực đại tại X = 0 
2 

D. Giá trị nhò nhất của hàm số y=2 I +2 1 ' 1 bằng 4 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ữn 2) 

m ì 

Càu 18: Tập xác định của hàm số y = x 3 là: 

A. [0;+oo) B. ' 

c - ' \{°} D. (0;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Đại học Sư Phạm - HN) 
Câu 19: Hình vẽ bên là đồ thị các hàm số 
y ~ 'V ~ x /y = x c trên miền (0;-Kcj. Hỏi trong các 
SỐ a,b,c số nào nhận giá trị trong khoảng (0,1)? 



c. SỐ c. 


o. Số«. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên ĩân 2) 
c .u: 2fi: Tính đạo hàm của hàm số y = 7*. 


•V y' = x.7 x - 1 


í. y = — — 
* ìn 7 


ĩ>. y’ = 7Mn7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long lấn V 
Gi u 2 1: Đường cong trong hình dưới đây là đồ thị của 
một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê à bốn 
phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm 
số nào? 



y = 2 r Í5. y = 2-* 

c y=log 2 x D. y = -log 2 X 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình lan 2) 
Cài! 22: Chọn khẳng định sai trong các khẳng định 
sau đây. 

A Nếu ba số thực X, y, z có tổng không đổi thì 
2016 z ,2016 y ,2016 z có tích không đổi 

B. Nếu ba số thực X,y, z theo thứ tự là ba số 
hạng liên tiếp trong một cấp số nhân thì 
log X, ìog y,Iogz theo thứ tự là ba số hạng liên tiếp 
trong một cấp số cộng 

c. Đạo hàm của hàm số y = In|2x - 1| hên 

D. Mỗi hàm số y = a x ,y = log o X đồng biến trên 

tập xác định khi a > 1 và nghịch biến ữên tập xác 
định khi 0 < a < 1 (fl là hằng số) 

(Trích đê thi thử tạp chỉ TH&rr ỉẵn 5) 
Càu 23: Khẳng định nào sau đây là sai? 


L0VE-800K.VN ! 17.1 



Chủ đề 2: Hàm sô lũy thừa, hàm số mũ - hàm sô logarit 


The best or noíhing 

> 

•< 

11 

% 

B. y-e~ x 

c y =1 ° ẽj x 

D - y= lo ẽos x 

(Trích đê thi thủ THPT chuyên ĐHSP HNĨãn ĩ) 

Câu 29: Cho a,p là các số thực. Đồ thị các hàm số 
y = x°,y = x s tĩên khoảng (0; -Ko)được cho trong 
hình vẽ bên. Khẳng định nào đây là đúng? 

y 

y = x n 

1 


oỊ 

1 X 

A. 0 < p < 1 < a. 

B. p < 0 < 1 < a. 

c 0 < a < 1 < p. 

D. a < 0 < 1 < p. 


A. 2017* > - 


2017 


«4> X > -1. 


B. Hàm SỐ y =log 2 2x xác định khi X > 0 
'l' 


c. ĐỒ thị hàm số y = 2* và y = Ị^J đối xứng nhau 
qua trục tung. 

D. Nếu ln(x-l)(x-2) = ln(x-l) + in(x-2)thì X 
phải nghiệm đúng bất phương trình (x - l)(x - 2) > 0 

(Trích đê thi thử tạp chí TH ở TT ĩân 3) 
Câu 24: Tun các giá trị của m để hàm số: 
y = log 7 [(ttz-l)x 2 + 2(m-3)x+l] xác định Vxe t‘, 
ta có kết quả: 

A. m > 2 B. 2 < m < 5 

c. 2<m<5 D. 1 < m < 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Scm - Thanh Hóa) 
Cảu 25: Cho a > 0 , a * 1 và X, y là hai số dương. 
Khẳng định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. log a (x + y) = log,,x + log đ y 

0. Iog a (x + y) = log ể x.Iog 4 y 
c. Iog a (xy) = log a x + log o y 
D. log a (xy) = log a X. log a y 

(Trích đê thi thừ Sở GD&ĐTNinh Bình) 
Câu 26: Tim tập xác định D của hàm số: 

/(x) = ln^-x + 2. 

A. D = (-2;l) B. D = [-2;l] 

c. D = (-oo;-2)u(1;-hx>) D. 

D = (-«>; -2] u[l;-K») 

(Trích đẽ thi thử T.HPT chuyên Sơn La) 
Cáu 27: Điều nào sau đây không đủ để suy ra 
log 2 x + Iog 2 y = 10? 

A. y = 2 10 ' IO8ỉ * B. log 2 (xy) = 10 

C. log 2 X 3 + log 2 y 3 = 30 D. x = 2 10 - log ‘ y 

(Trích đê thi thử tạp chí Ttì&TT tần 5) 
Càu 28: Hàm số nào trong các hàm số dưới đây có 
đồ thị phù hợp với hình vẽ bên: 



(Trích đê thỉ thử THPT chuyên ĐH Vinh tàn 1) 
Câu 30: Tính đạo hàm của hàm số y = log m7 (x 2 + 1). 
2x 


A. y' = 


2017 


c y’= 


1 

(x 2 +l)ln2017 


B. y' = 
Đ. y' - 


2x 

(x 2 +l)ln2017 

1 


Cà u 51 : Tập xác định của hàm số y = 


1 


•Je* -( 


là: 


A. < \{10} B. [10; -ko) 

c. (Inl0;+oo) D. (l0;+co)- 

(Trích đẽ thi thử tạp chí Toán học & Tuốt trẻ tân 5) 
Câu 32: Hàm số nào sau đây có đạo hàm là: 

y , = 3 I ln3+7x\ 

A. y = 3 x +x 7 B. y = 3 x +7* 

c. y = x 3 +x 7 D. y = x 3 +7* 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ lân 5) 
Câu 33: Hỏi đồ thị của hai hàm SỐ y = cT và y = log a x 
(với 0 < a * 1 ) đối xứng vói nhau qua đường thẳng 
nào dưới đây? 

A. x = 0 B. y = x 

c. y --x D. y = l 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 34: Đạo hàm của hàm số 
y = Iog 3 (x+l)-21n(x-l) + 2x tại điểm x = 2 bằng: 

+ 2 . 


A. - 
3 

B. 

1 

31n3 

c - 1—1 

D. 

1 

' 3kr 3 


31n3 
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(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩẵn ĩ) 
Càu 35: Tim tập xác định của hàm số: 

pogo^-lĩ 
V V* 2 - 2x-8 ' 

A. (4;-K0 ) B. 1^2; |j 

c. (2;+oo) D. (-2;4] 

(Trích đê thi thử Sờ GD&ĐT Phú Thọ) 
Câu 36: Tìm tập xác định của hàm số: 
y = Iog 3 (;t 2 -5.x + 6) là: 

A. D = (-co;2) u (3; +co) 5. D = (2;3) 

CD = [2;3] í). D = (-cc;2]u[3;+oo) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐTLảm Dồng) 
Cầu 37: Kết qua' tĩnh đạo ham nao sau đây sai? 


A. (e Sl )'=e s \ 


B. (2*)' = 2*ln2.. 


íl, Dạng 2: Các phép biên đối mù, ỉogarit 
Cau ỉ: Biết log^5=a, log 8 7 = ỉ>, log 2 3 = c thì log 12 35 


tính theo a, b, c bằng: 


3 ịb+ac) 

- 3b + 2ac 

c+2 ’ 

c+1 

r 3b+2ac 

Hb+ac) 

c+2 

V. 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Với các SỐ thực dương a,b bất kì. Mệnh đề nào 
dưới đây đúng? 

A.ln(afc) = lna + ln&. 

B. In(afc) = lna.Lnỉ>. 

r 7 a lna 

c. In- = — — 
b In b 

D. ln^ = lnb-lna. 
b 


(Trích đê minh họa ỉẵn 2 BGD&ĐT) 
Càu 3: Vói các SỐ thực dưcmg a,b bất kì. Mệnh đề nào 
dưới đây đúng? 


A - lo 82^j=l + 31og 2 a-Iog 2 ỉ). 

B ‘ l0gỉ (“&"} = 1 + 3 ■ lo S 2 a - log 2 b. 
c. log 2 -~j = 1 + 3 log 2 a + ỉog 2 b. 
D ■ lo S2^^-j=l+|log 2 a + log 2 ỉ>. 


Nigọc Huyền IB 

C M'4- D.(iog s x)'= 1 

* xln3 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Cáu 38: Tun tập xác định của hàm số: 

y = ịx 2 -4x+3j . 

A. \{l;3j B. (-oo;l]u[3;+oo) 

' D. (^»;l)u(3;+oo) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long lần ĩ) 
Cáu 39: Tính đạo hàm của hàm số y = ịx 2 + x + ij iĩ 

A. y' = [x 2 +x + if ìnyỉĩ 
y' = yỈ2ịx i +x+ 1^" ! 
c. y' = (x?+x+ìf ]nịx 2 +x+l) 

D. y' = j2(2x + i)ự + x+ĩý' 1 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long ĨSn 1) 

Cá u 4: Cho SỐ thực a thoá mãn 0 < a * 1 . Kết quả rút 

Ị 9 

gọn của biểu thức A = - \ - a \ là : 

a*-a* 

Aa ĩi.l-a c.ĩ + a D.2 a 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 

Cáu 5: Cho biếu thức p = xẬ.ýx.yỊx , x>0. 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

I 2 

A .p = x 3 . p, p = r 10 


ư 

c, p = x 10 . D.p = x ị 

(Trích đẽ thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Càu 6: Cho log3 = m; ln3 = H. Hãy biếu diễn ln30 
theo m và n. 

. , ™ n . m 


B. p = x lữ . 
1 


A. In30 = — + 1 

m 

c. In30 = ^i^ 


B. In30 = — + « 
n 

D. In30=— +M 
m 


(Trích đê thi thử THPT Tran Hưng Đạo -Ninh Bình) 
Câu 7: Xét các số thực a,b thỏa mãn a >b >1. Tun giá 

trị nhỏ nhất ÍC của biếu thức P = ỉog 2 + 31og t ,Ị^j. 

A- =19. R. p -1-5 


(Trích đê minh họa lãn 2 BGD&ĐT) 


B -^=l 3. 
D -^=15. 


(Trích đê minh họa tân 2 BGD&ĐT) 
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Chủ đề 2: Hàm số lũy thừa, hàm so mũ - hàm số logarit 


Càu 8: Cho hai số dương a,b thỏa mãn a 2 + b 2 =7ab. 
Chọn đẳng thức đúng. 

A. log^ = |(log«+log&) 

B. log a + log b = ” lo g 7aỉ> 
c. log8 2 +Iogb 2 = lo g 7sh 

D. log8+logb = ỹlog(fl 2 + b 2 ) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Cá II 9: Cho a = ỉog 4 3 ,b = lo g2S 2 . Hãy tính log w s . 50 
theo a, b. 

, /7ZT_1 2+2 b+ab 

A. iog M yi50=i. : 

H. Iog 60 %/Ĩ5Õ = ; 


c. io g(0 VĨ5Õ = ỉ £ 

D. log 60 '/Ĩ5Õ = 4. 


2 l+4b+2ab 
l+b + 2oỉ> 
l + 4b + 4ah’ 

1 l+b+2ab 


ịb+2ab 
l+b+2ab 


'l+4ỉ>+4aỉ? 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
C ,1 u 1 0: Cho a,b dương và a * 1 . Các khẳng định nào 
sau đây đúng: 

A. lo ga 3 (a.b) = 3 +31og a b 

B. lo$j{a.b)=ị+ịỉog'b 

c. lo g<J («.*) = ỉ lo g .fc 

D. Iog^ (a.b) = 31og a b 

(Trích đê thi thử sờ GD&ĐT lâm Đong ) 


Câu 11 

: Nếu (O/la)^ 

<(0,1 àf và log > -<log t 

1 

Ti 


[«>10 

Í0<8<10 


A. 

[ỉ7<1 ' 

‘•1 

Ũ<&<1 ■ 


c. ■ 

[0<a<10 

rV 4 

8 >10 


jb>l 


0 <fc <1 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diều) 
Cáu T2: Cho 8=log3 0 3 í ỉ> = log 30 5. 

Biểu diễn lo g30 1350 theo a và b. 

A. a+2b+l B. 2(fl + ỉ>) 

c. 2a+ỉ>+l D. Kết quả khác 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ ĩẫn 5) 
Cấu 13: Với các số thực dương X, y bất kì. Mệnh đề 
nào dưới đây đúng? 

J°ẻ2 x 

!°g iV 


A - l°g 2 |j 


13 . log 2 (x + y) = log 2 x+log 2 y. 


C. log 2 | y | = 21og 2 x-log 2 y. 


o. log 2 (*y) = log 2 a:.log 2 y. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 


Càu 14: Tính lo g36 24 theo 

fl = log ư 27 là: 

x 9-8 

9+8 

6-28 

6+2a 

c 9 -‘ 

D. « + “ 

6 + 28 

6-2 8 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 

Cáu ! 3: Cho số thực a thoả mãn 0<a*l và biểu thức 

(a 4 ) 108 '’ 3 có giá trị là : 



A.16 8.12 C.9 D. 3 

(Trích đê thi thủ Sò GD&ĐT Thanh Hóa) 
Càu 16: Nếu a = log 12 3 thì khẳng định nào dưới đây 
là khẳng định đúng? 


A. log 24 18 = 
c log 24 18 = 


3«-l 

3+8 

3a+l 


B. log 24 18 = 


3a + l 
8-3 




- 3-8 &24 3-8 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 

Cáu 17 Viết biểu thức P = ịỊx.i/x (x>0) dưới dạng 

lũy thừa với số mũ hữu tỷ. 


V p = x u 
1 


B. p = x u 


c. p = x ỹ D. p = x* 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lán 1) 

(«**)*• 

Cáu 1 8: Rút gọn biểu thức: p = ( ữ>0 )‘ 


quả là: 
A. 1 


B. a 6 


C. 8 4 




(Trích đê thi thử THPT Trần Humg Đạo - Ninh Bình) 
Càu 19: Cho n > 1 là một số nguyên. Giá trị của biểu 

1 1 . . 1 .s 

thức — 7 + ... + — ' + TZZ~T7\ 

log 2 n! log 3 nỉ log n n! 

A. 0. b. n. c. nl. D. 1. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ĩan 7) 

Cáu 20: Cho các số dương a,b,c,d. 

Biểu thức: s = ln£+ln-+ln^ + ln- bằng: 

b c a a 


B. 0 

^ « . & , c , d 

D. In 7+7+7+7 
[b c ả e 


A.1 

c. In ịabcd). 

(Trích đê thỉ thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
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Ngọc Htụền Ỉ.B 


Càu 21: Cho a,b ỉà các số hưu tì thỏa mãn 
log 2 $360 = -+ a.log, 3 + &.log 2 5. Tính a+b. 


A. a + b=5 

c. a + b = ị 
2 


B. a+b ~ 0 
o. a + b = 2 


-V. A=- 

c. A = - 


s. A = (3+a)a 
o. A=(3-a).a 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình (3n 2) 
Cãu 22: Cho a = log 2 m vói m > 0 và m* i và 

A = • Khi đó mỗi quan hệ giữa A và a là: 

3 + fl 
a 

3-a 
a 

(Trích đẽ thi thủ Sở GD&ĐT Lãm Dồng) 

. 44*3^2 

C.ÌU 23: Tứih giá trị của biều thức p = -g . 

32.Ổ 2 * 

A. 2 1 - 24 ** B. 2“ c. 8. 0. 2. 

(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 

Càu 24: Cho biếu thức P = \Ịx-JxJx :tfx*, với x>0. 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

Ị 3 

A. P=x i n.p = x 1 

1 ỉ 

c. p = x ĩ p. p = *3 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Sơn La) 

Câu 25: Nếu log 8 a + log 4 & 2 = 5 và log 4 a 2 + log g fc=7 

thì giá trị của ab bằng 

A. 2 9 . 8. 2 1 *. C. 8. D. 2. 

(Trích đê thi thủ tạp chí TH&TĨ lần 7) 

Câu 26: Cho P = log m 16m và a = log 2 m với m là số 

dương khác l.Mệnh đề nào dưới đây đúng? 


A. p = 3-a 2 . 

c. P~ 3 + a 


'ri. P = 


4 + a 


ÍT- p=3+a.4ã . 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương — Gia Lai) 


Càu 27: Tính giá trị của biếu thức: 

P=log,(a'V) + lo gjS (^) + Iog s (r») 

A. p= 2 15. P= 1 c. p=s r>. p=4i 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ÍSn V 
c.iu 28: Mọi số thực dương a,b. Mệnh đề nào đúng? 

A. log 3 8<log 3 &oa>í? 

4 ĩ 

B. log 2 (a 2 +b 2 ) = 21og(a+í») 

c - 1 °g* íỉằl ^, 1 i ’ 

ÍT log 2 a 2 =|log 2 a 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Cũ u 2-5: Cho SỐ thực a thỏa mân a 2 -5« + 6<0 . Khẳng 
định nào dưới đây là khẳng định đúng? 

A. «**>«** È.a^>a^ 

c. ?Jã*=-aĩJã n. k[7 = ~a 

(Trích đê thi thử Sớ GD&ĐT Ninh Bình) 
c .U! 30: Tính giá trị của biểu thức: 

T=log 4 (2- 2M6 .2 16 .^). 

- 3999 
4 

-3999 


A. r=- 

c. T = • 


8. T = -2016 


ÍT. T không xác định 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩẵn 2) 
Cá u 31 : Cho log, X = Iog„ y = log I6 (x + y). Giá trị của tí 


số - là: 


3-V5 

2 

V5-1 


3 + -JE 
2 

-1-S 


(Trích đê thi thử tạp chí TH&TTĨãn 7) 


ị 

1 

I 

$ 
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Chú dể 2: Hàm sốiũy ỉ bừa, hàm sô' rmì - hàm số logarit 


Dạng 3: Giãi phương trình và bất phương trinh 

Cáu 1: Cho biểu thức P = ệx.ìịxQ?, với x*0. 
Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. p = xi 


13 

B.p = x 24 . 


c.p=x 4 . 


A. 


c. 


D. 


x = 2 
[*=log,5 

x = 2 
x = 3 


D. p = X 3 
(Trích đê minh họa lãn 2 BGD&ĐT) 
Câu 2: Tun tập hợp tất cả các giá trị của tham số thực 
m để phương trình 6 X + (3-x)2* -m = 0 có nghiệm 

thuộc khoảng (0;l). 

A. [3;4]. B. [2;4]. c. (4;10). D. (3; 4 ). 

Cò u 3: Giải phương trình: 3 X - 8.3 2 +15 = 0 
X = log 3 5 
X = log 3 25 

> = 2 

ix = log 3 25‘ 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vinh Phúc) 
Câu 4: Cho hàm SỐ /(x) = log 3 (x 2 -2x). Tập nghiệm 

s cùa phương trình /"(*) = 0 là: 

V s = 0 B. S = Ịl±s/2Ị 

cs=|0;2| D. S = {1} 

(Trích đê thi thừ THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Càu 3: Phương trirìh 

2Iog 9 X + log 3 (10 - x) = log 2 9.1og 3 2 có hai nghiệm. 

Tích cua hai nghiêm đóbẩng 

A. 10 . B. 4 . c. 9 . D. 3 . 

(Trích đê thi thừ THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 6: Tập nghiệm của bất phương trình 

(^5-2p<(s/5 + 2) 1 là: 

A. (-oo;-l]u[0;l]. B. [-l;ũ]. 

c. (-oo;-l)u[0;+<»). D. [-l;ũ]u(l;+oo). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 7: Phương trình + +- ^3 — s/ 5 ^ =3.2* có 

nghiệm là: 

x = 0 
x = -l 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hieng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 8: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m để bất 
phương trình 9 I -2(m + l).3*-3-2m>0 nghiệm 
đúng với mọi xe 



x = -l 

H 

II 

0 

x=2 r 

A. 

B. 

c. 

D. 


X = 1 

X = 1 

X = -3 


mũ, logarit. 

A. m tùy ý. 


c. m<~. 

2 


n 4 

3 

D. m<-~. 
2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 9: Tìm tất cả các giá trị củạ tham số thực m đẽ 
phương trình sau có đúng 3 nghiệm thực phân biệt 
9 íỉ -2.3 l2+I +3m~l = 0. 


, __Ị0 

A. 

3 


B. 2<m<^. 
3 


. c. m = 2. D. m<2. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đầng Nai) 
Cáu 10: Bất phương trình: 

31og 3 (x - 1 ) + log^ (2x - 1 ) < 3 có tập nghiệm là: 

A. (1;2] B. [l;2] c. 

(Trích đê thi thừ THPT Tran Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 11: Tổng bình phương các nghiệm của phương 
, .'- 1 ’ 

trình 5 3r - 2 =u 


1 


1 J 

--;2 
2 _ 

D. 

--;2 

2 


YiỴ* , ị, 

■- ị bằn g : 


0. 15. 5. c 2. D. 3. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Cáu 12: Tim tập nghiệm s của bất phương trình 
log,(x+l)<log i (2x-l). 


A. S = (2;+co). 

c. s. 14 


B. s=(-a>;2). 
D. s=(-l;2). 


(Trích đê minh họa ĩẵn 2 BGD&ĐT) 
Câu 13: Tìm tổng tất cà các nghiệm của phương trình 
3 2 «+3 2 - x =30. 

A. 3 B. — c. 0 D. I 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
Câu 1 4: Nghiệm của bất phương trình - 2*" 1 là: 

A. X < -1 B.0<x<2 c.x>2 D. X < 0 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 15: Phương trình 9 X -3.3* + 2 «0 có hai nghiệm 
là Xj , X 2 với Xj < x 2 . Giá trị của A - 2Xj +3x 2 là 

A. 0 B. 41og 3 2 c. 3Iog 3 2 D.2 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Càu 16: Phương trình 5 21 * 1 — 13.5* +6=0 co' hai 
nghiệm la' Xj , x 2 , khi đo', tông Xj +x 2 bẵng: 

A. l-log s 6. B. -2+log s 6. 

c. 2— log s 6. D. -l+log 5 6. 

(Trích đê thỉ thử THPT Ngô Gừ Tự - Vĩnh Phúc) 
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Càu 17; Bất phương trình max|log 3 x / log 1 xỊ<3 có 


tập nghiệm là 
A. (-00; 27). 

c. (ị; 27). 


B. (8;27). 

D. (27; -ko). 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ĩẵn 7) 
Câu 1S: Tim tập nghiệm của bất phương trình 
lo g 2 (*-3)+Iog 2 x>2. 

A. (3; -ro) . B. (^o;-l]u[4;-Kx>) . 

c. [4; -Ro). D. (3;4]. 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Cế u 1 9: Phương trình log, (2* + 1) + Iog 3 (4* + 5) = 1 có 

tập nghiệm là tập nào sau đây? 

A.{1;2} „Ị 3 ;iỊ cỊi*) u. {0.-1} 

(Trích đê thi thừ TtìPT chuyên Phan Bội Châu (ấn ĩ) 
Càu 20: Tun các giá trị thực của tham số m để phương 
trình 16 1 * 1 +4' 1 —5m = 0 có nghiệm duy nhất. 

A. m = 0 B.m<0 

m > 0 D - Không có giá trị nào của m 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 

Cá u 21: Phương trình: log 2 x.log 4 x.log 6 X 

= log 2 x.Iog 4 x+ Iog 2 X . Iog s X + log 4 X. log s X có tập 
nghiệm là: 

M 1 }- r -{ 2;4;6). C.{1;12}. a{l;48}. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lần 7) 

Cau 22: Giải phương trình: 

X 2 #-' -(3 x -3.5 1 ' i )x+2.5^ 1 -3 x = 0. 

A. x=lx=2 B. x=0,x = ì 

c.x = ±l D. x = ±2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Cáu 23: Tun tất cả các giá trị của m để phương trình 
io Ss í 25 * - l°g 5 nì) - X có nghiệm duy nhất. 





Nhị 

x|<3 có 

A.s = | 

[4; -Ro) 

B - KH 


c. S = Ị 


. D. s = (-oo;4) 


Ngọc Huyền LB 


A. m = -4= 


c. 


m>l 
1 


m = 


B. m = 1 


D. m>l 


€ 


(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn ĩ) 
Câu 24: Tim tập nghiệm s của bất phương trình: 
1 °g i ( 2 ^-3)>Iog 1 (x+l). 

3 3 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Càu 25: Cho hàm số /(*) = 2 X -'.5 X H Khẳng định nào 
sau đây là khẳng định đúng? 

A. /(*)<10o(x-l)ln2 + (x 2 -3)ln5<In2 + In5 

B. /(x) < 10 o [x - l)log2 + (x 2 - 3)log5 < log2 + log5 
c. f(x) < 10 o x-1 + (x 2 -3)log 2 5 < l+log 2 5 

o. / (x) < 10 o (x - l)log 5 2 + (x 2 - 3)log 2 5 < log 2 5 + 1 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long (ân ĩ) 
Cáu 20: Giải phương trình 3*2** =1. Lời giải sau đây 
sai bắt đầu từ bước nào? 

Bước 1: Biến đổi 3*2* =1*»3 X (2 X ) X = 1 
Bước 2: Biến đổi 3 x .(2 x ) r = 1 « (3.2 X ) X = 1 
Bước 3: Biến đổi (3.2* )* = lo(3.2 x ) X =(3.2*)° 

Bước 4: Biến đổi (3.2*)* =(3.2*)° ox = 0 

Bước 5: Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm 
duy nhất x = 0 

A. Bước 2 B. Bước 3 

c. Cả 5 bước đều đúng D . Bước 4 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học & Tuổi trẻ tân 5) 
Câu 27: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m để 
bất phương trình sau có nghiệm: 

ịxyỊx + 'Ix+Ĩ 2) á m.log^Ị- 3. 

A. m> lyỊĨ B. m> 2V3 

c. m > 121og 3 5 D. 2V3 <77ỉ<121og 3 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩân 2) 
Cáu 28: Tập nghiệm của phương trình: 

log 2 (x 2 -l) = log 2 2x là 

1 + ^1 


A. 


B. {2,4}. 

D. Ị1 + V2} 


c. ịl-^ỉl+S} 

(Trích đê thị thừ THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 29: Gọi Q là tập nghiệm của bất phương trình: 

(x 2 +2x+l)” 1 ắl . Hỏi khẳng định nào sau đây ỉà 
khẳng định đúng? 

A. (-2; -1) c: n B. [0; 1] c Q 

c. [— 2;3]cí2 D. £0;-Ro)cfì 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
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chủ đề 2: Hàm sô' lũv thua, hàm sô' mũ - hàm số Ịogarìt 
Càu 30: Tim số nghiệm của phương trình: 

log^%.Iog 3 x.log 9 x = 8. 

A.2 B. 0 c.l 0 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thải Bình tãn 2) 
Câ u 31 : Tập nghiệm của bất phương hình: 

(2 IÍ - í -l).lnx í <0 là 

A. (-2;-l)u(l;2) B. {l;2} 

c.(l;2) D.[l;2] 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Đại học Sư Phạm - HN) 
Câu 32: Số nghiệm thực phân biệt của phương trình 

_ 2i Ậ _ỊẠ 

2 ^ +2 4 r =4 là 

A. 1 B. 2 c. 3 D. 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 

ĩx-l 

Càu 33: Phương trình 3\5 r =15 có một nghiệm 
dạng X = -log„ b với a, b là các số nguyên dương thuộc 

khoảng (l; 8). Khi đó a + 2ỉ? bằng: 

A.5 B. 8 C.3 0.13 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Câu 34: Gọi X Ư X 2 là hai nghiệm của phương trình 

log 2 x-31og 2 x+2=0. Giá trị biểu thức P = xỊ+xị 
bằng bao nhiêu? 

A. 20 n.5 c. 36 D. 25 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩăn V 
Câu 35: Cho hàm số y = log,(x 2 -2x). Tập nghiệm 

3 

của bất phương trình y'>0 là: 

A. (-«;1) B. (-x>;0) c. (l;-wo) D. (2 ;-ko) 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ỉẵn 2) 


T he Best or nothing 
Câu 36: Tìm tích tất cặ các nghiệm của phương trình 

4.3^) + 9.4 1O8(l0l) =13.6^. 

A. 100 B. 10 c. 1 D. ^ 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn ĩ) 


Câu 37: 


x.log r 3-log y x+l 

Cho og 14ũ - log j 3.1og 3 5Tog 7 X + xlog 7 X + 1 


xác định X. 

A. x = 2 B. x = 4 C. x = 3 D. X = 5 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Lãm Đồng) 
Cáu 38: Tim tập nghiệm s của phương trình 
log 2 (x 2 - 4x + 3) = log 2 (4x - 4) 

A.S = {1;7}. ; B. s = {7}. 

c.s = jl). D. s = {3;7}. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 39: SỐ nghiệm thực của phương trình 

log(x-l) 2 =2 1à 


A. 2. ; B. 1. 

c. 0. D. một số khác. 

(Trích đẽ thi thử tạp chí TH&TT Ỉ2 n 7) 
Câu 40: Tìm tất cả các giá trị của m để phương trình 


ịỵ-lSỴ +mịỵ+3&f -2* 2 ' 1 có đúng hai nghiệm 
phân biệt. 


Am< w 


c 


B. 0<m<-f- 
16 


D. 


— Ị<m<0 
2 

1 

m — —— 

16 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩãn 1) 
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‘ 0im “ m lệp xac dịnh ' các bai toan đS thi, và tính chất của các hám logarit. 
Cảu 1: Đáp án D. „ ° 

T..V, Nếu 0 <«<!;** <fl*> ->x. >r _ v 


Câu 1: Đáp án D. 
Điều kiện 
x-l> 0 
x + ĩ>0 


x>\ 


<=>i, / 

.in(x-l) + ln(x + l )>0 N* 

X>1 

=>D = ị\/2;+coj 

Cầu 2: Đáp ,in D. 

y' = ịx 2 +1 )' £ x " + (x 2 + l).(e” 1 )' 

= 2*-*” 1 + (x 2 + 1) .e" 1 = (x + 1) 2 .e" 1 

y(i»3) = (^ n 3 + l) 2 .e ln3+1 = (ln3 + l)V 3 ' = 3e.(ln3+l)\ 

Câu 3: Dáp án A. 

. (n->M 

■ __/ _ 2Vx + l 1 

l + v^ĩĩ 1+^ĩ 2^TĨ[l + VĨ7ĩj 

Cáu 4: Ddp án 0. 

y=yj[x+3f -ịỊi^x 

Suy ra điều kiện: ■ * + 3 * J o I € f-3; 51 . 

5-x>0 L -I 

Câu 5: Đáp án D. 

A sai 

B sai do log 002 (x-1) > log 0 02 X o /* > 1 

[x-l<x 

c sai do a = 2 > 1 nên đồ thị hàm số luôn nằm bên phải 
trục tung. 

D đúng do khi *>1 thì limlog x = -oo 
lim log, X = +00 
Câu 6: Đáp án D. 

Điều kiện: 3-2 í+1 -4' > 0. 

«(2 Ĩ ) +Z2* -3ắ0 0 ( 2 * -l)(2* +3)^0 

o2 *Sl. 

=> D = (-h»;0] 

Câu 7: Đáp án B. 

Điều kiện: x 2 -4>0ox 2 >4 o X e (^x>;-2)u(2;-wo). 
Câu 8: Đáp án A. 

■ _ ( x+ĩ ) , - 9J -(^-H)(9 , í 

" Jĩ 

= 9* -(x+l)9*ĩn9 = Ị-(x+ l)in9 _ l-2(x + l)ln3 
(9*)' 9 X ~ 3 ta 

Càu 9: Đáp án A. 


Nếu 0<a< \;a h < «* -> X, > X, => («-!)(*, -X 2 ) < 0 
Nếu a>l;a x ' < a z > =>Xj <x 2 
(fl-l)(xj -x 2 )<0. 

Càu 10: Đãp án A. 

log s (x 2 +X + l) =-^ +3: + 1 ^ = - 2x + ỉ 

(x 2 +x + l)ln5 (x 2 +x + l)ln5 

C.ÍU 11: Dáp án 8. 

Nhìn vào đồ thị y = a x nghịch biến ta suy ra 0 < a < 1. 
y = b x -y = c x đồng biến suy ra b}C>l. 

Với x>0;b* >c* =>b>c=>a<c<b. 

Cáu 12 : Dáp án c 

ý = *'In|*|+*(ln|x|)' = InỊxị +x.~ = 1 + ln|x| 

Càu 13: Oáp án c. 

Ta có ghi nhớ sau: 

Tập xác dinh của hàm số lũy thừa y~x a tùy thuộc 
vào ẹiá trị của a . Cụ thể, 

1 Vói a nguyên dưcmg, tập xác định là - ; 
ị Với ạ nguyên âm hoặc bằng 0, tập xác định là 
-\{0}; 

Với a không nguyên, tập xác định là (0;+oo) . 
Vậy ở đây: 

2x - 1 > 0. o X > ị => D = Ị^;-Kx>j. 

Cáu 14: Đap an 8. 

A sai do log đ b a = a log # b 
B đúng 

c sai do a là một số thực bất kì, vậy nếu a = 0 thì 
a = 1 ■ Cúc này log^ b sẽ không tồn tại. 

D sai tương tự c, đồng thòi sai cả công thức. 

Câu 15: Đáp án C. 

Điều kiện: ~>0o(x + 3)(2-x)>0oxe(-3;2) 

=>D = (-3;2). 

Câu 16: Đáp án A. 


âu 16: Đáp án A. 

1 = lnÍ2x-x 2 ) => y' - ^ x ~ x )- = 2lZĨĨ_ 
v ' 2x-x 2 2x-x 2 

áll 17’ F)át-1 án R 


Câu 17: Đáp án B. 

. 2x 

VI y =7— — r 

(x 2 + l).ln2 

không thể đồng biến trên 4 . 


đổi dấu qua X = 0 nên hàm số 
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Chủ đề 2: Hàm $ố lũy thừa, hàm sô mù - hàm số logarit 


Câu 18: Đáp án D. 

Từ ghi nhớ mà tôi vừa nhắc ờ câu 13 ta thấy ^ không 

phải số nguyên nên ta chọn D. 

Câu 19: Đáp án c. 

Liên hệ với phần lí thuyết ở đầu chủ đề, ta nhắc lại kiến 
thức bằng đồ thị sau: 


ạ<0Ị ct>l 



0<a<l 


Từ đây so sánh với đề bài thì ta chọn c. số c 

Càu 20: Đáp án D. 

Tacó (7*)'=7 x .ln7 . 

Càu 21 : Dap an A. 

Hàm SỐ đồng biên trên (- 00 ; co) nên ta chọn A. Xem lại 

lý thuyết về hàm số mũ. 

Càu 22: Dáp án [3. 

Với phương án A: Đây là phương án đúng bới : 
2016T2016L2016 2 = 2016 Sf+yM . Do X, y, z có tổng không 
đổi nên 2016” yt2 không đối. 

Với phương án B: Nếu đặt y = xr thì z = xr 2 (với r * 0 ). 
Khi đó 

Với r >0 thì logy = Iogxr = logx + logr 
log z = log xr 2 = log x+2 log r thỏa mãn là cấp số cộng, 
tuy nhiên với T < 0 thì không thỏa mãn, bởi khi đó log 
không tồn tại. Vậy B sai. Chọn B. 

Sai lầm: Nhiều độc giả không xét trường hợp r < 0 nên 
cho rằng B đúng. 

Câu 23: Đáp án D. 

Ta có: 

Nếu chi có điều kiện (x - l)(x - 2) > 0 thì không đủ 
bời khi đó sẽ có TH (x-l) và (x-2) cùng nhò hơn 0. 
Do đó ln(x-l) và ln(x-2) không tồn tại. 

Câu 24: Đáp án c. 

Hàm SỐ đã cho xác định Vx s R. 

=> (m-l)x 2 + 2(r«-3)x+l> OVx 6 R. 


Ịm~l>0 Ị m>1 

|a'<0 ^Ị(m-3) 2 -(?H-l)<0 


Í m> 1 m> 1 

, _ __ 

ni z -7m+ 10 <0 [2<m<5 

o 2 < m < 5. 

Cáu 25: Đáp án c. 

Câu 26: Đ.ip án A. 

Điều kiện: 

-x 2 -x+2>0o(x-l)(x + 2)<0 
o-2<Kl3D=(-íl) 

Cáu 27: Đap án B. 

Ở đây ta có thể chọn luôn B bói điều kiện để logarit 
tồn tại là xy > 0 , tức x,y cùng dấu. Mà điều kiện để 
tách ìog 2 xy- log 2 x+log 2 y là x,y> 0 . Do vậy B 
không đủ điều kiện đê’ suy ra. 

Với các phương án còn lại: 

Với A: Do VP là hàm mũ luôn lớn hơn 0, do đó ta có 
thể lấy logarit cơ số 2 của hai vế và suy ra được 
pl <» Iog 2 X = 10 - log 2 y o log 2 X + log 2 y = 10 
VớiOTìù 

3 (log 2 X + log 2 y) = 30 o log 2 X + log 2 y = 10 . 

D tương tự A. 

Câu 28: Dáp án c 
ĐỒ thị đã cho có X > 0. 

Suy ra loại A và B 

Hàm số đồng biến trên (0; +co) nên chọn c 
Vì hàm SỐ y = log 0 5 X nghịch biến hên (0; -*») 

Câu 29: Đáp án A. 

Từ phần lý thuyết được nhắc lại ở câu 19, ta chọn A. 
Câu 30: Đãp an 13 

y' - ( lo 8a>i7 (** +1 ))' ” |PTĨ}ỉn 2 ÕĨ 7 

Cáu 31: Đáp án D. 

Diều kiện: e x ~ e w > 0 o e x > e w <=> X > 10. 

Suy ra: D = (l0;+co). 

Càu 32: Đáp án A. 

J(3 z ln3+7.x ố )ỉx = 3 X +X 7 +c. 

Câu 33: Đáp án B. 

Câu 34: Đáp án D. 

y’= \ --^-+2 

y (x+l)ln3 x-1 

=> y ’ (2 ) = - Ậ -- + 2 = -i- . 

J v ’ 31n3 2-1 3In3 
Càu 35: Đáp án c. 

X 2 -2x-8>0 íxe(-<»;-2)u(4;-Ko) 

Điều kiện: lòg 0 3 ịx-l]<0«' X-1>1 
X > 1 X>1 


IOVEBOOK.VN ! 182 


Công Phá Toán - Lóp 1 2 


x>2=ỳ D = (2;+co). 

Càu 36: Đáp «1 n A. 

Điều kiện: 

x 2 -5x + 6>0o(x-2)(x-3)>0 
<=> * e (^»;2)u(3;+co). 

Cáu 37: Đáp un À 
(«**) =e 5l (5x)' = 5.e Sx . 

Dạng 2: Gic phép biẻn đói íììiỉ, iog.ìrit. 

Càu ỉ: Đap , 1 B A. 

Cách 1: Đối với dạng toán này, cách nhanh nhất ià thừ 
từng đáp án. 

Gán log^ 5^4; iog 8 7 -> B; Iog 2 3 -» c. 

Sau đó nhập từng biểu thức cùa đáp án. 

Cách 2: Ta có log 3 5 = 3 a; log, 7 = 3b 


log u 35 = log 3jỉ 5.7 = 

3{b + ac) 

= c + 2 

Câu 2: ỉ).ip an A. 

Càu 3: D,ip .111 ,\. 

f 2 


toft3+2lQg,2- 1+ 2 


log 


= Iog 2 2 + log 2 (fl 3 )-Iog 2 Ì7 
= l+31og 2 ữ-log 2 í) 


Càu 4: Đáp án c. 

Cách 1: 


- I 

_ a* -fl 4 .a 2 _ 1-a 2 (l-fl)(l + a) 

1 Ị 1 —7— = l + a. 

oì-Ắa !-* 1-* 


M 

B Math i 1 

24-24 


1 5 


24-24 

CO 


Ta thấy 3 = 2 + 1. Chọn C. 
Câu 5: Đap án c. 



Ấn " = " thì màn hình cho kết quả — . 

* in 


10 

Câu 6: Đáp án D. 

Cách 1: Tưong tự cách thử của câu 1. 

ĩ_ 
m 

1 


Cách 2: log3 = ítt=> log 3 10 = — 


ln3 = n=> Iog 3 e = — 
n 


Ngọc Huyê n l B 

c ã 11 38: i)áp ân D. 

Điều kiện: X 2 -4x + 3 > 0=> D = (--oo;l)u(3;+co) 

c JU 34: í >ap áo o 

y ' = 'jĩ (x 2 + X + 1) (x 2 + X + 

= ^2(2x + i)ịx ĩ +x + ìf~ 1 . 


=> InlO = 


Iog 3 10 n 
log 3 c - m' 


In30 = ln(3.10) = ln3 + lnl0 = n+ — . 

, m 

í. .UI i ).•>[> JH í ). 

Trước tiên ta đi rút gọn biếu thức P: 

\ 2 


r Y 

p= 2l °gạ« + 31og 6 fl-3Iog t fc 

Ki) 

\ 2 

21 og t g 


los 'ỉj 


+ 31og. a-3 



Đặt log a h = /(f>0),khiđó: 

i ’=/( t )=( ĩ ^J+3(f-l)có' 

w.)_ 8í.(t-lý-2.(í-l).«c -8í + 3(/-X) 3 

(*->)• ■ («-!)* 
/’(í) = 0 o í = 3 . Khi đó P min =/(3) = 15. 

Câu 8: Đáp án A. 


<2 2 +Ỉ7 2 ~7ab<z>(a + bf =aỉ, 

« logỊ^} = logflfc«>logỊ^j = ỉ (loga + log *) 
Càu 9: Đáp án B. 

Cách 1: Tưcmg tự cách thử của câu 1. 

Cách 2: ỉog 4 3 = a=> log 2 3 = 2 a 

lo S25 2 = b => log 2 25 = log 2 5 = — 
u 2 b 

log„7Ĩ5Õ = ỉ|og„150 = i.^^ 

2 2 Iog 2 60 

_2 ^ 0 §2 (25.3.2) - 1 log 2 25 + Iog 2 3 + l 
2 ■ log 2 (3.5.2 2 ) ~ 2 ■ log 2 5 +2 +log 2 3 
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Chủ đề 2: Hàm só lũy thừa, hàm sò mũ - hàm sỏ' íogarit 

_ 1 Ẽ +2a+ĩ 1 1 + 2 ab+b 

- 1 . ~ 7' ĩ 

z -±-4-2 + 2 a -±+26 + 2«6 

2 6 2 

-I 2 + 4afr+26 1 + 2 ab + b 

2 l + 46 + 4«6 - l+4«6+46 

Cảu 10: Đáp án B. 

log^ (s.6) = ^.log a (a.b) = |.{lpg, a. log a b) = ị + i log a b 
Cáu 11: Đnp án c. 

(0,lfl)' /ỉ < (0,1«)^ => 0 < 0,1« < 1 » 0 < a < 10 


log i |<log í -^:=>fc>l 
Cáu 12: Đáp an c. 

Cách 1: Tương tự cách thử của câu 1. 

Cách 2: 

log„(l350) = log ao (3 í .30.5) 

= 21og 30 3 + loga 30 + log^ 5 = 2« + b + 1 
Cáu 13: Đap án c. 

C.UI 14: Đap án c 

Iog u 27 = «o31og 12 3 = fl . 

o log 3 12 = - «» log 3 Í3.2 2 ) = - 
a ' ' a 

«21og,2+l»|olog a 2=^Ị-lj 

Ị oe 24 = lũg 3 24 = lQ g3 12 + lQ g3 2 
Iog 3 36 log 3 12 + log 3 3 

9 1 

_ a 2^fl ) 2° 2 _ 9-fl 

5+1 ?+i =6+2 “ 

a a 

Câu 15: Đáp án c. 

Nhập vào máy tính: (x 4 ) 108 *' 

Chọn giá trị X bất kì, máy tính đều cho kết quả là 9. 
Cáu 16: Đáp án C. 

logị, 3 = a => log 3 12 = - o 21og 3 2 + 1 = \ 
a a 


=>Hs 2 = 



l°g 24 18 = 


log 3 18 log 3 12 + log 3 3 - log 3 2 
log 3 24 log 3 12+log 3 2 


1 , 

1 > 

1 

±+l- 

±-1 


a 1 \ 


'2 

1 1 

/1-1 

) 

tt 2 




13 

2« + 2 _ l + 3fl 

A_I 3 -« 
2 « 2 


Càu 17: Đáp án B. 



_5 
12 ■ 


The best or nothing 


Cáu 18: Đáp an D. 

Sừ dụng máy tính: log r 


(***)■ 


•Ẽ+ì 




= -2 


=> Kết quả: p -ă 2 = -y . 

Cáu 19: Đãp án D. 

„ 1.1,1 
p = - — - — - + - — - — - + ...+- — - — - 
log 2 n! log 3 w! log B n! 

= log„, 2 + log n Ị 3 + ... + log n! n 

- ỉog a , (2.3 «) = Iog aỊ «! = 1 

Cầu 20: Đáp in B. 

s = lnf + ln- + ln--+ln- 
b c d a 

-‘■(íM;)-"- 

Cáu 21: Đáp án c. 

log 2 ^/36Õ = |.log 2 (2 3 .3 2 .5) 

= ị .3.1og 2 2 + ị .2.1og 2 3 + ỉ log 3 5 

11, - . 1. . 

= ±+^log 2 3+±Iog 3 5 

1 . 1 1 1 

=>a = z-; b = ~=>a+b = - r 
3 6 2 

Câu 22: Oa Ị’ an \. 

A = log m (8m) = log M 8 + log„ m 


= 3.1o gni 2 + l = 


-Ị+Ì.2Ị! 

a a 


log 2 77i 


•+1 


Câu 23: Oáp ăn c 
Sử dụng máy tính 
Càu 24: Đáp án A. 

log,(tó : ^ ĩ ] = 4 

Càu 25: Đáp án A. 


1 

=>p = x 4 . 


log 8 s +log 4 6* = 5 o ịlog 2 a + log 2 6 = 5 
log 4 á 1 + log 8 b = 7 o log 2 a + ^.log 2 6=7 


oNrỉo 

[log 2 b = 3 


« = 64 
6 = 8 


=>«6 = 512 = 2’ 

Cảu 26: Đáp án B. 

log m lôm = logl6+ 1 = 41og m 2+1 


„„4, ,4 + « 
oP = -+l = — — . 
a a 
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Cáu 27: Đáp án Đ. 

p = lo S a » +logj- ^ j + log^ (ỉr 2 ) 

= log ( ,(« s &)+log a Ị^- -6 

= lo S í ( đ7 )-6=7-6 = l 
Câu 28: Đáp án A. 

Câu 29: Đáp án A. 
a 2 -5a+6<0(fl-2)(fl-3)á0 
2 < a < 3. 

3S>2^5 

Cáu 30: Đáp .iiì A. 

log, = log, I 2 J0 “* ,Í 4 j 

Dạng 3: Giải phượng trinh và 'oũt phưong trinh 

Càu i: Đáp ,111 8. 

Cách X: Ta có: 

P = \Ịx^\íx\ff ={xỉfx 
Cách 2: Nhập máy tính: log r 


Ngọc Huyền LB 


= log 4 2 2 =ilog7=Ìp. 

Câu 31: Đáp ấn (;. 

Đặt ỉog 9 X = log 12 y = log 14 (x + y) = t. 
Suy ra: 9 f =x;12‘ =y;16' =x+y. 


<*16'=12'+9'o 


Ui 2 • 


+ 4 - 1 - 0 


Có = ỉlì • Mà *>0;y>0=>->0. 


y 12' 14 

y 2 

mũ, iogarií. 


- - v-t- 

13 


í* 2 - 2 */ 2X-2 

(x 2 -2x).ln3 (x 2 -2x).ln3 

Đến đây đế giải quyết bài toán nhanh, nhập màn hình 
máy tính biểu thức: 


Màn hình cho kết quả là ~ => p = x a_ 

Càu 2 : Đáp án c 

Phương trinh đã cho 
o6 1 +(3-x).2 x =m(*) 

Đặt /(x)=6 I +(3-x).2 x 
Xét /(x) trên (0;l): 

/'(*) = 6Mn6-2 x +(3-x).2Mn2 
= 2 x [3 I .ln6-l+(3-x).ln2]>0 Vxe(0;l) 
=>/(*) đồng biêh trên (0;l) 
=>/(0)</(x)</(l) 
o/(0)<m</(l) 
o 4 < 7tt < 10 => me (4; 10] 

Cảu 3: Đáp án c. 

Phương trình đã cho <» ụỹj - 8 .Jỹ + 15 = 0 

r 3 r =3_r x = 2 
— o 

3 r =5 L x = io §3 


2x-2 


25 


Câu 4: Đáp án A. 
/(*) = log 3 (x 2 - 2xj 


d*ựx 2 -2x)xln3 J |* = rì 

Bấm tiếp CALC. Màn hình hỏi X? => Ấn = 
rì? => Nhập 0 

Nhận được kết quả * 0 => 0 không là nghiệm của 
phương trình /"(x) = 0. 

Tương tự thử các đáp án B, c, D đều không thỏa mãn. 

Câu 5: Đap án c. 

Điều kiện: X € (0;10) 

21og 9 X + log 3 (10 - x) = log 3 9.Iog 3 2 
Olog 3 x + log 3 (l0-x) = 2 
ox(x-10) = 3 2 
Ox 2 -10x + 9 = 0 

X = ỉ 

X = 9 

Vậy tích của hai nghiệm là 9. 

Câu 6: Đáp án D. 

Điều kiện: X * 1 

( 3 / 5 -2p ^(>/5 + 2)* 

Với X = 0 thỏa mân 

Với X £ 0 thì bat phương trình tương đương vói: 
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Chù đề 2: Hàm sô' lũv thùa, hãm số mũ - hàm sô' logarit 


The best or nolhina 


1 <(£ +2 ỵ 

('/5+2) 11 

e>ụE + 2Ỵ~ l >1 


Phương trình có 3 nghiệm thực phần biệt khi (*) có 2 
nghiệm thực phân biệt íj = 1 và t 2 > 1. 

Khi í = l=>l-6 + 3m-l = 0«m = 2 

'í = l 


Thử lại: t 2 -6f + 5 = 0o 


x-1 


X +x 
x-1 


t = 5 


(thỏa mãn) 


£0 


Lập bảng xét dấu, ta suy ra xe [-1; 0) u (l;+co) . 

Kết hợp với trường hợp X = 0 thì ta có 
xe[-l;0]w(l;+oo). 

Cầu 7: Đáp án A. 

- Bài toán này chúng ta có thể thử trực tiếp các đáp án 
đế tìm ra kết quả. Tuy nhiên nếu người ra đề thay câu 
hòi thì phương án thử không thể áp dụng. Ví dụ như 
đề bài hòi tổng bình phương các nghiệm. 

- Giải chi tiết: 

í 3 + y/EỴ . f 3 -VsỴ 


Vậy m = 2. 

Câu 10: Dáp án A. 

Điều kiện: X>1 

Phương trình « 3 log 3 (x - 1) + 3 log 3 (2x-l)< 3 

olog 3 (x-l)(2x-l)<l 

o(x-l)(2x-l)<3 

<=> 2x 2 -3x-l<0 oiel 


4:2 

2 


Phương trình o 

Đặt 


= 3 


Kết hợp điều kiện ta có xe (l; 2] . 
Càu 11: Đáp án B. 

5»'-’ =14' -- 


sr-r*T 


3 + S) 

X 

= t > 0 , ta có: 

Í3 + S) 

í 3 “^ì 1 o5 3x - 2 =5 xỉ =>x 2 =3x-2o 

2 , 


V 2 

1*1 2 J 


,f+l=:3<»t i -3f + l = 0 

t 


o 


3+S 

2 

3-\ỊE 


X — 1 

x = -l 


Càu 8: Đáp án D. 

Đặt Í=3 X , í>0 

ycbt •»/ 2 -2{m + l)í-3-2m>0,Vf >0 

o m< t ;, 2f ; 3 / Vt>0 om<ị(f-3) ; Vf>0 
2f + 2 2 y ’ 

=> Hàm SỐ đồng biến trên (0, +co) 

Vậy ycbt <?>m< f[t), Ví > 0 o m<. /(0) = — I . 

Cáu 9: Đáp án c. 

9 xí -2.3 xỉrt +3wt-l=0 

-63? +3m-l = 0 

Đặt 3 1 * = í>0=>í 2 -6f+3m-l = 0 (*) 

- Với t = 1 => X = 0 

- Với í < 1 => X 2 < 0 => Phương trình vô nghiệm. 

- Với t > 1 => Phương trình có 2 nghiệm của X đối 
nhau. 


X = 1 
x-2 


Cáu 1.2: l)áp án c. 

Dễ nhận thấy điều kiện: x> 2 n ® n '^ n p va D- 

Thử lại giữa hai đáp án A và c thì đáp án c đúng. 
Câu 13: Đáp án c. 

3 2+ * +3 2 " x = 30 

O3 2 .3 x +Ặ=30o3 x +— = -^ 


3 X 


3 X 


o3(3 x ) 2 -10.3 x +3 = 0 
>- 3 fx = l 

r.HxV-1 

3 


Vậy tổng các nghiệm bằng 0. 

Câu 14: Đáp án c. 

Điều kiện: X e (-00; 0] VJ [2; +00) 

Bất phương trình <=> 2 X ~ Ĩ .2^~ ĨX >lo2' > \ 

ox-l+Vx 2 — 2x>0 
<z>Vx 2 -2x>l-x 

- Nếu X e [2; +00) => 1 - X < 0 => Bất phương trình 
đúng. 

- Nếu X e (-00; 0]=>x 2 -2x>x 2 -2x + lo0>l (vô 

nghiệm). 

Vậy X > 2. 

Câu 15: Đáp án c. 
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Công Phá T oán - Lớp 1 2 
9* -3.3* +2 = 0 
»(3*) 2 -3.3*+2=0 

° Ịx Xg 3 2^ A = Z0 + 3 - 1 o S 3 2 = 31og 3 2 

Càu 16: Đáp án D. 

5 2 ** 1 -13.5* +6 = 0 
o5.(5‘) 2 -13.5* +6 = 0 

5* = 2 X = log 5 2 

° 51 =1° *-k&(f] = log 5 3-l 

Vậy tổng hai nghiệm là: log. 2 + ỉog 5 3-1 = Iog 5 6 - 1. 

Càu i 7. D.íp .in c. 

-Nếu X > 1 => Iog 3 X > log J X 
2 

=> Bất phương trình o log 3 X < 3 o X < 27 
=>xe(l;27). 

- Nếu X < 1 => log 3 X < log, X 
2 

=> Bất phương trình <=>log,x <3 ox>Ị~j 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là ^ 27 j- 

tâu 18: Đáp án c. 

Điều kiện: X > 3 
log, (x-3) + log 2 x>2 
«log 2 [x(x-3)]>2 
<=>x 2 -3x>4 
ox 2 -3x-4>0 

=> xe (-co; -1] u [4; -Ko) 

Kết hợp điều kiện => X e [4; +00) 

Câu 19: Đáp án D. 

Phương trình o -log 3 (2* + 1) + log 3 (4 1 + 5) = 1 

o 1 o 8 '( f 7 ĩ )" 1 

o(2*) 2 +5 = 3(2*+i) 
o(2*) 2 -3.2* + 2 = 0 

_ > =1 Tx=o 
2* =2 |_x = l 

Câu 20: Đáp án c. 

Đặt 4 r = t > 0 

Phương trình o 16f 2 + - - 5m = 0 (*) 

1 nghiệm i > 0 cho một nghiệm X. 


Ngụ t Huyền LB 

Trường hợp 1: 1 nghiệm duy nhất dương 

A = 0oÍẶÌ + 4.5wz.l6 = 0 o m = — L_ 
w 5120 

=>t = ~ Ặ2Ĩ 6 < ® ^ thò a mãn 

Trường hợp 2: Xj > 0, x 2 < 0 
=> 16.(-5m) < 0 o m > 0 

Thử lại m = 0 không thỏa mãn =>m> 0 

Càu 21: Đáp án D. 

log 2 x.ỉog 4 x.lo gí x=log 2 x.log 4 x+Iog 2 x.log 6 x+iog 4 X.Iog 6 X 

oị.-J-.iog?x = Mĩ+M£ + Ì£g^ 

2 log 2 6 2 log 2 6 2.1og 2 6 

«»^*í^-~4-rXì-0 

l 21o g 2 6 Iog 2 6 2 log 2 6 J 

^loslxị^^éllU 

21og 2 6 ) 

J log 2 x = 0 r* = l 

log 2 x = log 2 6 + 3 = log 2 48 [x = 48 

Càu 22 : Dáp án c 

^.5*- J -(3* -3.5*- I )x + 2.5 I -‘ -3* =0 

o 5* -1 (x 2 + 3x + 2) - 3* (x + l) = 0 
o5*~ 1 (x + l)(x + 2)-3*=0 
o(x + l)[5*-* (x + 2)-3] = 0 

x+l = 0ox = -l (1) 

Xét/ W=(ỉj- Ỉ f ỉ «" - 

/( *HtJ Jn (sK <ov * 6 ' 

=> /(x) nghịch biến trên í 

Mà /(1) = 0 => (*) có nghiệm duy nhất X = 1 (2) 

Từ (1) và (2) => x = ±1. 

Câu 23: Đáp án c. 


Điều kiện: 


25*-log 5 ffi>0 


Phương trình o (5 1 ) 2 -log 5 m = 5 x 

»(5*) 2 -5*=log 5 m (*) 
Đặt 5* = f > 0 => f 2 -í = log 5 m (* *) 
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Chủ đề 2: Hàm s ô' lũy thưa, hàm số mũ - hãm số ỉogarit 
(*) có nghiệm duy nhất 

=>(**) có 1 nghiệm kép t 0 > 0 hoặc có 2 nghiệm 
f,>0, í 2 <0. 

-Trường hợp 1: 

1 / \ 1 1 
0 23 v ' 05 4 ^5 

- Trường hợp 2: íj >0, t 2 < 0. 

+ Nếu t 2 = 0 => m = 1 => Thử lại thỏa mãn 
+ Nếu í 2 < 0 => íjf 2 < 0 — í^^log; m > 0 » m > 1 

Vậy m> 1 hoặc m = Ậ=. 

Vs 

Cáu 24: Đáp án B. 

3 

Điều kiện: x>^ 

Bất phương trình <=>2x-3<x + l (vì ^<1) 

ỏ 

<=>x<4 

Vậy tập nghiệm của bất phương trình là s = Ị^; 4 j. 

Cáu 25: Đáp án A. 

/(x) < 10 o 2 x ~ l .5*~ 3 < 10 

Oln(2 x - 1 .5 lí - 3 )<lnl0 
0ln2 I -‘+ln5 xí - 3 <ln2+ln5 
o(x-l)ln2 + (x 2 -3)ln5<ln2 + ln5 


Cáu 26: Đáp án B. 


Sai ở bước 3 vì từ 


M 


= lo 


32' =1 
x = 0 ■ 


Câu 27: Đáp án B. 

Điều kiện: xs[ũ; 4] 

BPT <=>/(x) = log 3 Ị5- yỊĨ-x ỴịxiỊx +'fx+V2j < m 
BPT có nghiệm =>m>^n^i/(x) 

Vói 4ầx 1 ằx 2 S:0 

x l ^+^x 1 +12>x 2 yỊx^+yỊx 1 +12 

5-yỊĨ-x^ >5-^ĩ-x^ 

=>f(x ;j)>/(x 2 )=>/(x) đồng biến trên [ũ;4] 

=> ”ỊgỊ|/ w = /( 0 ) = M = 2& 

Vậy điều kiện của m đế bất phương trình có nghiệm 

là m>2-j3. 

Câu 28: Đáp án D. 

ĐỊều kiện: X > 1 
log 2 (x 2 -l) = log 2 2x 


■ X 2 -l = 2xo 


x^l-sỉĩ (/) 
x = l+-JĨ (t/ m) 

Vậy phương trình có nghiệm duy nhất X = 14-72. 


Càu 29: Đáp an A. 
Điều kiện: X * -ĩ 

(x 2 +2x+lp<l 


o[(x + l)f ; <l 
o(x + ự£<l (*) 

Nếu -1<X+1£1=> (*) luôn đúng. 

Vì ae[-l;i]=> a n <1 

=> X e [-2; 0] thuộc tập nghiệm cùa bất phương 


trình. 

Dễ dàng nhận thấy A đúng vì ( -2; -l) c [-2; 0] . 


Câu 30: Đáp Án c. 

Điều kiện: X > 0 
log^x.log 3 x.log 9 x = 8 


o2.1og 3 x.log 3 xẲlog 3 x = 8 

ologỉx = 8 
o log 3 X = 2 o X = 9 

Vậy phương trình có 1 nghiệm duy nhất. 
Càu 31: Đáp án A. 

Điều kiện: X * 0 
(2* 2 - 4 -l).lnx 2 <0 


Trường hợp 1: 

o 

Trường hợp 2: 


<=> 


2* 2 - 4 -l>0 Í2* 2 - 4 > 2' 

lnx 2 <0 
X 2 >4 


X 2 <1 


X 2 <1 
Vô nghiệm. 


2 1 *-* -1 < 0 [ X 2 -4 < 0 

lnx 2 > 0 1 X*>1 


ol<x 2 <4ox 6 (-2;-l)u(l;2) 


Câu 32: Đáp án 
Càu 33: Đáp ản D. 

Điều kiện: X * 0 
2 z- 1 

3 Z .5 * =15 
oln|^3 r .5^ 1 j = lní5 

0X.ln3+^^.ỉn5 = ln3+ln5 

X 

o(x-l)ln3+í^~-llin5 = 0 
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Ngọc Huvển L8 


(x-l).In5 

'»(x-l)ln3+^ — = 0 

X 

o(x-l)Ịki3 + — j = 0 
X-1 = 0 

° In5. . _ _ 

"ta3 to * 5 

Vậy a = 3;& = 5=>« + 2Ỉ7 = 3+10 = 13. 
Cáu 34: Đáp án A. 

Điều kiện: X > 0 

log 2 x-31og 2 x+2 = 0 


o 


log 2 x = l 


o 


x = 2 
x = 4 


[log 2 x = 2 

Vậy P = 2 2 + 4 2 = 20. 

Câu 35: Đáp an B. 

Điều kiện: x 2 -2x>0<»xe(^o;0)u(2;-K») 
y'= 2x ~ 2 




ý> 0 


2x-2 
X 2 -2x 


<0 


Vì x 2 -2x>0=>2x-2<0ox< 1 
Vậy xe(-oo;0). 

Cáu 36: Đáp án c. 

4.3 Io *M + 9 . 4 ,0 s(i°i) _ 13 6 i*iog, 
o43 7.log(l0x) +9 _ 4 log(l0x) = 13 . 6 >og(l0*) 

o 4.[3*°« (l0x >] 2 + 9.ỊV° 8(l0j:) J 2 = 13 .2 log < 101 ) 3 lo «( 10 *) 

3 log(l0i) ọlog(t0i) 

<=> 4. 4-0 ^ 1Q 

■ 2 ỉo *( 10x ) 3>og( 10 *) ld 


Đặt I I 
2 




= f > 0 => 4f +— = 13 
í 


*»4í 2 -13í + 9 = 0 

‘ = LM io *m 

Í = Ị [log(l0x) = 2 
1 


■£> 


10x = l 
10x = 100 


•» 


x = ~ 
10 
X = 10 


Vậy tích các nghiệm bằng 1. 

Câu 37: Đáp án 

Sử dụng chức năng SHIFT SOLVE của máy tính hoặc 
thử chọn các đáp án. 

Càu 38: Đáp án 8, 


Điều kiện: 


X 2 - 4x + 3 > 0 


o X > 3 


4x~4 > 0 
Phương trình o x z -4x + 3 = 4x~4 


ox 2 - 8x + 7 = 0 

«. * =1 W 


\_x = 7 (í/ m) 

Vậy tập nghiệm của phương trình là s = { 7 } . 
Cáu 39: Đáp án A. 

Điều kiện: X*1 
log(x-l) 2 =2 

o(x-l) 2 =10 2 
o(x-ll)(x + 9) = 0 


•» 


x = ll 
x = -9 


Vậy phương trình đã cho có 2 nghiệm thực. 

Cáu 40: Đáp ân c. 

'7+3S 


Phương trình o m. 


Đặt 


' 7 + 3S J * _ 


7_±Jj) = l 

2 J = I 


í>0 


11 1 

=>mt+ì-ị=0-»mt 2 -ịt+l = 0 (*) 

- Nếu t e (O; 1 ) => X 2 < 0 => vô nghiệm. 

- Nếu Í = 1=>X 2 =0=>X = 0. 

- Nếu t > 1 => X 2 > 0 =>có 2 nghiệm X đối nhau. 
Đế 2 phương trình đã cho có 2 nghiệm phân biệt: 
THI: (*) có duy nhất 1 nghiệm >1. 

+ m = 0=>t = 2=> thỏa mãn. 

+ m* 0; A = 0 = m = -^-=>f = 4>l=> thỏa mãn. 
16 

TH2: (*) có 2 nghiệm fj >1, t 2 <1 

r (í, -l)(í 2 -l)<0 +f 0 + 1 <0 

A >0 H i~4m>0 


“~ + l<0 
m 2 m 


<=> 


16 


1 

m>-~ 

2 

_ , 1 
m<~ 
16 


Vậy -~<m£ 


16' 
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Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phàn và ifog (lụng , The bcst or nothing 

Chủ đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng đụng 


I. Nguyên hàm và các tính chất cò bản. 

Kí hiệu K 1 h một khoảng, một đoạn hay một nửa khoảng. 

Định nghĩa 

ị Cho hàm số /xác định trên K. Hàm số F được gọi là nguyên hàm của hàm số/ 
I trên K nếu F'(x) = f(x) với mọi X thuộc K. 


STLDV T1P: 

Từ định nghĩa nguyên 
hàm ta có được 
(ff(x)dx)'=f(x) 


Định lýl 

1. Nếu F là một nguyên hàm của /trên K thì với môi hằng số c, hàm 
G(x) = F(x)+C cũng là một nguyên hàm của hàm/ trên K. 

2. Đảo lại nếu F và G là hai nguyên hàm của hàm số /trên K thì tồn tại hằng số 
Ị c sao cho F(x) = G(x) + C. 

Kí hiệu: j/(x)dr = F(x)+C . 

Người ta chứng minh được rằng: "Mọi hàm số liên tục trên K đeu có nguyên 
hàm trên K." 

Tính chất cùa nguyên hàm 

Định lý 2 sau đây cho ta một số tính chất cơ bản của nguyên hàm 

Định lý 2 


1. Nếu /, g là hai hàm số liên tục trên K thì 
Ị af(x)dx = aị f(x) dx với mọi số thực a khác 0. 


2. d(Ịf(x)dx) = f(x)dx 


Bài toán tìm nguyên hàm ỉà bài toán ngược với bài toán tìm đạo hàm. Việc tìm 
nguyên hàm của một hàm số thường được đưa ve tìm nguyên hàm của một số 
hàm số đơn giản hơn. Dưới đây ta có bảng một số nguyên hàm : 


ịàx = x + c 

ịịax + b)dx = ~{ax + bf +c,a* 0 

J(*+“) +c (“ s !) 

Ị^+b) dx-K^Ạax+b) +c. 

1 — — dx = ln|x + aỊ + c 

ị-^—--.]n\ax+b\+C,a^0. 

' ax+b a' 

Ịe x dx = e x +C 

Ịe^dx^-e^ +C,a^0 

J a 

\a x ảx = -^—(f +c,ịa>0,a*ì) 

í a px * q dx = 1 a^* 1 +C,(a>Q,a*l) p*0 

J p.\na 

Jsinrda: = -cosr + C 

Ịsinflxdr = — +c,(fl^0) 

Jcosaxb: = sinr+C 

J cosaxdx = - sm — + c,{a 5* o) 

HU 

[ — dx = -cotx+C (x*ki c) 

J sin 2 X 
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STỰ DV T IP: 

Với phương pháp đối 
biẽh ta cần chú trọng 
công thức mà suy ra từ 
định lý như sau: 

Nếu u = f(x),khiđó 
du = f'(x)dx 


rev-OÍ 


Cóng Phá Toán - Lớp 12 

- ■ Ngọc Huyền ].B 

11 Hai pHuong pháp co bản để tìm nguyên hàm. 

a / Phương pháp đổi biến số. 

Định lí 3 

Cho hàm sõ « . »(*) có đạo hàm Hên tục trên K và hàm sõ y = /(„) Hên tục sao 
chohàmhop /[«(,)] xác định trên K. Khi đó nến ỉ là một nguyên hàm của/ 

Ị 84 J/[«W]«'(*)*r-r[i>(x)]+C 

Vi d ụ 1: Tim nguyên hàm J(x - ự° dx . ~ 

Lòi giãi ~ 

Theo định lý trên thì ta cần viết về dạng I f(u)du . 

Mà tt'-(ar-l) , ai / dovậy 

|(x-l) I0 dx=J(x-l)”.( ar -i)'dx »J(*-l)"d(*-l) = íĩ^ + c. 

Từ ví dụ trội tạ có các bưóc gọi Ý dế xử lý bài toán tìm nguyên hàm theo 
phưong pháp đối biến 

1. Đặt u-gịx). ~ “ ' — 

2. Biến đổi X và dx về u và du. 

3. Giải bài toán dưới dạng nguyên hàm hàm họp J/(«)d« , sau đó thay biên X 
vào nguyên hám tim được và kiếm tra lại k ết quả. 

Ta đến với ví dụ 2 


Ví dụ 2: Tìm ịx 2 {l-x^ dx. 


à bài toán này, ta thây số mũ 7 khá cao mà lại có biểu thức trong ngoặc phức 

tạp hon là . Do vậy ta sẽ đặt (l - xj dế đôi biến, dưói dây là lòi giải áp 
dụng gợi ý các bước trên. 

Lời giải 

Đặt u=l-x^du = (l~ x ydx<^>du = ~dx 


tacóJ^(l-*) , d*=J(l-K)V(-i) đH= q(„7_^ s+u ,j dK 

4 + c - H,»N Ị}-*r' 

8 9 10 8 9 ĩo +c 

b, Phưong pháp lấy nguyên hàm từng phần. 

Định lý 4 

I Nếu u và 0 là hai hàm số có đạo hàm liên tục trên K thì 

ị Íu(x)v'{x)dx = u(x).v(x)-Ịv(x)u'(x)dx.' 

í Công thức trên thường được viết gọn dưới dạng Ịudv = uv-Ịvdu. 


Nếu nguyên hàm có dạng Ịp(x)jiịx)dx thì ta có thể nghĩ đến phương pháp 
nguyên hàm từng phần. Bảng sau gợi ý cách đặt ẩn phụ để tính nguyên hàm 

Ịp( x h{x)đx: 
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Chủ dề 3: Nguvẻn hàm - tích phân và ứng dụng The best or nọthing 


Hàm dưcd dấu tích phân 

Cách đặt 

p(x) là đa thức, q(x) là hàm lượng giác 

đv = qịx)dx 

p(x) là đa thức, q(x) = /'(e x ).e x 

Ị“=f’W 

ịdv = q(x')dx 

p ( x) là đa thức, q (x) = / (ln x) 

j“=i) 

ìdf = p(x)dx 

p (x) là hàm lượng giác, q (*) = / (e x ) 


p (x) là đa thức, q (x) = /' (ln x) - 


p(x) là đa thức, < 7 (x) = /'(k(x)).(m(x)) , u(x) là 
các hàm lượng giác (sin X, cos X, tan X, cot x) 

ị-r M 

Ìdĩ7=^(x)dx 


Ví dụ 3: Thầy Điệp Châu cho bài toán " Tìm ịsinxcosxđx " thì ba bạn 
Huyền, Lê và Hằng có ba cách giải khác nhau rihư sau: 


Bạn Huỳên giải bằng phương 

Bạn Lê giải bằng phương pháp lấy nguyên 

Bạn Minh Hằng chưa học đến 

pháp đổi biêh SỐ như sau: 

hàm từng phán như sau: 

hai phương pháp ừên nên làm 

"Đăt u = sinx, ta có: 

"Đặt u = cosx,v' = sinx . 

như sau: 

dtt = cosxdx 

Ta có M’=-sinx,ữ=-cosx. 

" Ịsinx.cosxdx 

Vậy |sinx.cosxdx = Jwdu 

Công thức nguyên hàm từng phần cho ta 

= r!ịiỉĩd*=-í^+c." 

J 2 4 

= «l +c= sịn^ + c „ 

2 2 

J sin X cos xdx = - COS 2 X - J sin X cos xdx 

Già sử F là một nguyên hàm của 
sinx.cosx . Theo đẳng thức trên ta có 

F(x) = -cos 2 x-F(x) + C . 

. r / X COS 2 X , c 

Suy ra f(x) = 2 ~ + 2 * 

Điều này chứng tỏ — là một nguyên 

hàm của sinx.cosx. 

Vậy J sinx.cosxdx = - C °^ — +c 


STUDV T 1P: 

Bài toán củng cố về 
định lý 1 đã nêu ở trên, 
và củng CỐ các cách giải 
nguyên hàm co bản. 


Kết luận nào sau đây là đúng? 

A. Bạn Hằng giải đúng, bạn Lê và Huyền giải saí. 

B. Bạn Lê sai, Huyền và Hằng đúng, 
c . Ba bạn đều giải sai. 

D, Ba bạn đều giải đúng. 

Nhân xét: Sau khi soát kĩ cả ba lời giải, ta thấy ba lời giải trên đều không sai ở 
bước nào cả, tuy nhiên, tại sao đến cuối cùng đáp án lại khác nhau? Ta xem 
giải thích ờ lòi giải sau: 

Lời giải 
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N' 


Hu- 


LB 



Còn;.; Phá Tịi,»ì t i-p i 2 


Cả ba đáp số đêu đúng, tức là cà ba hàm số gẼLZ ; _ cos2 £ v ' a _ cos2x 
« - . , 2 2 4 
nguyên nam của sinx.cos* do chúng chi khác nhau về một hằng số. Thật vây 
sin 2 x ( cos 2 x ') 1 

2 1 2 )~v 

sin 2 X ( cos2x) 2sin 2 x + (l-2sin 2 x) I 

2 l ” 4 j = 4 _ = 4' D 

Hi. Khéi niệm và các tính chất Cũ bán cúa tích phản, 

'! tụnh nghìn 

; Cho hàm S ố/Iiên tục trên Kvằa,b là hai số bất kì thuộc K. Tích phân của/từ a 
■ đến b ’ w hi *» ỉà í /(*)d*, là một SỐ xác định bởi công thức sau 

đ 

: 5 

J/(*)dx = F(»)-F(«) trong đó F ià nguyên hàm của / trên K. 



I Hĩnh 3.2 

3 

I 
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Chủ dể 3: Nguyên hàm - tích phân vã ứng dụng The best or nothing 

Đọc thêm 

Ta vừa đưa ra 3 tính chất của tích phân theo chương trình chuâh. Dưới đây là 
các tính chất bô’ sung: . 

1. j0(tc = 0 

a 

b 

2. ịcdx = c(b-a) 

a 

b 

3. Nếu /(x)>0, Vxs [«,!»] thì J /(x)dx>0. 

Hê quả 3: Nếu hai hàm số f{x) và g(;t) liên tục và thỏa mãn 

b b 

f(x)<g(x),Vxe[a,b] thì Ịf(x)àx<Ịg(x)dx. 

a a 

b 

Chú ỷ: Nếu / (x) liên tục và dương trên \a, bị thì j/(x ) dx > 0 . 

a 

4. Ịf(x)dx<Ị\f(x)dx\,(a<b). 

a a 

5. Nếu m < f(x) < M, Vx 6 [a, b];m,M là các hằng số thì 

b 1 Ị 

m(b-a)<Ịf(x)dx<M(b-a)hay m<-ị--—ịf(x)dx<M . 
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cỏng Phá Toán - l.«;p Ị 2 


a q 


.’/=/(*) 


Hinh 3.3 


Ngọc Huvền Ỉ.B 


ỈV. Haị phương pháp co bản tính tích phân. 

a. Phương pháp đói biến số. 

Quy tắc đổi biến số 


1. Đặt h = m(*), 

2. Biến đổi f(x)dx=g(u)àu . 

3. Tìm một nguyên hàm G(u) của g(«) . 

“M 

4. Tính J g(«)d« = G(M(ỉ J ))-G(M( t j)). 

“M 

5. Kết luận ị f(x)±x = G(u(b)) - G(«(a)) . 

b. Phuor.g pháp tịch phàn tú ng phan. 


Cho hai hàm số u, V có đạo hàm liên tục trên Kvằa,b là hai số thuộc K. Khi đó 

Ịu{x)v’(x)dx = u(x)v(x) b a -]vịx)du 

ứ a 

= u(b)v(b)-u(a)v(a)-Ịu-(xịv(x)dx. 

a 


V. ửng dụng hình học của tích phân. 

a. Tinh điện tích hĩnh phang. 

D ị . g . n tích hình phẳng . gỊ ới han bời môt đường cong và truc hoành. 
ỉ! Diện tích s của hình nhẳnơ ơirÝi Vian k/vi A?. tu; Uì * rí..\ !•* 


Diện tích s của hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hàm số f(x) liên tụ C/ trục 
hoành và hai đường thẳng x = a,x = b được tính theo công thức 


l s=||/(x)Ịd ĩ . 

a 


b Tron g trường hợp dấu của f(x) thay đổi trên đoạn [a;b] thìtaphài 

chia đoạn [«;&] thành một số đoạn con để trên đó dấu của f(x) không đổi, do 
đó ta có thê’ bó dấu giá trị tuyệt đối trên đoạn đó. 

Diên tích hình phẳng giói han bời hai đưòng cong. 


Cho hai hàm số y _ /(x) và y=g(x) liên tục trên đoạn [«; b] . Khi đó diện 
tích s của hình phăng giới hạn bởi đồ thị hàm số y = f(x),y = g{x) và hai 

đường thẳng x = a,x = b là 


' S= Ị|/M-£(*)K 

a 



Tương tự như chú ý ờ trên thì ở bài toán này ta cũng phải xét đoạn mà dấu 
ráa f(x)-g(x ) không đổi. 

Vi dự 4: Tính diện tích hình phẳng ( hình dược tô màu) ỏ biểu diễn ở h ình 3.4. 
Nhận thấy trên [a;c] và [d;b] thi /(*) >/ 2 (x) ; trên [c;d] thi f x (,) < / 2 (x) 
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Chủ đề 3: Nguyên hàm - lích phân và úng dụng 


The best or nothing 


Do vậy 

S = ]\f,{x)-f2(4-í{fẢ X )-fẢ X )) đX + ị[fÁ X )-fl( X )} dX +ị{f 1 ( X )-fÁ X )) đ * 

a » ( đ 

(Trên đây là cách bỏ dấu giá trị tuyệt đối) 

V í dụ 5: Cho hình thang cong (n) giới hạn bời các đường y = e x , y = 0,x = 0 
và X = ln4. Đường thẳng x = k(0<k< ln4) chia (h) thành hai phần có diện tích 
là Sj và S 2 như hình vẽ bên. 

Tun k để S 1 =2S Ĩ . . 

A. fc=ậ/«4 B. k = ln2 c.k = lnị D. k=ln3 

3 3 

(Trích đê minh họa môn Toán [ân 2- Bộ GD&ĐT) 
Lòi giãi 


Đáp án D. 

Nhìn vào hình vẽ ta có được các công thức sau: 

|ln4 


k ln4 k 

ịe x ảx = 2.j e x dx <z>e x =2.e x 

Ok r 


<=> e k - e ũ = 2e ln4 -2/o3e i: =9 


Oế?*=3<=>Ả: = ln3. . 

Vi dụ (i: Ông An có một mảnh vườn hình elip có độ dài trục lớn băng 16m và 
độ dài trục bé bằng 10 m. Ông muốn trồng hoa trên một dải đất rộng 8m và 
nhận trục bé của elip làm trục đối xứng (như hình vẽ). Biết kinh phí để trồng 
hoa là 100.000 đồng/1 m 2 . Hỏi ông An cần bao nhiêu tiền để trồng hoa trên dải 
đất đó ? (Số tiền được làm tròn đến hàng nghìn.) 

A. 7.862.000 đồng. B. 7.653.000 đồng, 

c. 7.128.000 đồng. D. 7.826.000 đồng. 

(Trích đê minh họa môn Toán [an 2 -Bộ GD&ĐT) 

Lòi giãi 

Đáp án B. 

Nhận thấy đây là bài toán áp dụng ứng dụng của tích phân vào tính diện 
tích hình phẳng. Ta có hình vẽ bên: 

Ta thấy, diện tích hình phẳng cần tìm gấp 4 íân diện tích phần gạch chéo, do 
đó ta chi cần đi tìm diện tích phần gạch chéo. 

Ta có phương trình đường elip đã cho là — + ^7=1. Xét trên [0;4] nên 

8 5 

y >0 thì y = I ^8 2 - X 2 .Khi đó s ^ =ị^yjs 2 -x ĩ ỏx / vậy diện tích trồng 
8 0® 

4 c Ị 

hoa của ông An ữên mảnh đất Ỉàs = 4.j^v8 2 -X 2 dr« 76, 5289182 

' _ B Math I 

76.5289182 


Khi đó SỐ kình phí phải trả của ông An là 76, 5289182.100000 * 7.653.000 
đồng. 
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C íiiìỉỊ Pha í oán Í.íiị) ; 2 
b. Tính thê ĩ: ch vật thê. 


Ngực Hinòíi Lỉj 


Cho H là một vật thể nằm giới hạn giữa hai mặt phẳng x = a và x=b. Gọi 
s(x) ỉà diện tích thiết diện của vật thể bị cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục 


hoành tại điếm có hoành độ X (a < X < b) . Giả sừ s (*) là một hàm liên tục. Khi 

! : — í 


I * 

đó thể tích V của H làị V = j s(x)dx- 


(hình 3.5) 



V: dụ 7: Tính thể tích vật thế tạo được khi lấy giao vuông góc hai ống nước 
hình trụ có cùng bán kính đáy bằng a. ( hình 3.6) 


A.V.&- V>.y = *L 


v = ~ D. V-a 3 


3 3 

(Trích sách bộ đê tinh túy ôn thi THPT QG môn Toán) 


Lói giai 


Ta sẽ gắn hộ trục tọa độ Oxyz vào vật thể này, tức là ta sẽ đi tính thể tích vật 
thế V giới hạn bới hai mặt trụ: X 2 + y 2 = a 2 và X 2 +2? = ữ 2 ịa > o) . 



a 



Hình vẽ trên mô tả một phần tám thứ nhất của vật thể này, với mỗi X e [ũ; «] , 
thiết diện củ a vật thể (vuông góc với trục Ox ) tại X là một hình vuông co cạnh 

y = -Ịa 2 -X 2 ( chính là phần gạch chéo trong hình 3.7). Do đó diện tích thiết 
diện sẽ là: 

s (x) = 4ã 2 -x 2 Wã* - ? =a 2 -x 2 xe[0ỉã]. 
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A 

Hình 3.8 


y-/fc> 


T / \ ( 

« 1 I » I 


TT 1 ĩr 1 
\ứ/ ’*I 


Hmli 33) 



chũ dể 3: Nguyên hàm - tích phân và úng dụng The best or nothin 


Khi đó áp dụng công thức (*) thì thể tích vật thể cần tìm sẽ bằng: 

v=8js(z)d*=8p-x> 


Vi dụ S: Tính thể tích của vật thể H biết rằng đáy của H là hình tròn X 2 +y 2 <1 
và thiết diện cắt bởi mặt phẳng vuông góc với trục hoành luôn là tam giác đều. 


Lời giãi 

Giả sử mặt phẳng vuông góc vói trục hoành chứa thiết diện là tam giác đều 
ABC tại điểm có hoành độ là x(-l < X á l) vói AB chứa trong mặt phẳng xOy 
(hình 3.8). 

Ta có AB = 2\JĨ -X 2 - Do đó Sịx) = ^-^~- =\Ịsị ĩ-x 2 y Vậy 

V = } s(x)d* = I >/3(1 - )±c = ựỉ Ị* - ị j ' 1 = ỈỂ. ( đvtt). 
c. Tinh thê tích khối tròn xoay. 

Một hình phẳng quay quanh một trục nào đó tạo nên một khối tròn xoay. 

Định lý 4 

Cho hàm số y = /(x) liên tục, không âm trên đoạn [ứ,ỉ>] . Hình phẳng giới 
hạn bởi đồ thị hàm số y = f ộc), trục hoành và hai đường thẳng x = a,x = b 
quay quan h trục hoành tạo nê n một khối ưòn xoay. Thể tích V của khối tròn 

Ị 

xoay đó là V = 7tJ f 2 ịx)dx. I 

ạ Ị 


V 1 d ụ 9: Thể tích của khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng được giới 
hạn bởi đường cong y = 8^*, trục hoành và hai đường thẳng x = 0,x-K (hình 
3.10) quanh trục Ox là 


A. I (đvtt) B. y (đvtt) c. K (đvtt) 


Lời giải 


D. 7t 2 (đvtt) 



Hình 3.11 


Đáp án B. 

Áp dụng công thức ở định lý 4 ta có 
V = nịsm 2 xdx = ^\(l-cos2x)dx =—] x-~sm2x ị = — . 

i 2Ỉ [ ’ 2 J 02 

Tiếp theo dưới đây là một hài toán thường xuất hiện trong các đê thi thử, bài 
toán có thể đưa vê dạng quen thuộc và tính toán rất nhanh 
Ví dụ 10: Tính thế tích khối tròn xoay thu được khi quay hình phẳng được 
giới hạn bới đường cong y = ~Ja 7 -X 2 và trục hoành quanh trục hoành. 

Lời giái tông quát 


' A x Ta thấy y = sjA 2 -X 2 <=>/ =A 2 -X 2 <x>x 2 +y 2 =A 2 


Do Va 2 — X 2 >0 với mọi X, do vậy đây là phương trình nửa đường tròn tâm 
o, bán kính R = A nằm phía trên ữục Ox. Khi quay quanh trục Ox thì hình 
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Ngọc Hu 


LB 


Cùng Phá To án Lóp VI 

phăng s ẽ tạo nên mộ t khối cầu tâm o, bán kính R = A 

. , » r 4 7 

có luôn \v =~.n.A 3 


(hình 3.11). Do vậy ta 


Vậy với bài toán dạng này, ta không cần viết công thức tích phân mà kết luận 
luôn theo công thức tính thê’ tích khối cầu. 

Đọc thẻm 

Định lý 5 

Cho hàm số y = f{x) liên tục, không âm trên đoạn [a, b~\ (a > o) . Hình phẳng 

; giới hạn bời đồ thị hàm số y = / (x) , trục hoành và hai đường thẳng 

x = a,x = b quay qu anh trục tung tạo nê n một khối tròn xoay. Thế tích V của 

! j ĩ Ị 

I khối tròn xoay đó là I V = 2nị xf (x)dx. Ị 
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Chu cỊiỉ :>: Nguyên hàm - tích phàn và úng dụng 

BỔ sung một số dạng về nguyên hàm - tích phân 

1. Ti ch phan va nguyên hàm một số hàm lượng giác 
a. Dạng f sin 1 A.cos" Xtỉx trong đó ni.t! iá các số tự nhièn. 


Truông im p Ị : Trong hai số m, n có ít nhất một số lẻ. 


Lũy thừa của cos X là số lẻ, n = 2k + l thì đổi biến 
u = sỉnx 

Lũy thừa của sinx là số lẻ, m=2k + l thì đổi biến 
u = cos X 

J sin" 1 X. cos" xdx = J sin'" xỊcos 2 x) cos xdx 
=Jsin m x(l-sin 2 xỊ .(sinx)'ỂỈx 

j sin'" X. cos" xdx = 1 cos" X Ịsin 2 x) sin xdx 
= -Ị cos” x.ịl - cos 2 x) (cos x) 'ảx 


Ị=-|(l-r)Va« 


Vi li ụ !: Tim j"sin 5 x.cos 2 xảx . 

I o i gi á í 

Vì lũy thừa của sin* là số lẻ nên ta đổi biến u = COSX => du = (cosx) àx . 

J sữi 5 x.cos 2 xdx = -J(l - cos 2 xỊ -COS 2 x.(cosx)’dx 

= -j(l-K 2 )Vdu = J(2u 4 -K 2 -u 6 )du =ĩ?L-ĩj-ỉj + C 

2cos 5 x cos 3 X cos 7 X | c 
~ 5 3 ~ 7 

T_riì <mg họp . 2: Cả hai số m, n đều là số chẵn: Ta sử dụng công thức hạ bậc để 
giảm một nửa số mũ của sinx;cosx, để làm bài toán trở nên đơn giản hon. 
b. Dạng J"sir. m.v.cosn.vdv, Ịsinu/.v.sinn.vd.v, ị cosm.Y.cosn.vdv. 

Ta sử dụng công thức biến đổi tích thành tổng trong lượng giác. 


c. Dạng d.v trong đỏ Nỉ, /ĩ là các sò nguyên. 

J cos' X 


1 Lũy thừa của cos X là số nguyên dưong chẵn, 

n = 2k thì ta đổi biến u = tan X 

Lũy thừa của tan X là số nguyên dương lẻ, 

m = 2k + 1 thì ta đổi biến u = — - — 

cosx 

1 ĩ tan m X . f tan” X l , 

J „ dx [ 2 k- 2 ' 2 à* 

; J cos X J cos cos X 

i f ta n m x Ị v 

H, , ^ 

ị lcos ' xj 

1 = J tan" 1 x.ịl + tan 2 xị 1 .d(tanx) 

Khi đó u' = sm *“ , do đó 
cos X 

ftan m x , Ị tan 2 * tanx , 

! — - — d* = — — àx 

J cos”x J cos" cosx 

■ h 4 . 

! ... rUos X ) smx ^ 


=Ju M .(l+M 2 )*" 1 d«| 

J cos" 1 
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STU PY TIP: Kí hiệu 
deg(p(x)) Iàbậc cùa 
đa thức P[xỴ 


Công Phá Toán - Lóp 12 


Ngọt hì uyển LB 


Ví dụ 2: Tìm nguyên hàm 


a -J 


rtan ' X 


áx 


cos X 


b. 

J cos X 


Lời giói 


a. Do lũy thừa của cosx là số nguyên dương chẵn nên đặt u = tan X . Từ công 
thức tống quát đã chứng minh ở trên ta có 

gdr=|„‘.(l + ^4 + ỉ”4 + ^ + c . 

J cos X J v ’ 9 7 9 7 u ■ 

b. Do lũy thừa của tan X là một số lẻ nên ta đặt u = — ỉ— , do vậy, từ công thức 

cosx ■ ° 

tổng quát chứng minh ở trên ta có 
ftan 5 x , IV , \2 . u u 2 u 9 u 7 

J3^dx = j( H 2 -l M 6 du = ^--*f + ỈL + c 
J cos X J ' > 119 7 

_ 1 2 | 1 

llcos n x 9cos 9 x cos 7 x + 


2. Đòi biến iưọng giác 

Khi ng uyền hàm, tích phân của c ác hàm số mà biểu thức của nó có chứa các 
dạng -Ịx + a , y/x 2 - a 2 , X 2 , thì ta có cách biến đổi lượng giác như sau: 


Biếu thức có chứa || Đổi biến 

7777 

x=ịfl|tanf, te 
í Hoặc x = |«|cosf,fe(o 

/ 

n n 
2 ; 2 
;n) 


7x ; -0 z 

R ” 

x=-p~-fte 
sin t 

j Hoặc X = -R-,f 6 
cos t 

K' n 
2 ; 2 

\{ 

n 

2_' 

J} 

■ItS-X 1 

X = Ịữ| sin t , 

Hoặc X = |íĩ| cos t,t e 

te 

[0; 

K t n 
2’ 2 

*] 


7 

Va-X \ a + x 

x-acos2t 

1 

ỉ '”Õ7 

1 

x = a + (b-a)sin 2 t,te 

0;— ] 

2] 


3. Nguyên hàm và tích phân của hàm phân thức hữu tỉ 

~ / \ p( x ) 

Cho hàm số ỵ = f(x) có dạng = trong ầóPvhQ là các đa thức, và p 


không chia hết cho Q. 

Ham/được gọi là ham phân thức hữu ti thực sự nếu deg^p) <đeg(Q) . 
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The best or nothin; 


Chù dề 3: Nguyên hàm - tích phân và úng dụng 
Trong các bài toán tìm nguyên hàm và tích phân của hàm phân thức hữu tỉ, nếu 
f{x) chưa phải là hàm phân thức hữu ti thực sự thì ta thực hiện chia đa thức 
tử SỐ cho đa thức mẫu số đê’ được: 

/W= qW =sW+ qW - s(i)+ ‘ W ' 

Khi đó, hịx) sẽ là hàm phân thức hữu ti thực sự. 

Định lý: Một phân thức thực sự luôn phân tích được thành tổng các phân thức 
đơn giản hơn. 

Đó là các biểu thức có dạng — — ; - — — — ; — ; _ — — — — là các 

x ~ a (x-a) X + px + q ự +px + ÍỊ ) 

hàm SỐ có thế tìm nguyên hàm một cách dễ dàng.Để tách được phân thức ta 
dùng phương pháp hệ số bất định. 

a. Truông hợp phương trình Q(.v) - 0 không có nghiệm phức và các nghiệm 
đều là nghiệm đơn. 

Q(x)=(a 1 x+b 1 )(a 2 x+b 2 )...(a k x k +b k ) 

(SỐ nhân tử chính bằng bậc của đa thức ). 

Trong trường hợp này, g có thể biểu diễn dưới dạng 

= A + A + 

QW + a 2* + b 2 a k x + K 

Sau khi biểu diễn được về dạng này, bài toán ữớ thành bài toán cơ bản. 

4x— 3 

Vi dụ 3: Họ nguyên hàm của hàm số fịx) = — r — — là 

w x 2 - 3 x +2 

A. F(x) = 41n|x-2|+ln|~|Ị+C 

B. F(*) = 41n|*-2i-ta||5| + c 
c. F(*) = -41n|x-2|-ln^Y +c 
D. F(x) = 41n|x-2|-ln^y+C 

Phàn tích 

Đáp án B. 

__ , 4* -3 4x-3 A B _Ax-2A + Bx-B 

1 a co — — T~, r — 7 + — — — ; \ — - 

x 2 -3:t + 2 (*-2)(;t-l) x -1 x -2 (x-l)(x-2) 

Khi đó ịA + B'jx-2A-B = 4x-3 r đồng nhất hệ số thì ta được 

A + B=4 \A = -l 
' 2A + B = 3^[B = 5 

Lời giải 
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Kĩè;n tr.ĩ kh.Ị nánư Ị a;> 
dun g iừ vt_ỹj ư ỳ 

Tun 

r X 2 +2x-l 


2x 3 +3x 2 -2x 


dx 




í- IL_Í '.V TỊ !’; đây là 

dạng toán tích phân đâ 
gặp trong đẽ minh họa 
lần 2. 


- 1 * 5 *** y -' J -i T .. 


ĩ.op ỉ 2 _ Ngọc Hưvcn t.B 

ae6 í?^ĩ dx= j(lẳ + ĩiĩ) dI -H*-i|+iH*-2|+c 

= 4.1n|x-2|-i-ln^— ll + c = 4.1n|x-2| -In ĩ—ị +c. 
x-l\ 1 1 x -2 


Ta có f- 

j x 2 -3x + 2 

= 4.1nỊx-2| -tln 

l*-l| ' 1 \x-2\ 

í Đáp so bài tập kiếm tra khả năng vận dụng: 


v * óụ 4:Biết I = Í3 ~7~ễr7 d ^ =:đĩn2 + &ín3+cln5 + t?ln6 + g]n7.Khiđó 

4 X + 4 


6a 4- 3b + 6c + 3d + 2e có giá trị là 
19 


A. ~8 


B. — 


c. 16 


Đ.— 


Phan iich 


ĩ • r> n in \ . 


Ta có — 7— r~ — - = - — i+1 ,, , A , B c D 

* 4 -5;t 2 +4 (x-l)(x + l)(x-2)(* + 2) x-1 x-2 * + l x + 2 

=>x 3 +2 = a(x 2 -4)(x + 1)+b(x 2 -1)(x + 2) 

+c (x 2 - 4)(x - 1) + Dự - l)(x - 2), Vx (*) 

Thay x = l vào (*) ta có A = -ị. 

2 

Thay x=2 vào (*) ta có £ = | 

6 

'H\ay ,r = -l vào (*) ta có c=\ 

6 

Thay X--2 vào (*) ta có D=Ậ 

2 


4 x 


Lòi giải 


5x 2 +4 


đx 


= - 1 f - -ẺĨ , 5 f d* 1 r d* lị dr 
2 í(^-l) 6jx-2 6*]x + l + 2{x + 2 

= + f ta l* - 2| + 1 H* + 1 | + ịH* + 2 I ) 

=-ln2+|ln3+2ln6 + i]jn7-í-ịln3+7ln2+iln5+Ịln6Ì 

0 0 212 6 6 2) 


- — — ln2 +—ln3-^-ln5-^ln6 + ^-ln7 
6 3 6 3 2 

Khi đó 6a + 3b + 6c + 3tí + 2e=-ll + 4-l-l+l = -3. 

b. Truông hợp ọ(.v) = 0 không có nghiệm phúc, nhưng có nghiệm thực la 
nghiệm bội. 

Nếu phương trình Q(x) = 0 có các nghiệm thực flj;ữ 2 ;...;a n trong đó flj là 
nghiệm bội k thì ta phân tích gịx) = y ề dạng 
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Kiém tr.1 kha ỊỊ.Uig > an 
dnn& tù V I liu 4: 

Tun 

rx 4 -2x z +4x + l , 


Chú đề 3: Nguyên hàm - tích phân và ung dụng 


*w= 


A . A A B, B, B„. t 

\ í +— l —+ — + ... + — =4 

(x-^) (*-«,) * _fl 3 *-«; 

1-'- li ÍLl.LÍ I 1— J •! 


Trên đây là phần lý thuyết khá phức tạp, ta đến với bài tập ví dụ đơn giản sau: 


2 X 

Ví d ụ 5: Họ nguyên hàm của hàm số / (*) = — — — là 

(1-x) 

u *-l (x-l) 2 w *-l (*-l) 2 

c. F(x) = -^-+ - - ■ ■■ ■ ■■ + c D. F(x) = -i — ỉ— r+c 

y J 1-x 4(l-x) 1 ' 1-x dh-r)* 


4(1-xỴ 


Phàn tích 


Nhận thấy X = 1 là nghiệm bội ba của phương trình {x - 1) 3 = 0 , do đó ta biến 
2x A B à c a(x 2 -2x + Í) + B(1-x) + C 


(l-xf l-x (1 -xf (1 -xf (1-xỴ 

_Ax 2 +(-2A-B)x + A + B + C 

= ĩ^f 


Từ đây ta có j -2A -B = 2 o B = -2 
(a + B + C = 0 (c = 2 

Ui giai 
\ 

Tacó í— ^- 3 -dT=f -^_ + — 1— dx =-^-- 7 1 +c 

) 3 J U— !) (— 1) / M) 

Đáp SỐ bài tập kiếm tra khá năng vận dụng ví dụ 4: 
í fX 4 -2x 2 +4x + l , X 2 . I ..1 , 1 .. 2 _ 

! 1 x>-x*-x7l *-7 + »-l°M + >»M-;é ĩ + C. 

TÔNG QUÁT: Việc tính nguyên hàm của hàm phân thức hữu ti thực sự được 
đưa về các dạng nguyên hàm sau: 


1. J— — đx = AlnỊx-fl| + C,Ả:*l 

2. f A = — ^-TT + C. 

J (*- a )* *-l (x-«) w 
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Chủ dề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng The best or nothing 


Một số bài toán tích phân gốc thường gặp 


Bài toán 1: Cho / là hàm số chẵn và liên tục trên [-b;h] với b> 0. Chứng 

b ft x \ b 

minh rằng I -}_ áx = ị /{x)áx (với «>0 và a*l) (1) 
tb a 0 


Lòi giải tổng quát 

Đặt x=~t thì dx = -df; f(-t) = f(t) nên 

_ b a x +1 ị a~ +1 í a‘+l ị a x + 1 . 

Do đó 

ỊM tk =J^tìdx = |4^cic = J/Wdc. 

ia*t 1 J 0«‘+l w+l 0 


\ X* + X 2 +1 

Ví dụ 1: Tính tích phân — ' — dx 

' i 2 X +1 

. 23 I, 15 #-• 1 T~» 


Đáp án A. 


Loi giai 

Ta thấy hàm số f(x) = x*+x 2 + 1 là hàm số chẵn, áp dụng bài toán 1 ờ trên ta 


\Ểl^te = ](x' + x 2 + l)cbc = ịị + ị + x)l^ 

i 2 X +1 ị K ’ [5 3 )0 15 


Bài toán 2*: Cho f là hàm số liên tục trên đoạn [«;&]. Chứng minh rằng: 
J/(a + b-x)dx = Ịfịx)dx (2) 

a « 

6 & 

Đặc biệt J/(b-;c)d* = J/(x)<b: (3) • 

0 0 


Lòi giãi tống quát 
Đặt t-a+b-x thì dt=-ảx. Khi đó 


Khi a = 0, ta nhận được công thức (3). 


b Ịf{a + b- x)dx =]-f(t)àt =J f(x)đx. 

a b a 


Vi dụ 2: Cho Jln(l + tanx)íLc = -.lnỈ7 / (a^0;ỉ>>0). Khi đó tổng ữ+& bằng 
0 a 
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Cóng Phá ỉoán - Lóp ! 2 


Ngọc Huyền l.B 


N'hậnxét; /(*)=ln(l + tan*) liêntụctrên 0 ;~ , áp dựng ( 3 ) vói bài toán 
này ta có: 

jT _ 

A / 5 n 

í=Ịln[l + tan(ĩ-,]]d,=|ln ĩ -i-<k,|(ln 2 -ln( 1 + t a n*)) C U 

X 

4 n 

= Ịln2dx-ỉ ^>2ỉ = ]n2.x 4 <=>/ = ■?. In2. 

0 0 8 

Vậy u-ị-b ~ 10 . 

Bài toán 3: Cho hàm số / liên tục trên [0;l]. Chứng minh rằng: 

ĩ n 

j/(sinx)ch: = j/(cos*)d* (4) 

0 0 

Lòi giãi ròng quát 

- ĩ. 

Đặt t = ~~x thì dt = -dx, khi đó J/(sinx)d* = -J/(cosí)df = J/(cos;t)dx 

0 X 0 



Lòi giãi 


0 ^vsinr 2011 + m -ỉỊc 08 x®ĩĩ 


Sử dụng công thức ( 4 ) ta có 7 = Ị ^Vcõsx 2011 , 

i^smx™ 1 + m 4cosx mi 

* 

Từ đây suy ra 27 = Jld*=>7 =-^ 

** B,li ỉoán 4: < đ 9c Cho / là hàm số liên tục trên [a;b] thỏa mãn 

f(x) mfịa + b-x). Chứng minh rằng: Ịxf(x)àx = Ị f(x)dx (8) 

a a 

Đặc biệt Ja/(sm*)đ* = ^j/(sin*)ch; (9) 

0 2 0 

Lời giãi tổng quát 

Thực hiện phép biến đổi X = a+b-t thi 

Ịxf{x)đx = b Ị(a+b-t)f(t)(-4t)=(a+b)Ịf(x)<ix-\xf(x)dx 

a “ a a 

Từ đó súy ra (8). Chọn a = 0, b = n ta có (9). 
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Ngọc Huyền LB 


1. Nguyên hàm - chọn ỉọc các bài tập vè nguyên liàm trong các đê thi thu 


Cáu 'I : Tun nguyên hàm / = J( 2x-ìje~ x àx. 

À. I = -(2x+ì)e' x +C B. I = -{2x-l)e- x +C 
c: J = -(2.t + 3)e' I +C D. J = -(2x-3)e"*+C 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
Cáu 2: Tun nguyên hàm I = jxìnị2x-ĩ)dx. 

4r 2 - 1 . . , x(x + l) ^ 

A. ■ lnbx-lU V I J. +C 

8 1 1 4 

B. ; = iĩliĩin|2x-l|+ĩíỉ2i)+c 

4 x 2 - ĩ . I- .1 x(x + l) „ 

c. Í=^in|2*-I|- Ỉlf p +C 

D. ,=^ln|2*-l|-í%hc 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
CÚI 3: Tim nguyên hàm Ị = J(x-l)sin2xdx. 

j_(l-2x)cos2x+sin2x +c 

2 

(> J (2-2x)cos2x+sin2x +c , 

2 

^ J (l-2x)cos2x + sin2x +c 
4 

D ỉ _(2-2x)cos2x + sin2x +c 
4 

í Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
CauhCho /(x),g(x) là các hàm số liên tục hên 
Tun khẳng định sai trong các khẳng địrih sau? 

A. Jfc./(x)dx = fc.J/(x)dx với k là hằng số 

B. 

c- 

D. J[/(j:)+g(x)]ic = J/(a:)ck+|g(x)dx 
(Trích đê thỉ thử THPT chuyên Kim Thành - Hải Dương) 
Càu 5: Họ nguyên hàm của hàm số f( x )~ e' m7x là: 

A. JL e -*w» + c B. ế m7x +c 

2017 

c. -2017.tr 2017 * + c D. -ị- e' 20171 + c • 
2017 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 6: Tun một nguyên hàm F (x) của hàm số 

f(x) = ■ biết fí-^ì = >/3. 

’ cos 3x 1^9 ) 


A. F(x) = ~tan3x-^ B. F(x) = 4tan3x-3ì/3 
3 3 

c f W = f tan3 * + -y- D. F(x) = -|tan3x-^ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Càu 7: Tun nguyên hàm của hàm số f(x) = x-Ịx. 

A. j/(x)đx = |x 2 >/x+C B. j‘/(x)dx = |Wx+C 

c. ịf[x)dx = ^x 2 yỊx+C D. J/(x)dx = |>/x+C 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh lân 2) 

Cá lỉ 8: Tun nguyên hàm của hàm số /(x) = (2x -3) . 

a.J/W<u=M + c 

B. J/(x)dx = (2x-3) 3 +C 
c. J/(x)dx = í?^Lc 

D. J/(x)dx = fo~ 3 ) +c 

(Trích đê thi thủ THPT chuyên Hạ Long) 
Cảu 9: Um nguyên hàm của hàm số 
/(x) = 3sin 3x - cos3x. 

A. J/(x)dx = cos3x-sin3x + C 

B. J/(x)dx = cos3x + sin3x + C 

c. J/(x)dx = -cos3x-ỉsin3x + C 

D. J/(x)dx = “Cos3x“Sin3x+C 

( Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Cảu 10: Tim nguyên hàm của hàm số /(x) = e x -e~ x . 

A. Ị f(x)dx = e* +e~ x +c 

B. Ịf(x)dx = -e x +e~ x +C 

C. Ị fịx)dx = e x -e~ x +c 

• D. J/(x)dx = -e* -«■* +c 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Câu 11: Tun nguyên hàm F (x) của hàm số 

/(x) = v 3x + 4, biết F(o) = 8. 

A. F(x) = |^Ĩ4+ặ 

B. F(x) = |(3x+4)V3x+4 + ^ 


LOVEBOOK.VN I 208 






Chii dề 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 


c. F(x)=ụ 3 x+ 4 )&ĨĨ + ẼẾ 
D ' f W = ^(3 x+4)73Ĩ+4 + | 


w 3 V 3 

(Trích đê thi thủ THPT chuyên Hạ Long) 

Câu 12: Tim nguyên hàm /= [— 1 cbr. 

J 4-x 2 

A - I=: ị ìn ~ỉ +C B. / = Ilnb— l+c 

2 x-2 2 \x+2 


c. /-lln£=|+e 

4 x + 2 


D. I = lìn~+C 
4 x-2 


2. Tích phân - chọn lọc các bài tập vê tích 

Cáu ỉ: Biết tích phân I - Ị(2x+Í)e x dx = a+be 
0 

(«e,.;fce .). Khi đó tích củ) có giá trị bằng: 

AA B.-l c. 2 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩẫn 2) 

Cóu 2: Biết { f(x)dx = 2 và f(x) là hàm số lẻ. Khi đó 
0 


0 

J = J /(*)d* có giá trị bằng: 
-1 


A. / = 1 B../ = 0 c. I = ~2 D.ỉ = 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩãn 2) 

C.Ĩ u 3: Tích phân í = J *v x^+ldx có giá trị bằng: 

0 

A. ỉ = *Ễzl R Ĩ = Ể. 


ClM 

3 


B. I = ệ 
3 

D. 7 = 1 
3 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình [ăn 2) 

Cảu 4: Cho tích phân I ss f - — J=dc nếu đặt 
ol+vx+l 

t='Jx+ĩ thì / = J/(f)íií ữongđó: 

1 

A. /(f) = f 2 + t B./(f) = 2f z +2f 

C-/(f) = f 2 -f D./(f) = 2f z -2t 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ừtn 2) 

Câu 5: Tính tích phân [ - S1 f X -dx 
ị sin 2 * 

6 

A. Ểzl g £+42-2 

2 ■ 2 

c. Ễí Ể. D S+2-Ỉ2.-2 

2 ' 2 

(Trích đê thi thử THPT Cái Bè) 


The b est or nothing 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN - Hà Nội) 
c.ầu 13: Cho hàm số /(*) = — Gọi F(x) Iàmột 

nguyên hàm của f(x). Chọn phương án sai. 

A - F W = — ^-^ + 10 B. F(*) = ífc^l + 10 

, . In(2*-3) 2 ^ nx ~ọ 

c F (»)=- 1 4 +5 n - +1 

phàn trong các đ‘é thi thư. 

Cho |ta3. r,m giá trị của, 

là: 

A 3 B -2 C4 D. 6 

(Trích đê thi thử THPT Cái Bè) 


C.Hi 7: Tích phân [ C0S ~d x bằng: 

; sin* ° 


A. i-lm/2 
4 

C. — + ln^2 
4 


1 

■-HI $: Tích phân Ịxe~*đx bằng: 
0 


B. -I-W2 
4 

Đ. -ị + ]nsỈ2 
4 

(Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 


A. *zl B. £±1 
2 2e 


2 2e _ 2 2e 

ro** ư? thi thử THPT Triệu Sơn 2/ 

C.ĨU 9: Tính tích phân: [-=-* — <1* 

Wx+1 

A. |-ln2 B. 21n2-| c. Ềl^Ễ. D. In 2 -I 

(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 
Câu 10: Giá trị dương a sao cho: 

}x z +2x+2 , a 2 , _ 

^ 2 + * +h3 là: 

A-5 B.4 c. 3 D.2 

f Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

Càu 11: Giả sử J— — - = lnc. Giá trị của c là: 

A-9 B.3 c. 81 D. 8 

(Trích đê thi thừ THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

Càu 12: Tích phân I = ị- — d* có giá trị là: 

oU + 1) 


A.Ỉ B.i 

2 8 


(Trích đê thi thử THPT Diệu Hiên) 
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1 3 

Câu 13: Giả sử j/(í)dt = 5và j/(r)dr = 6. Tính 
-1 -1 

I = ]f(u)du. 

À. í = 4 B. 1 = 3 c. 7 = 2 D. 7 = 1 

(Trích đê thi thử Sở GD - ĐT Phú Thọ) 

Cáu 1 4: Tính tích phân 7 = j*|cosx|dx . 

A. 7 = 0 B. 7=1 €.1 = 2 D. 7 = 3 

(Trích đê thi thử Sở GD - ĐT Phú Thọ) 

/M 

Câu 13; Cho biết J f 2 dí =xcos(nx). Tính /(4). 

A. f{4) = 2& B. /(4) = -1 

c. /( Ạ)=ị D. /(4) = VĨ2 

(Trích đê thi thử Sở GD — ĐT Phú Thọ) 

c.iu 16: Đẳng thức Jcos(x + íi 2 )dx = sina xảy ra nếu: 

0 

A. a=n B. « =>/tc c. «= V3 tc D. a = yỊĩn 

(Trích đê thi thử sở GD - ĐT Phú Thọ) 

X 

c àu 13: Tính tích phân 7 = |x.sinxdx. 

0 

A. 7 = 3 R. 7 = 2 c. 7 = 1 D I = -1 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 

X 

Cáu '18: Tính tích phân [ ~; S1 f — d* 
ị sin 2 x 
6 


. £- 2 . 

A ' 2 ; 

c £+£ 


B. 


D. 


£+£- 2 
2 

£ + 2£-2 


(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 


Ũ 

Càu 19. Nếu I xe x dx = 1 thi giá trị của a bằng: 

0 

A. 0 B. 1 c.2 D. e 

(Trích đê thi thử THPT chuyền KHTN) 


% 

ậ , 1 , , . 

Càu 20: Nếu sin" xcosxdx = -T- thì íĩ bàng: 

J o 64 

A.3 B.4 C.5 D. 6 


B. 4 C.5 D. 6 

( Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 


n+1 1 

Câu 21: Giá trị của lim 1 1 dx bằng: 

n-*ta J 1 4. p z 
n 

A. -1 B. 1 C. e ĩ 


B. 1 C. e D.o 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN) 


Cáu 22: Tích phân ị 'jA-x 2 xdx có giá trị bằng 
0 


A.| 

3 


B. * 


cf 

3 


D “ 
3 


3 3 3 

(Trích đê thỉ thử THPT Phạm Văn Đồng) 

4 \ 

Câu 23: Tích phân ị cotx.dx có giá trị bằng 

X 

6 

A. -ìnyỉĩ B. In2 C. In4 D. ĩn£. 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Văn Đong) 
1 

Cáu 24: Tích phân J e~*xdx có giá trị bằng: 

0 


e-1 


B 


2e+l 


c. - 


e-ĩ 


D. 


e-1 


2 2e "2 " 2e 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Văn Đồng) 


t 

áu 23: Tích phân 7 = J2x(l-lnx)dx bằng: 
1 

lị C.CỈ D. 

2 


e 2 -3 


2 2 4 2 

( Trích đẽ thi thử THPT Quảng Xương I) 
Cà u 26: Hàm số nào sau đây không là nguyên hàm 

Củahàmsố/(*) = ^“T 1 


X 2 + X — 1 
x+1 
x 2 +x + l 
x+1 


B. 


X 2 ~ X — 1 

x+1 


D. 


x + 1 


(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương I) 

3. ứng dụng của tích phân trong hình học- chọn lọc các bài tập trong các đề thi thử 


Câu 1: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 
hàm SỐ y=x 2 + 2 và y = 3x: 


A.l B. -7 
4 


C.Ỉ 0.1 

6 2 


(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiểu) 

Câu 2: Thể tích khối tròn xoay tạo thành khi quay 
quanh trục Oxhình phẳng được giới hạn bởi đồ thị 

hàm số y = (2 - x)e 2 và hai trục tọa độ là: 


A. 2e 2 -10 
C. h(2é? 2 -10) 


B. 2e 2 + 10 
D. 7ĩ(2e 2 +10) 


(Trích đê thi thử THPT Nguyễn Đình Chiều) 

Cảu 3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị 

hàm SỐ y = — I và các trục tọa độ. Chọn kết quả đúng 

nhất? 

A. 31n6 B. 31n? c. 31n^-2 D. 31n|-l 
2 2 2 

(Trích đê thi thử THPT Quảng Xương ỉ) 
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Cáu 4. Cho hàm số/(x) = X 3 ~3x* +2x . Tính diện tích s 
của hình phẳng giới hạn bời đồ thị hàm số y = f(x) 
trục tung, trục hoành và đường thẳng x = 3 


a.s=h b.s=h c.s=ụ 

44 4 


o. s.f 

4 


(Trích đê thi thử sớ GD&ĐT Phú Thọ) 
Càu 5. Tính thể tích của vật thế giới hạn bời hai mạt 
phang x = 0 và x = 3, biết rằng thiết diện của vật thế 
bị căt bởi mặt phẳng vuông góc với trục ũx tại điểm có 
hoành độ X (0 ^ * < 3 ) là một hình chữ nhật có hai kích 
thước là X và 2^7. 

A. 18 B.19 C20 n. 21 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Phú Thọ) 
C.ÌU 6. Tính diện tích hình phẳng s giói hạn bời đồ thi 
các hàm số y = 2*vằ y = 3-x, trục hoành và trục tung. 

: J_ 5 

1*2 2 

a , u T' CÔng . thức tíIlh di ? n tích s của hình thang cong 
giới hạn bới hai đồ thị 

y = f{xịy=g{x),x = a,x=b ,{a<b) 

A ' S = 

4. Tích phân nâng cao 

Ciu 1:Biết ị7 7^^ dx=a]n ^ +b]n ^> với a,b 
là các số nguyên. Tính tổng a+b bằng: 


c - s-m-Mt* 

D - s =I(/ 2 W-^W)te 

( Trích đệ thi thử THPT Bảo Lâm ) 
Cáu 8: Diện tích hình phẳng giới hạn bời đồ thị (C) 

của hàm số y = -2x 3 +X 2 +X+5 và đồ thị (C) của hàm 
số y = x ĩ -x+5 bằng: 

A.o B. 1 C.2 D.3 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Lâm) 
Cju 9: Tính diện tích hình phẳng giới hạn bời đồ thị 
hàm số y = (x- l)e 2z , trục hoành và các đường thẳng 
x=0,x=2. 


A. s = - 
C. s = 2- 


B.s = 2 
o. s = 4 


A. ị+ị-ị 
4 2 4 

C.LLĨ 

4 2 4 


4 2 4 

g* e 2 3 


2^4 4 24 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN-HN) 

c.ìu 10 : Tính thế tích khối tròn xoay khỊ cho hình phang 
giới hạn bời đồ thị các hàm số y = x z ~2x và y = _x° 
quay quanh trục Ox. 


A. ị 
3 


B. f cỉ D. I 

3 3 3 

r Trích đề thi thử THPT chuyên KHTN - HN) 


_i - 0 c. ị. D. 0. 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 

Cáu 2 : Cho Ị* n dx = — và Ị~~ = Inm , với n, m là 

các SỐ nguyên dương. Khi đó: 

n>nL B. l<« + m<5. 

c.n<m D. n=m 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu ) 

CỈU3:BÌa ịẨĩ '«1"2 + Mn3«ln5' wsu»,i ttlỏam5n |^| 
” ' - A. 2. I 


Câu 5: Xét tích phân Ị = ì T h^xdx . Nếu đăt 

A \h 4.IYMY 

t = 7Ĩ+ cosx, ta được: 


t 

B. ỉ=- 

-4í 3 + 4f , 

— — — dx 
t 

D. 1 = 4 


(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 6: Có bao nhiêu giá trị của a trong đoạn 


ít ~ 

ỉ' 2 * 


+3cosx 3 


là các số nguyên. Tính s=a+b+c 

A.s = 6 B. s = 2 C.S = -2 D. s=0 

(Trích đẽ minh họa lãn 2 BGD&ĐT) 

Câu 4: Kết quả tích phân I = j(2x + 3)e z àx được viết 

dưới dạng I=ae+b với a, b là các số hữu ti. Tưn 
khang định đúng. 

A. a 3 +b 3 = 5 28 B. a+2b = l. 

Cứ - & =2. D. ab=3. 

(Trích đê thi thử THPTNgÔ Gia Tự - Vĩnh Phúc) 


B-l. c. 4. D. 3. 
(Trích đê thi thử THPTNgô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Càu 7: Cho hàm số g(x) có đạo hàm trên đoạn 

[-l;l]. Có g(-l) = 3 và tích phân ỉ = j g'[x)dx~-2. 
Tính g(l). 

A-l B. -5 c. ~6 D. -- 

2 

(Trích đê thi thử THPT Trân Hưng Đạo — Ninh Bình) 
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Câu 8: Cho J/(x)dx = -3, tính 1 = J/Ị^Ịdx.- 

A. -6 B.-ị c. -1 D,5 

2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 9: Biết rằng: 

In2/ -1 \ 1 5 

í x + - — dx = xltt‘ , 2+bln2 + clnT-. 

íl 2e x +lJ 2 3 

Trong đó a,b,c là những số nguyên. Khi đó 
s=a+b-c bằng: 

A.2 B. 3 C.4 D.5 

(Trích đê thi thừ THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Binh) 
Câu 10: Có bao nhiêu số fie(0;20ĩi) sao cho 

ị 2 

jsin 5 x.sin2xdx = ỹ. 

A.20 B. 19 c. 9 D. 10 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 2) 

Câu 11: Cho / = Ị(x-l)sin2xdx. Tun đẳng thức đúng: 

0 

* 

A. J = -(x-l)cos2xl«+Ịcos2xdx 

0 

B. / = -(x-l)cos2xlJ -|cos2xdx 

0 

* 

c. I = -i(x-l)cos2xlf+^}cos2xdx 
2 2^ 

n 

«1 * 1 1 
D. I=-^(x-l)cos2xlJ“jcos2xđx 
2 2 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 2) 
Câu 12: Tìm tất cả các số thực m dương thỏa mãn 


'Ị x ỉ dx 

0* +1 



A. m = 3. B. m = 2. 


c. m = 1 . 


D. m> 3. 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câu 13: Biết 1 = jxln(2x+l)dx = £ln3-c, trong đó 


a, b, c là các số nguyên dương và — là phân số tối 


giản. Tính s = a + b + c. 

A. s = 60. B. s = 70. C. s = 72. D. s = 68. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa -Đồng Nai) 


Câu 15: Biết f 7 3 =0^' với a,b,c\acảc 

{ . . .. , ít 1 c 

fsừix.sin|^J 

b ' 

số nguyên dương và - là phân so tối giản. Tinh 


s=a+b-te. 

A.s=7 B. s=8 c.s=10 D. s=9 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 


Câu 16: Nếu Jxe x đx = 1 thì giá trị của bằng: 

A. 0. B. 1. C. 2. D. e. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ĨSn 7) 

X 

Câu 17: Nếu ísin“xcosxdx = -^- thì n bằng: 
ỉ 64 

A. 3. B. 4. C. 5. D. 6. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT ĩãn 7) 


n+1 Ị 

Câu 18: Giá trị của lim f rdx bằng: 

* 1+e 

A. -1. B. 1. c. e. D. 0. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH&TT lẫn 7) 
Câu 19: Biết rằng: 

Ịe ìx .cos3x.ảx = e lz (acos3x + bsm3x)+c, trong đó 

a,b,c là các hằng số, khi đó tổng a+b có giá trị là: 

■ 'Ĩ3 c ẩ 

(Trích đê THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 


1 

-Câu 20: Biết tích phân I = J(2x + l)e x íỉx = 8 + be 


0 

(a e :,b e :Ặ Khi đó tích ab có giá trị bằng: 


A. 1 B. -1 c. 2 D. 3 

( Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tần 2) 
3 x 

Càu 2 1 : Cho tích phân í = -^==Ỹ <^ nếu đặt 


t = >Jx+l thì Ị = ịf[t)dt ưongđó: 

A. /(í) = t z + t B./(0 = 2í 2 +2t 

c. /(Ó = í 2 -t D. /(í)»2í 2 -2f 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩãn 2) 
Câu 22: Cho đồ thị hàm số y = f{x) trên đoạn [ũ;é] 


như hình vẽ. 



Biếu thức nào dưới đây có giá trị lớn nhất: 

A. \f(x)đx B. ]f(x)dx c. Ị/(x)dx D. ị/(x)dx 
0 0 0 0 
5 

Câu 23: Tính tích phân: I = f 7= — được kết quà 
ixv3x+l 

I =ữln3+bln5 .Giá trị a 2 + «b+3ỉ> 2 là: 

A. 4 B.l c.o D.5 
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Chủ để 3: Nguyên hàm - tích phân và úng dụng 


The best or nothỉne 


Hướng dẫn giải chi tiết 

1. Nguyên hàm- chọn lọc trong các đề thi thử 

Cáu 1: Đáp Án A. 

Đặt u = 2x-ĩ ==>du = 2đx; 
e~ x ảx = dv => » = -ẽ x 
Lúc này ta có 

J ( 2x - l) e 'dx = - ị2x - l) ,e~ x + 1 2e~ x áx 
= -(2x- l) £ x -2e' x + c = ~{2x + ĩ)e' x + c 

Câu 2:ĐipãnC. 

Đặt 


« = ln(2x-l)=í>du=: — dx; vdv = xáx => V = — 
2x-l 2 

Khi đó jA:ừi(2x-l)dx = y.ln|2x-l|-J^-.— cừ 

4hm-j(h^> 

4.1n|2x- 1 |-^ + ỉ + |. to Ị( 2j . 1) |j + c 


4x z -l . . . x(*+l) 

! 8 4 

Cẩu 3: Đáp án o. 

/ = J(x-l)sin2x(ir. 

Đặt x-l=u=>dx=ảu; 

sm2xdx = vdv=>v = -ị.cos2x 

2 

Khi đó F(*) = -^^.cos2x + ^JcosZrđx 

(l-x)cos2x 1 

7, + 7-sm2x+C 

2 4 

Càu 'I: Đáp án c 
Càu 5: Đáp án D 


+ c 


'dx = 


-2017 


+ c 


4 , 4 . 

cừ = 7 . tan 3x -t- c 

cos 3x 3 


Mà f ^j = ^3<^^-tan| + C = ^oC = -^ 

Cáu 7; Đáp án c 

Ịxjxdx = ỊJx ì dx = ĩỂ..J? + c = ị.x ĩ -fc + c 

Càú 8: Đáp an c 

Tacó J/Mđ* = ~(2x-3) 3 +C 

Câu 9: Đáp an c 

J(3sm3x-cos3x)dx=|.(-cos3x)-ỉ.sìn3x + C 

Cáu 10: Đáp án A 
Câu 11: Đáp án D 

F(x) = J/3x + 4dx = J(3x + 4)^dx = ^.(3x + 4)2 +c 

ó 

= ^.(3x + 4)V3x + 4+C 

Mà f(o) = 8=>C = ^, tachọnD. 

Câu 12:Đap án D. 

Ta có 


= ~.ln 

2« 


x+a 


+ c 


Ta có J ( 

Càu 6: Đáp án A 
Ta có F(x) = ị 

2. Tích phân - chọn lọc các bài tập về tích phân trong đẻ thi thử 
Càu l: Đáp án A. 


I*-«| 

Áp dụng vào bài ta chọn D. 

Câu 13:Đáp án B. 

=M +C 

2 

Từ đây ta thấy A đúng. 

Vói B ta thấy 

ỉ=H + ,o=^ tl o ff(4Ci ,, 


I 

^ = J (2* + l)e*dx = J o 2 xe J dx + J Vd-t 

1 

= Ị2xe x dx+e~l. 

0 


r 1 f 

/ = 2j udy + e -1 = 2 uv * -2j ưdu + e - 1 
0 0 0 

ỉ Ị, 

*-2jVdx + e-l = e+l. 


Đặt 


e x clr = đx 


X = H 


p = e 


= 2x.e 

=>a = b = l=>ab = l. 
Câu 2: Đáp án c 
/(*) là hàm số lẻ 
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=>f/(x)d* = -}/(*) dx = -2 
-1 0 

Càu .3: Đáp in A 

/=jWx 2 +ldx. 

0 

Ta thử bằng máy tính để tìm ra kết quả. 
Câu 4: Đáp «in D 

X 



I = 2ị(t -ì)tdt = Ị(t 2 -t)2dt => f{t) = 2t 2 -2t. 

I 1 

Cáu 5: Đáp án B 


1 - 4 --* 

ỊXsĩn 2 x 

6 


_ -2 + JĨ | ^ ^ S + yỈ2~2 

Câu 6: n.ip án c 

J ì cos2x ^ ílị cos2xd2x 
~|l+sin2x ~ 2 'l + 2sin2ar 

1 f 2 d(sin2x) 

= 2« l + 2sin2x 

= ỉrỉ£íỉ^) = I ta | 2sin2;(+1 | 

4-lo 1+?cin?r 4 1 1 


= ìln 
4 


„ . 2n I 
2sin— +11 


= ịln3. 
4 


Suy ra: 


_ 2rt , 

2 sin — - + 1 


= 3. 


Trong các đáp án => a = 4. 

Càu 7: Đáp án D 
Cách 1: thừ 
Cách 2: Đặt sinx = f. 

Câu 8: Đáp án D 
Cách 1: Thử bằng máy tính 
1 1 1 

Cách 2: í = J x.e^àx = -ì-ị{~2x)e~* dx 
0 


— d(-* 2 )=-V 

2 J 0 1 ; 2 

_ ĩ 1 _ g-1 

2 2e 2e 

Câu 9: Đáp án c 
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1-1,1 
= — r-e +T 
2 2 


Cách 1: Thử trực tiếp bằng máy tính. 
Cách 2: Đặt -Ịx+Ĩ = t , biến đổi 
Cáu 10: Đáp ân D 

>^': 2x : 2 ^ĩ (x+lf :^ 

ì - x+ĩ i x+ì 

i x+1+ ^ĩ d(x+1) 


>+ 


+ln|*+l£ — ỉ+In|a+l| 


= y +fl+lnịfl+l| 

=>fl+l = 3=>fl=2. 
Câu 11: Đáp án B. 
Càu 12: Đãp án B. 
Thử máy tính. 



n 

n 

Gợi ý: 7 = 1 
0 

1 1 

cotx 

4 

+ COSX 

n 

4 

n 

> + 1 ) a (* + 1 )\ 


6 

6 

Cáu 13: Dáp án D 


3 3 1 

I = ịf{u)du = ị f(u)dĩi-ịf(u)du = 6~5-ĩ 

i -1 -1 

Càu 14: D.ip Ún C' 

í = J|cos xị dx = Ị |cos x\ dx + ỊỊcos x\ d* 

0 0 » 

2 

M 

= J cos xdx - ị cos xdx = sin xị Ị — sinarỊ* 

0 * 2 

= 1 + 1=2 
Cáu 15: Đáp án D. 

Ta có: ft 2 dt = 4f w = => = *.cos(7ư) 

0 3 0 3 3 K 

f*U) 

Thay x-4=> - 4.cos(47t) 

3 

=>/ 3 (4) = 12=>/(4)=^2. 

Câu 16: Đáp án D. 

J co s ( * + fl 2 ) dr = sin a 
0 

osin^a + íĩ^-smíĩ 2 = siníJ 

Trong 4 phương án, chi có phưcmg án D thỏa mãn. 

Câu 17: Đáp án c 

Cách 1: Thử bằng máy tính 

fsinxdx = di' 

X — u 


Cách 2: Tích phân thành phần: 

Câu 18: giống câu 5 
Cảu 19: Đáp án B 



Chủ để 3: Nguyên hàm - tích phân và úng dụng 

V// A 


The best or nothing 


Theo như biến đổi câu l, ta có: 

I = Ị x.e z dx = X£ x r -\e x áx 

ị lo ' 

0 0 

= a£ a -e a + 1 = 1 

=>a = í 

Càu 20: Đáp án A. 

6 

I = Ịsm , 'x.cosxdx 
0 

Đặt sinx = t. Đổi cận: X = 0 => t = 0 

6 2 
1 1 

0 n + 1 # 1^2 j n + 1 64 

=>« = 3. 

Càu 21: Đáp án D. 

Cách 1: Thứ bằng máy tính 

Lấy giá trị n càng lớn càng tốt. Giả sửn = 100. 
101 - 

Nhập biếu thức f — ~dx 

iU + e x 

Máy tính cho kết quả * 2.35x10-« s 0 . 

Cách 2: Giải chi tiết 

/ = l+In|l+e' , |-In|l+e' !+1 | 


_ , „ , In(l + e n ) 

Ta luôn có lim — — — i = 1 
n 

n»l Ị 

Sl Ị ^<k = lim[l+^l +e »)-ln(i + e»^] 

, . ln(l+e n ) lníl + e"* 1 ) 

= l+lim — 1 l .n A1 Ị1 l .(n+i) 

n n+l v ’ 


Câu 22: Đáp án c 
Cách 1: Thử bằng máy tính 
Cách 2: Đặt 'Ịĩ-Õ? - i 
Càu 23: Đáp án D 
Cách 1: Thử bằng máy tính 


Cách 2: Đặt sinx = 


Cảu 24: Giỏng câu 8 
Càu 25: Dáp án D. 


)ắng máy tính 

Ế 
2 1 

inx = t=> / = [idí 

ụ 

2 


ỉ = Ị2x(l-ìnx)dx = -Ị2x.ìnxdx + j2xdx 
1 í 1 

= e ỉ -l-2jx.lnxdx 
1 


Ị ln x = u 

Đặt 1 :=> 

[xdx = dv 


-dx = du 

X 

X 2 _ 
2 =v 




ịxìnxdx = Ịudv - uv 1 ' - 1 vdu 
1 1 1 

= lnx.^- -Udx 

2 1 i 2 
+i = £l+ỉ 

~ 2 4 4 4 + 4 

2 2 

Câu 26: Đáp án A. 

Dễ nhận thấy -Í- + 1 = 

x+l x+l 

Ể_ Ị * 2 -*-ĩ 
* + l * + l 

Ta thấy 3 phương án B, c, D có cùng đạo hàm. 
Vậy phương án A sai. 


= l + M-(rt+l) = 0 
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3. ứng dụng cùa tích phân trong hình học 
Càu 1: Đáp án c 

Giao điểm tại X 2 +2 = 3x=> X = ĩv2 

S = J|x z +2-3x|dx 

1 

ri 2 _ _ I , X 3 3x 2 |Z 1 

= +2 - 3l: l dj: = 3 2 +2l| > 6 

Càu 2: Đáp án c 

y = Ịl-x)e ĩ cắt trục hoành tại điểm có hoành độ 
bằng 2 

Thê’ tích V = 7cj (2 - xf e*dx 
0 

Sứ dụng phương pháp tích phân thành phần 

=>v = jĩ(2e ỉ -10) 

Cảu 3: Đáp án D 

s= iKh = l!( i+ Ẳ) tó 

= x|“ i +31n|x-2|° i | = |l + 31n2-31n3| 

= l + 31nị = -3.Inị-l 
3 3 

= 31n|-l 
2 

Câu 4: Đap án c 

s = j|x 3 -3x ỉ +2x|dx 
0 

ss J(**-3** +2x)dx- J(x 3 -3x 2 + 2x)dx + |(x 3 -3x 2 +2x)dx 
0 . 1 2 


H B Mscth A 

I -2X 3 +2X!dx 
_____ L 

Càu 9: Đáp án A. 

Xét phương trình hoành độ giao điểm 
(x-l).e 2 * = 0 o X = 1 . Vậy diện tích hình phẳng 

được giới hạn bời đồ thị hàm số y = {x- 1 ).e 2x , trục 
hoành và các đường thẳng X = 0,x = 2 được tính bởi 
công thức: 

s = -J (x - l).e 2x dx + J (x - 1) .e^dx 
0 1 

= J(x - 1) .e 2x dx + J (x - 1) .e 2x dx 

1 t 

Đặt Ij =J(x-l)^ 2l dx; í 2 = J(x-l)« 2x dx 
1 1 

Đặt x-l = u=>dx = ảu ; vdv = e 2x dx=>v = ^.e 2 * 

Khiđó/„=ỉí 1 -.(i-l)Cỉp í -.di 

=ỉ^.(í-i)CC-C 

2 v a 4 a 

Vậy từ đây ta có z, =-ị-{^- e ° 


= 1 Ị 9.ỊỊ 
4 + 4 + 4 ~ 4 
Câu 5: Đáp án A. 

V = 1 2x'Ị9-x 2 àx = 18 
0 


Càu 6: Đap an A. 

Giao điểm 2 X =3- x=> Nhấm được nghiệm 1 

S-Ị|r+.-a|d*- £+£-*[ 

= l + l_3__L Sr 14 

ln2 2 ln2 Ỉn2 2 

Câu 7: Đáp án B. 

Câu 8: Đáp án B. 

Ta xét phương trình hoành độ giao điểm 
-2x 3 + X 2 + x + 5=x 2 -x + 5 


<=> “2x 3 + 2x = ()■<=> 


1 

Lúc này ta có S- j |-2x 3 + 2x|dx = 1 
-1 

Ta bấm máy và cũng được kết quả như trên: 


- ... e* , e 2 3 

Suy ra Z = Z l +í 2 = 4 + 2 4 

Câu 10:Đáp án c. 

Xét phương trình hoành độ giao điếm 

Khi đó thế tích khối tròn xoay có được khi quay hình 
phẳng giới hạn bởi các đồ thị hàm số 
y = x 2 - 2x; y = -X 2 quay quanh trục Ox được tính 
bởi công thức 

Ta thấy trên [ũ; l] thì' (-X 2 ) 2 < (x 2 - 2x) 2 , do vậy ta 
có công thức 

V = 7iJ[-x 4 +(x 4 -4x 3 +4x 2 )]d X 
0 

= rcj(-4x 3 +4x 2 )đx = Jt.^-x 4 + |'X 3 j (đvtt). 
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chủ dẻ 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 
4. Tích phân nâng cao 
Câu 1: Đáp án D. 



2 2 
=> a = l;b = -l => a+b = 0 
Câu 2: Đáp án D. 

= ỉln9-ỉlnl.In3 

=>m = tỉ = 3 
Càu 3: Đáp án D. 

= ln|*|-ỉn|x+l||] =ln4-ln5-(ln3-ln4) 
= -ln3+21n4-ln5 
=>S = a + b + c-0 
Câu 4: Đap án B. 

L 1 1 

/ = J(2x + 3).e*dx = 2j x^dx + 3 í e x dx 
ố 0 0 

Tương tự các bài trên 

=>jx£* =x.e J Ị-Ị e’dx 
0 0 0 
J I 

=> I = 2x.iT + f e‘dx = 2x£* = 3e-i 

10 i >0 

« = 3;& = -l 

Suy ra, đáp án B: a +2b = 1 
Câu 5: Đáp án c. 

f-/l+cosx=>í 2 — 1 + cosx 
=> 2 tdt = -smxdx 
Đổi cận: 

x = 0=>t = yỈ2 

x = ^=>í = l 
2 

r _ ị Sin2jrdx _ r 2cosxsinxcừ 

) 'Jĩ+õõsx I Vĩ 


+ COSX 


The best or noth i ng 


í 


■ Ẳ f * 

Cảu 6: Đap án A. 

, r sinx 


J r — - — vu 

0 vl + 3cosx 

Đặt VĨ+3COSX =f . 

=> í 2 = l + 3cos£ 

=> 2ídf --3smxcLc 

_ -2fdí 

<=> — — — ss sin xdx 
3 

•") 'h*ÌỊO sa . 1 , « V1+3COS0 

-'~f ĩ f-f p' 

= --Vl + cos3a + ậ.2 
3 3 

Mà / = — => VĨ+3cosa = 1 => cos« = 0 

=>a-ỉ;^ 

2 2 


Suy ra, đáp án A. 
Cáu 7: Đap án A. 


/ = jg'(x)da: = -2o Ẵ (l)-g(-l) = -2 

=>s(l) = -2+g(-l) = -2+3 = 1. 

Càu 8: Đáp án A. 


Đật ^ = t => dx = 2di 
2 


=> 1 = 1 2/(0 df = 2 J/(0 dí = 2.(-3) = -6 
1 1 

Câu 9: Đáp án c. 

U 2e +ly J 0 ỉ 2^-1 

L", 2 , . In2 0 * 

= |(x+l)dx- 1 -~ràx 
0 0 2e +1 

-H-ĩir 1 

in ! 2 , 


2 

In 2 2 
2 

In 2 2 


+ 1 

4-In2-ln|2e x +l| 
+ In2-ln5 + ln3 


„ + In2-In^ 
2 3 

=> ữ = 2}b = ĩ;c = -l 

=>a+b-c = 4 

Câu 10: Đáp án D. 
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I- Ị sm 5 x. sin 2xdx - 2 j sin 6 x cos xdx 
0 0 

= 2 jsừi 6 a:.d(sma:) 

0 


= 2 . 


sin 7 X 


2 sin 7 a 


I = ~=>sma = ĩ=$a = ^+k2n 
> 0 o ~+k2n > 0 => k2n >--^=> k>~- 

2 2 4 

1 "50 

a < 20n =>^- + 2k<20‘=>k< — 

2 4 

=> k = 0;1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9 => Có 10 giá trị của a. 
Câu 11 : Đáp án c. 


\sin2xdx = dv 
Đặt { ^ => 

X~1 = u 


- -7 cos2x = V 
2 

dx = du 


n 

= -“(*- l)cos 2 x|< -4jcos2xdx 
2 2ị 

Suy ra, đáp án c. 

Cáu 12: Đáp án c. 

Thử các đáp án, suy ra m = l 

Cáu 13: Đáp án B. 

/ = Jxln(2x+l)dx 

0 


Đặt 


ln( 2 x + l) = M 
xdx = dơ 


2x + l 
X* 1 
2 8 


dx = dw 


ỉ = Ịudv = uv ^-ịvdu 
0 0 0 

_63, Q _f 4X 2 -! , 

8 ịty+lỷ* 
= | ln 9 _lị (2a: _ l)d . 


íl I 

2 ~8 


2x + l 


dx 


=>-ĩL*) 

=>a-63;b = 4;c = 3 
=>s = 63+4+3 = 70 
Câu 15: Đáp án A. 


= ^ln3-3 
4 


4 


íừ 


*sinx.sinỊ X + -J 
6 


Ta có: 


1 = 


sin 

U) 

H 

sinị 

X+7 ; 

.cosx-cos 


Ị.sinx 


\ 6J 

J 


l 6J 


l 6j 


sin- sin-7 

6 6 

( r «y 

1 1 cosx C0S [ 6J 

. . sinx . f 

iừl *- sỉ Ỷ 6j sin 6[ sừ \* + fJJ 


f f cos x + y 

I = 2 Ị^-2Ì-±-4 

* sinx ; ._L.nl 

7 sin x + -f 

6 6 { 6j 



1 4 

= 2.1n|sinxỊ-21n 

sin 

f 71 ì 
x+ ỉ\ 

uv 

4-J tfdw 

0 0 


6 J 

/■ /r\ 


y ) z 

=<ln^j-2ln2 

= 21nệ+21n2 = 21n| 
4 2 

=>S = 2+3+2 = 7 

Câu 16: Đáp án B 

Càu 17: Đáp án A 

Câu 18: Đáp án D. 

Câu 19: Đáp án C. 

\e 2l dx = dv 


„2x 


-3sin3xdx = dH 


cos 3 X = u 

I = Ị udv = uv — j" vdu 

e 2x .-£* 

= -^-.cos3x-J ~y-.3sin3xdx 
e 2z 3 (• 

= -^-.co$3xi~Je 2 '.sỊn3xdx 
Đặt sữì3x = u 1 =>3cos3xdx = d « 1 
J e 2 * .sin3xdx = Ị I^dv = np- Ị vdu ^ 

. e 2 * te 21 „ 

= -^-.sin3xdx- J -^-.3.cos3xàx 

e 2 * . 3 

= .sin3xdx~Lí 
2 2 
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<=> 


2 2 \ 2 

13 2l fcos3z 3 ^ 

4 1™+%-***} 


1 2 

_ jr_ 2 if 2cos3z 3 . „ ^ 

3,=í l B + ắ- sin3l j 


=>«+ỉ> = -l + A = JL. 

13 13 13' 
Câu 20: Đáp án A 


Câu 21 
Càu 22 
Càu 23 


Đáp án D- 
Đáp án B. 
Đáp án D 


ịxj3x + l' 

Đặt ->/3x+l = t=>3x=t 2 => 3dx = 2fdf 
Đối cận: x~l=>t = 2 
x = 5=>t~ị 

ỉ=ị\ ~ặẾ. _ -of dt _íf_L 1 V 

1M(w) 

= ln|f-l|-ừi|t+l||' =21n3-ln5 
=>a = 2; b = -l^>á i +ab+3b 2 =5. 
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STUDYTIP: 


Hàm số thê’ hiện quãng 
đường vật đi được tính 
theo thcri gian là biểu 
thức nguyên hàm của 
hàm SỐ vận tốc. 



STUDY TIP: 

Biếu thức gia tốc là đạo 
hàm cấp một của biểu 
thức vận tốc, và ỉà đạo 
hàm cấp hai của biếu 
thức quãng đường 


VI. ứng dụng của nguyên hàm, tích phân trong thực tế. 

1. Dans bài toán về chuyến đông. 


Ví dụ 1: Một ô tô đang chạy vói vận tốc 10 m/s thì tài xế đạp phanh; từ thòi 
điếm đó, ô tô chuyển động chậm dần đêu vói vận tốc V (í ) = -5f + 10 (m / s) , 

trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kế từ lúc bắt đầu đạp phanh. 

Hỏi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ô tô còn di chuyển bao nhiêu mét? 

A 0,2 m B.2 m C.10 m D. 20 m 

(Trích đê minh họa tấn I- BGD&ĐT) 


Lời giải 

Đáp án c. 

Nguyên hàm của hàm vận tốc chính là quãng đường sịt) mà ô tô đi được sau 

quãng đường t giây kế từ lúc tài xế đạp phanh xe. 

Vào thời điểm người lái xe bắt đầu đạp phanh ứng với t = 0 . 

Thời điểm ô tô dừng lại ứng vói fj, khi đó =00^=2. 

Vậy từ lúc đạp phanh đến khi dừng lại quãng đường ô tô đi được là: 

s = |(-5f + 10)đt = 1^ Y f 2 + 10f j = 10 m . 


Vi dụ 2: Một chiếc ô tô đang đi trên đường với vận tổc u(f) = 2 Vỉ (o < í < 30) 
(m/s). Giả sử tại thòi điểm t = 0 thì s = 0 . Phương trình thể hiện quãng đường 
theo thời gian ô tô đi được là 

A.s = ịyỊF(m) B.s = l/t(m) c. s = |f 3 (m) D. s = 2f(m) 

3 3 

Lòi giãi 

Đap an A. 

Tương tự như ở ví dụ 1 thì ta có s{t) = ị2-Jtảt = 2ịt ĩ dt = 2.——.i ĩ =|.v? (m) 

2 +1 . 


Ví dụ 3: Một vật chuyển động với vận tốc đầu bằng 0, vận tốc biến đổi theo 
quy luật, và có gia tốc a = 0,3(m/ s 2 ) . Xác định quãng đường vật đó đi được 
trong 40 phút đầu tiên. 

A. lỉooom B. 240m c.864000m D.3200m 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 


Phân tich 

Nhận thấy bài toán này khác với hai ví dụ trên ở chỗ bài toán cho biểu thức gia 
tốc mà không cho biểu thức vận tốc, ở đây ta có thêm một kiến thức như sau: 
Biếu thức gia tốc là đạo hàm của biểu thức vận tốc, đến đây, kết hợp với 2 ví dụ 
dầu ta kết luận: " Biểu thức gia tốc là đạo hàm cấp một của biểu thức vận tốc, 
và là đạo hàm cấp hai của biểu thức quãng đường". Từ đây ta có lời giải: 

Lời giải 

Ta có vịt) - 1 0, 3 dt = 0, 3 1 (do ban đầu vận tốc của vật bằng 0). 

Vậy quãng đường vật đi được ữong 40 phút đầu tiên là: 

ị 0,3 tdt = ^Ệ.t 2 jj 400 = 864000 (m) 
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Chủ để 3: Nguyên hàm - tích phân và ứng dụng 



Câu 1 : Một vật chuyến động với vận tốc thay đổi theo 
thời gian được tính bởi công thức v(t) = 3t+2, thời 

gian tính theo đơn vị giây, quãng đường vật đi được 
tính theo đơn vị m. Biết tại thời điểm í = 2s thì vật đi 
được quãng đường là 10 m. Hỏi tại thời điếm t = 30 s 
thì vật đi được quãng đường là bao nhiêu? 

A. 1410?« B. 1140?« 

c. 300?« D. 240?« 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Cdu 2: Một tàu lửa đang chạy với vận tốc 200 m/s thì 
người lái tàu đạp phanh; từ thời điểm đó, tàu chuyến 
động chậm dần đều vói vận tốc u(f) = 200 - 20f (m/s). 
Trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kể từ 
lúc bắt đầu đạp phanh. Hỏi thời gian khi tàu đi được 
quãng đường 750 m (kể từ lúc bắt đầu đạp phanh) ít 
hơn bao nhiêu giây so với lúc tàu dừng hẳn? 

A - 5s B. 8s c. 15 s D. 10 s 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Văn Thụ) 
Càu 3: Giả sử một vật từ trạng thái nghi khi t = 0{s) 

chuyển động thẳng vói vận tốc v(f) = f (5— í)(m/s). 

Tun quãng đường vật đi được cho đến khi nó dừng 
lại. 



(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVỉnh ĩân 2) 
Càu 4: Một người đi xe đạp dự định trong buối sáng 
đi hết quãng đường 60km. Khi đi được 12 quãng 
đường, anh ta thấy vận tốc của mình chi bằng 23 vận 
tốc dự định, anh ta bèn đạp nhanh hơn vận tốc dự 
định 3km/h, đến nơi anh ta vẫn chậm mất 45 phút. Hỏi 
vận tốc dự định của người đi xe đạp là bao nhiêu? 

A. 5km/h B. 12km/h 

c. 7km/h D. 1 Skm/h 

(Trích đê thi thủ THPT TVB) 
Câu 5: Một ôtô đang chạy với vận tốc 10 m/s thì người 
lái đạp phanh; từ thời điểm đó, ôtô chuyến động chậm 
dần đều với vận tốc V = -5f + 15 (m/s), trong đó t là 
khoảng thời gian tính bằng giây, kế từ lúc bắt đầu đạp 
phanh. Hòi từ lúc đạp phanh đến khi dừng hẳn, ôtô 
còn di chuyển bao nhiêu mét? 

A.20?« B.10?n c. 22,5 m D.5?« 


The best or nothins 

Câu 6: Cho chuyền động thẳng xác định bởi phương 
trình s = 2t 3 —t + 1, trong đó t được tính bằng giây và 
s được tính bằng mét. Gia tốc của chuyến động khi t = 
2s là: 

A. 63m/s 2 B. 64m/s 2 

c. 23m/s 2 D. 24m/s 2 

(Trích đê thi thử THPT Ngọc Tộ) 
Câu 7: Cho một vật chuyền động có phương trình là: 

2 

s = 2t 5 - ~ + 3 (t được tính bằng giây, s tính bằng mét). 
Vận tốc cúa chuyển động thẳng í = 2$ là: 

A.3 B. ~ C.12 D. Ẹ 

2 2 

(Trích đê thi thử THPT Ngọc Tộ) 
Càu 8: Cho chuyến động thẳng xác định bởi phương 
trìnhS = 2t 4 -í + l, ữong đó t được tính bằng giây và 
s được tính bằng mét. Vận tốc của chuyến động khi t 
= ls là: 

A. 24m/s B. 23m/s C. 7m/s D.8m/s 

(Trích đê thi thử THPT Ngọc Tộ) 
Càu 9: Một chiếc xe ô tô sẽ chạy trên đường với vận 
tốc tăng dần đều với vận tốc V = lOt (m/s) t là khoảng 
thời gian tính bằng giây, kể tù lức bắt đầu chạy. Hỏi 
quảng đường xe phải đi là bao nhiêu từ lúc xe bắt đầu 
chạy đến khi đạt vận tốc 20 (m/s)? 

A.lOm B.20m C.30m D. 40m 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 10: Một ôtô đang chạy vói vận tốc Ĩ9m/s thì 
người lái hãm phanh, ôtô chuyến động chậm dần đều 
với vận tốc x?(t) = -38í + 19(?«/s), trong đó t là 

khoảng thời gian tính bằng giây kể từ lúc bắt đầu hâm 
phanh. Hỏi từ lúc hãm phanh đến khi dừng hẳn, ôtô 
còn di chuyển bao nhiêu mét? 

A. 4,75?«. B. 4,5?«. c. 4,25?«. D. 5?«. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 11: Một ô tô đang chạy đều với vận tốc 15 mis thì 
phía trước xuất hiện chướng ngại vật nên người lái 
đạp phanh gấp. Kể từ thời điểm đó, ô tô chuyển động 
chậm dần đều vói gia tốc -am/s 2 . Biết ô tô chuyến 
động thêm được 20 m thì dừng hằn. Hỏi a thuộc 
khoảng nào dưới đây: 

A. (3;4) B. (4;5) C. (5;ó) D. (6;7) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu ĩẵn 2) 
Câu 12: Bô’ dọc một quả dưa hấu ta được tiết diện là 
hình elip có trục lớn là 28cm, trục nhỏ 25 cm. Biết cứ 
lOOOcm 3 dưa hấu sẽ làm được cốc sinh tố giá 20.000đ. 
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Cóng Phá Toán - Lớp 1 2 

Hỏi từ quả dưa như trên có thể thu được bao nhiêu 
tiền từ việc bán nước sinh tố?(Biết rằng bề dày của vỏ 
dưa không đáng kể, kết quả đã được quy tròn) 

A. 183.000đ B. 180.000đ 

c. 185.000đ D. 190.000đ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi làn 3) 
Câu 13: Một viên đạn được bắn theo phương thẳng 
đứng với vận tốc ban đầu 29,4 m/s. Gia tốc họng 
trường là 9,8 m/s 2 . Tính quãng đường s viên đạn đi 
được từ lúc bắn lên cho đến khi chạm đất. 

A. s = 88,2m. B. s = 88,5m. 

c. s = 88ffí. D. s = 89 m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Câụ 14: Một chất điểm đang cuyển động với vận tốc 
u 0 =15 m/s thì tăng vận tốc với gia tốc 

aịt) = t 2 + 4f [m / s 2 ) . Tính quãng đường chất điếm đó 


Ngọc Huyền LB 

đi được trong khoảng thời gian 3 giây kể từ lúc bắt 
đầu tăng vận tốc. I 

A. 68,25m. B. 70,25m . 

c.69,75m. D. 67,25m. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Câu 15: Một ca nô đang chạy trên Hồ Tây với vận tốc 
20 m/s thì hết xăng. Từ thời điếm đó, ca nô chuyển 
động chậm dần đều vói vận tốc v(f) = -5f + 20 m/s, 
trong đó t là khoảng thời gian tính bằng giây, kế từ 
lúc hết xăng. Hỏi từ lúc hết xăng đến lúc dừng hẳn, ca 
nô đi được bao nhiêu mét? 

A. 10 m. B:20m. c. 30 m. D. 40 m. 

(Trích đê thi thử tạp chí TH &TT lãn 6) 
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Chủ dề 3: Nguyên hàm - tích phán và ứng dụng 


The best ur noihing 


Câu 1: Đáp án B 


s = J»(t)dí = J(3t + 2)df = ^ 1 + 2t + c. 
s(2) = 10^> — + 2.2 + c = 10=>c = 0. 

3f 2 

^>S = ~ + 2t. 

2 

Suy ra: Khi t = 30s, vật đi được quãng đưòng 
3.30 2 

s = ^— +2.30 = 1410«. 

Cáu 2: Đáp án A 

Khi tàu đừng hẳn: V = 0 => í = ìo(s). 

s = Ju(f)df = J'(200-2f)df=>s = 200í-f 2 . 


Hướng dẫn giải chi tiết 

Cáu 7: Đáp án D 
Ta có ơ = s’ = í 2 

t 2 

Với t~2=ỳv = 6.2 2 - Ậ = — 


s = 750 => 200f - 10f 2 = 750 => 


t = 15 > 10=> loai 


Af = 10-5 = 5(s). 

Cáu 3: Đáp ân D 

s.Ks-«)d í =>s.^4 

Khi vật dừng lại =ĩ- V = t (5-f) = 0 => r = 5. 

KhiđóS=^-ậ*ậ = !^( m ). 

2 3 6 6 l > 

Câu 4: Đáp án (gõ lỗi đề 12 -> Vi) 23 -> 2/3 

Vận tốc dự định là v{kmlh). 

Thòd gian đi nửa quãng đường đầu 1.-^- = — (/j). 

1 V 

Thời gian đi nửa quãng đường sau t. = -55- . 

ữ+3 

Ta có phương trình 

V V u+3 V 

Giải phương trình suy ra: v = 12km/h. 

Càu 5: Đáp án c 

Quãng đường vật đi từ lúc đạp phanh cho đến lúc 
dùng hẳn 
-5f+15 = 0of = 3 

=>|(-» + 15)*-^ + l5| 

= -Ị^-|-3 2 +15 +15=22, 5(m) 

Câu 6: Đáp án B 
u = s' = 6f 2 -l 
a = v' = 12t 

Khi í = 2=>fl = 24(m/s z ). 


Câu 8: Đáp án D 
Ta có V = s' = St 3 -1. 

Khi f = l=>0=a-l=7(«/s 2 ). 

Câu 9: Đáp án B 
s = Jl0fdf =>s = 5t 2 . 

Khi v = 20m/s=>t = 2=>s=5.2 2 = 20m. 

Càu 10: Đáp ár. c 

Khi ô tô dừng lại hằn =>ư = 0<=>19~38f = 0<=>f = -. 

2 

s = J(19 - 38f)dt => s = 19f - 19f 2 
Câu 11: Đáp án c 

Từ giả thiết ta có ơ = (-a)df =>u = 15-«í. 

Mà s = Ịvdt = Ị(l5-at)dt=>s = 15t~ị. 

Ồ tô chuyển động được 20m thì dừng tại thời điếm 
«1 

q fy=o Í 15 - flí ‘:° 

K= 15 45 

°|f =í =>a=: ' J =>íỉe ( 5;6 ) 

Câu 12: Đap án A 



Giả sử tiết diện nằm tiên hệ Oxy, tâm o trùng với 
tâm tiết diện 

Suy ra elip: ~+ -~T =1 
F 14 2 12, 5 2 
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Thể tích quả dưa hấu chính là thể tích vật thể thu 
được khi quay phần gạch chéo quanh trục Ox. 

875011 


=>y = 

71 Ị 12, 5 2 

( X 2 > 

1~ 

Ịdx 


} \ 
-14 

{ U 2 J 



SỐ tiền thu được là: 
8750« 


20000 .- 


«183259 «183000 đ. 


3.1000 
Càu 13: Đáp án A. 

Ta có công thức liên hệ giữa vận tốc, gia tốc và quãng 
đường đi được là V 2 - vị = 2as 


sg ^ = 0 - 29 , 4» =444 


2« -2.9.8 

Quãng đường đi được từ lúc bắn đến khi chạm đất là 
s = 44,1.2 = 88, 2 (m). 

Câu 14: Đáp án c 


Ngọc Huyền LB 

Ta có 

ị ĩ 

v~ ịaịt^dt = jịt 2 +4t^dt = 15+-^+2t ỉ 

ịi 2^3 

Mà s= \vảt =>s = 15f + 7 - + -^-. 

J 12 3 

Sau 3 giây, chất điểm đi được quãng đường: 
s(3)=153+^ + í|- = 69,75(m). 

Cáu 15: Đáp án D 

Khi dừng hằng => V = 0(m/s) => t = 4(s). 

Phương trình quãng đường đi được của ca - nô từ khi 
hết xăng 

5f 2 

s = {20 - 5í) dt => s = 20í - ^ 

Tại t = 4 => s = 40 

Suy ra: ca - nô đi được 40 mét 
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Chu đế 4: Sò phuc 

■ — ìlie Ịiest gr nothini 

Chủ đề 4: Số phức 

8. Lý Èhuyếí: 

í. Số phức 

0. sỏ i. 

Việc xây dụng tập họp số phức được đặt ra từ vâh đê mờ rộng tập họp sõ 
thực sao cho mọi phưong trinh đa thức đêu có nghiệm. Đế giải quyết vâh đề 
này, ta bõ sung vào tập sõ thực ;. một sõmói, ki hiệu là ị và coi nó là một 
nghiệm của phương trình X 2 + 1 = 0, như vậy \ĩ =- 1 . 

1. Định nghĩa. 

I ĩf ; i ^f u *'f cđạng a+bi ' tion S đó ^ = -l được gọi là một số phức. 

•Ị Đốivói số phức 2 =a+bi, ta nói « là phần thực, Mà phần ảo cùa 2 . 

: Tập hợp các số phức kí hiệu là 

2. Số phức bằng nhau. 

Hai số phức bằng nhau nếu phần thực và phần ảo của chúng tương ứng bằng 
nhau. ° 

\a+bi=c+di <z>a=c và b = d.\ 

Nhận xét: 

I L T “ g J* aU í! số P hức ' tạ suy r a mỗi số phức hoàn toàn đưọc xác định 
j bời một cặp số thực. Đây là cơ sở cho phần 3. Biếu diễn hình học của số phức. 

; 2 _ Mô ^ ố thực a được đồng nhất vói số phức a+Oi, nên mỗi số thực cũng là 
; một sổ P hức - Do đó ' tập số thực ■ T. là tập con của tập số phức 

I 3 - Số phức o+bi được gọi là số thùân ảo và được viết đơn giản là bi . 

I; 4. Số i được gọi là đơn vị ảo. 

3. Biếu diễn hình học cua sò phúc. 

M Điếm biếu diễn số phức z=a + bi ữên mặt phẳng tọa độ là điểm M{a;b). 

4. Mò đun số phúc. 

* Giả sử SỐ phức z = a + bi được biểu diễn bởi điếm M (ỡ; b) trên mặt phẳng 
tọa độ. Khi đó 

; Độ dài của vecto OM được gọi là mô đun của số phức 2 và kí hiệu là \zị . 

M j . 

ị Vậy |z | = ịOMị = yja 2 +b 2 . 

5. Số phức ỉiên họp. 

I Cho sS phức z =fl+ỈJí . Ta gọi ,-bi làsõphứcliênhọpcúaavàkíhiệulà 
Ịi z — a~bi. 

Chủ ỷ: ~ " ■ 

\ Tổ * g một số P hức vói số P hức liên họp của nó bằng hai lần phần thực 
của SỐ phức đó. 

2. Tích của một số phức với số phức liên hợp của nó bằng bình phương mô 
đun của SỐ phức đó. 
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STU DYHP : 

c+di 

a+bi 

ac+bd ad-bc . 
~a 2 +b 2 a 2 +b 2 


Ngọc Huyền LB 

II. Các phép toán với số phức. 

1. Phép cộng và phép trừ. 

Quy tắc: Để cộng (trừ) hai số phức, ta cộng (trừ) hai phần thực và hai phần ảo 
của chúng. 

1, + bi) + (c + di) = {a + c) + (b + d)i; 

2, ịa+bi)-(c+di) = (a-c)+(b-d)i. 

2. Phép nhân và phép chia. 

a. Phép nhân. 

Phép nhân hai số phức được thực hiện theo quy tắc nhân đa thức rồi thay 
i 2 = —1 trong kết quả nhận được. 

[a + bi)ịc + di) = {ac- bd) + ịad + bc)i 

b. Phép chia. 

Quy tắc thực hiện phép chia hai số phức: 

" Thực hiện phép chia c + là nhân cả tứ và mẫu với số phức liên hợp của 
a + bi 

a + bi.” 

, c + di _(c+di)(a-bi) -tĩc + bd ad-bc . 

Ta CO a + bi - a 2 - b 2 i 2 ~ a 2 + b 2 a 2 + b 2 

3. Phưong trình bậc hai với hệ sô thực. 

Các căn bậc hai của số thực a <0 là ±í'Jõ I . 

Xét phương trinh bậc hai ax 2 + bx + c = 0 với a,b,c 6 - , a* 0. Xét biệt số 
A = b z -4 ac, ta có 


A = 0 

A>0 

A<0 

Phương trình có một nghiệm 
thực 

b 

x 2 a' 

Phương trình có hai nghiệm 
thực phân biệt được xác định 
bởi công thức 

-b±y[Ã 

x,,= — . 

w 2 a 

1. Nếu xét trên tập số thực thì 
phương trình vô nghiệm. 

2. Nếu xét ữên tập họp số phức, 
phương trình có hai nghiệm 
phức được xác định bởi công 
thức 

-b ± iẶÃị 

2a ■ 


Nhận xét: Trong các đề thi thử và đề minh họa của Bộ GD&ĐT thì các câu số 
phức là câu dễ, là câu lấy điểm, do vậy khi làm bài ta cần thận trọng trong 
tính toán. 
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Chư đi? -4: Số phúc 


The bes? or nothỉní 


í:arg 2:ConJs 
3: tr-ie 4: *a+bi 


numbers. 


III. Giđi thiệu một số tính năng tính toán số phửc bằng máy tinh 
Casio. 

Trong máy tinh Casio có chế độ tí nh toán với số phức như sau: 

1. ẤnỊMODE|-> ^CMPLxỊ đẽ vào chế độ tính toán vói số phức. - 

Khi đó các n út quang trọng sau: 

2. Nút |ẼNgỊ phía trên có chữ i nhỏ, khi chuyển sang chế độ tính toán phức thì 
sẽ là i. 

3. Đạc biệt, khi an ỊSHIFTj 2 máy hiện như hình bên. 

Ở đây: 

l:arg ỉà argument cùa số phức. 

2: Conjp là hiển thị số phức liên hợp của số phức. ( Ở đây Conjp là viết tắt của 
conjugate). 

3: Dạng lượng giác của số phức 

4: Từ dạng lượng giác của số phức chuyến thành dạng chín h tắc. 

Trên đây là một số lưu ý về tính toán vói số phức trên má y tính cầm tay. 

Đặc biệt, khi tính mô đun số phức ta sử đụng nút ỊsHĨPTÌ + Ịh£2 (Absolute 
vaỉue) hay chính là nút giá trị tuyệt đối. 
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Công Phá Toán - Lóp 12 



1. Phân thực, phân áo. 

C. 1 U 1: Cho số phức: z = (l + ì ) 2 + (l + ỉf + ... + (l + i) 22 . 
Phần thực của số phức z là: 

A. -2" B. -2 n +2 c. -2" -2 D.2 11 

(Trích đê thi thử tân 2- THPT chuyên KHTN) 
Cáu 2: Cho số phức z = -l+3i. Phần thực và phần 
ảo của SỐ phức w = 2 i -3z lần lượt là: 

A. '3 va -7 B. 3 và -11 C.3và-7 D. 3 và 11 
(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Cảu 3: Phần thực của số phức z = 5+2i-(l + if là: 

A. Đáp SỐ khác B. 7 

c. 3 D. 5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 4: Cho hai số phức z, = l-i,z 2 =3+2 í. Phần 
thực và phần ào của số phức Zj-Z z tương ứng bằng: 

A . 5 và 1 8. 5 và -í C. 5và-l D. 4 và 1 

2, Biếu diễn hình học của số phúc. 

c.i u S: Tập hợp các điếm bểu diễn các số phức 2 thỏa 

mãn phần thực của bằng 0 là đường ữòn tâm 
I, bán kính R (trừ một điếm): 


, -l'l „ 1 

7-1 -ì') 1 

[2 ; 2 = Ì 

B. ịfrj}R-ị 

c. lfỉ;ỉLt-i 


u V 2 

u 2 / 

( Trích đê thi thử lãn 2- THPT chuyên KHTN) 


Câu l ):Tậphợpcác điếm biếu diễn cácsố phức z thỏa 
mãn |z-2-iị=|z+2i| là đường thẳng: 

A. 4x-2y + l = 0 B. 4x-6y-l = 0 

c. 4x+2y-l = 0 D. 4z-2y-l = 0 

( Trích đê thi thử Íãn2- THPT chuyên KHTN) 
Cáu 10: Cho các số phức z thỏa mãn: 
|z-i| = |z-l + 2í|.Tập hợp các điểm biếu diễn các số 

phức u> = (2-í)z + l trên các mặt phẳng tọa độ là một 

đường thẳng. Viết phương trình đường thẳng đó. 

A. -x+7y+9 = 0 B. x + 7y-9 = 0 

c. *+7y + 9 = 0 D. z-7y+9 = 0 

(Trích đê thỉ thử ữm2~ THPT chuyên KHTN) 
Câu 11: Điểm M trong hình vẽ bên là điếm biểu 
diên của SỐ phức z. Tim phần thực và phần ảo của 


Ngọc Huyền LB 

(Trích đê thi thử sô' 5 - tạp chí Toán học & Tuổi t rẻ) 
Câu 5: Cho Số phức z thỏa mãn iz = 2 +i. Khi đó 
phần thực và phần ảo của z là: 

A. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng -2 i 

B. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng 2 i 

c. Phần thực bằng -1 và phần ảo bằng -2 

D. Phần thực bằng 1 và phần ảo bằng -2 

(Trích đê thi thử Sở GD & ĐT Hà Tình) 
Câu 6: Cho SỐ phức z-a+bi. Số phức z 2 có phần 
ảo là: 

A. 2 ab B. -2 ab c. a 2 +b 2 D. ab 

( Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Cáu 7: Cho (x+2í) 2 =3 x+yiịx,ỵe c). Giá trị của X 
và y bằng: 

A. X = 1 và y = 2 hoặc X = 2 và y = 4 

B. X = 2 và y = 5 hoặc X = 3 và y = -4 

C. X = -1 và y = -4 hoặc X = 4 và y = 16 

D. X = 6 và y - 1 hoặc X = 0 và y = 4 
( Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 


SỐ phức z. 

Ả. Phần thực là -4 và 
phần ảo là 3. 

B. Phần thực là 3 và 
phần ảo là 4i 
c. Phần thực là 3 và 
phần ảo là -4 
D. Phần thực là -4 và 
phẫn ảo là 3 i 

(Trích đê minh họa môn Toán Ĩan2- năm 2017) 
Cáu 12: Phương trình của tập hợp các điếm biểu 
diễn SỐ phức z thỏa Ịz+i| = | z +l| là? 

A.x - y - 0 B. * +y = 0 

C. 2* +y -1 = 0 D. x -ly =0 

(Trích đẽ thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Câu 13: Cho số phức 2 = 5-4í. Số phức đối của z có 
điểm biếu diễn là: 

A. (-5;4| B. Đáp số khác 

C. (5;4) D. (5; -4) 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 


y; 



3 

0 

ị / 

1 

-4 

- i M 
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Chủ cìc 4: sỏ' phức 


The best or noĩhin! 


Cau 14: Trên mặt phẳng tọa độ Oxy, tập hợp điểm 
biểu diễn các số phức 2 thỏa mân điều kiện 

\zi-( 2 +ỉị= 2 ik: 

A. (*-2) 2 + (y-l) 2 = 4 

B. (x-2f+(y + ĩf = 4 
c. (x~ĩf + {y- 2 f =4 

D. (*-l) 2 +(y + 2) 2 =4 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 15: Cho số phức 2 thỏa màn (l +3 i)z + 2Ỉ - -4. 
Điêm nào sau đây là điếm biếu diễn cùa 2 trong các 



'y 

Q_. 

1 p 

- - *o 

1 

o 

X 

M h- 



điểm M, N,P,Q ở hình bên? 

A. Điếm M B.Điểm N 

c. Điểm p D. Điểm Q 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 17: Cho hai số phức 2j ~l-i,z 2 =3 + 2/. Trong 

mặt phẳng Oxy, gọi các điếm M,N lần lượt là điếm 
biểu diên số phức z t ,z 2 , gọi G là trọng tâm của 
tam giác OMN, vói Ó là gốc tọa độ. Hòi G là 
diêm biếu diễn của số phức nào sau đây? 

A. 5-i 3. 4+i C.Uịi D.2+h 

3 3 2 

(Trích đê thi thử số 5 -tạp chí Toán học & Tuồi trẻ) 


Càu 18: Cho số phức z thỏa mãn Ịz-l+i| = 2. Chọn 
phát biểu đúng: 

A. Tập họp điểm biểu diễn số phức z là một 
đường thẳng. 

B. Tập hợp điểm biểu diễn số phức z ỉà một 
đường Parabol. 

c. Tập họp điếm biểu diễn số phức z là một 
đường tròn co bán kính bằng 2. 

D.Tập hợp điếm biếu diễn số phức z là một 
đường tròn có bán kính bằng 4. 

(Trích đê thi thứ Sớ GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 19: Cho SỐ phức z thỏa mãn |z+l|=|z-2í+3j. Biết 

tập các điểm biểu thị cho z là một đường thẳng. 
Phương trình đường thẳng đó là: 

A.x-y-3-0 B. x-y+3 = 0 


c. x+y+3=0 D. x-y = 0 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Càu 20: Giả sử Aí(z) là điểm trên mặt phẳng phức 
biếu diễn SỐ phức z . Tập hợp các điểm M(z) thoả 
mãn điều kiện |z - 1 + /| = 2 là một đường tròn: 

A. Có tâm (-l;-l) và bán kính là 2 

b. Có tâm (l;-l) và bán kính là 4Ỉ 

c. Có tâm (~l;l) và bán kính là 2 

D. Có tâm và bán kính là 2 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 

Câu 21 : Điếm biếu diễn của số phức z = — là: 

K 2-3 i 

A -M C.(3;-2) a(4;-l) 

( Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 


3. Các phép toán vói số phức, mô đun số phức, số phức liên họp. 


Câu 22: Cho số phức z, =l+2i và z 2 =-2-2i. Tim 
môđun của số phức z, -z 2 . 

A -| z i-2 2 | = 2>/2 B. |zj -z 2 [ = 1 

c. |zj-z 2 | = VĨ7 D. Ịz,-z 2 | = 5 

(Trích đê thi thủ THPT chuyên Nguyễn Trãi - Hải 
Dương) 

Câu 23: Tìm số phức liên hợp của số phức z = i(3i + 1 ). 
A -z = 3-i B.z = -3+f 

c 2 = 3 +i D. z = -3-í 

(Trích đê minh họa môn Toán ĩẵn 2 ~ năm 2017) 

( - a _ u 24: môđun của số phức z thỏa mãn 

z(2-i) + 13/=l. 


A. |z| = V34 B.|z| = 34 

c.y.®p D.y = ^ 

3 3 

(Trích đê minh họa môn Toán Ĩẵn2 - năm 2017 ) 
Câu 25: Cho số phức z = a + bi(a,b € í) thỏa mãn 
ĩ+i)z + 2z = 3 + 2i. Tứih P-a+b. 

A -P = ị B.p = l 

c. p = -l D.p = -Ặ 

2 

(Trích đê minh họa môn Toán Un 2- năm 2017) 
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Cáu 26: Xét SỐ phức 2 thỏa mãn (l+2i)z = ^^-2+/. 


Mệnh đề nào dưới đây đúng ? 

A. ị<\z\<2 
2 1 1 


c l 2 l 2 


B.|zỊ>2 

D. 

2 11 2 


(Trích đê minh họa môn Toán lãn 2- năm 2017) 

Cáu 27: Cho số phức 2 thỏa: - — 7 = z. Môđun của số 
z-i 

phức: w = (2 - i)z - 1 là? 

A. I w Ị = 5 B. I to| = >/5 

c. ỊtoỊ = 3 d. Ịw| = 1 

(Trích đe thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Cáu 28: Giá trị của z = 1 + i + z 2 + ... + ỉ' 2017 là? 

A.-l + i 8.0 

c.l-i D.l+i 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Càu 29: Cho số phức z = 1 + 2i, giá trị của số phức 
TO = z+iz là? 

A. 2-i B. 3+3i 


c. 1 +i 


I). 3 -3i 


(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Cáu 30: Cho hai SỐ phức Zj =l-/,z 2 =3+2 í. Tim 

môđun của số phức z l -z t . 

A. & B.5 c. VĨ3 D. ^ 

(Trích đê thi thử số 5 - tạp chí Toán học & Tuổĩ trẻ) 
Cáu 31: Cho hai số phức 2 , = l-/,z 2 =3+2i. Tìm số 


phức z thỏa mãn z.z, + z 2 = 0. 


A. 2 = 
c. z = 


1 5. 

2 2 1 

1 . 5": 

2 2 


B. 

2 2 

„ 15, 

D. z = “ + £i 
2 2 


(Trích để thỉ thử số 5 -tạp chí Toán học ờ Tuổi ừè) 
Càu 32: Cho số phức z =3+2/. Tun số phức 
TO = 2i-(3-Z)z+2iz-l? 


A. TO=— 12-17/ B. TO = 12 +17/ 

c. TO = 12-17/ D. TO = -12+ 17/ 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Cảu 33: Cho SỐ phức z thỏa mãn Ịz-4|+Ịz + 4| = 10. 
Giá trị lớn nhất và giá trị nhò nhất của Ịz| lần lượt là: 


A. 10 và 4 B. 5 và4 C.4và3 D.5và3 
(Trích đê thi thử SỐ 5 -tạp chí Toán học & Tuổi ừẻ) 
Câu 34: Cho Số phức z thỏa mãn 
(l“/)z + 2/z = 5+3/. Môđuncủazlà: 


Ngọ c Huyền LB 

A. \z\ = JĨ B. |z| = V5 

c. |z| = 5. D. |z| = 3 

(Trích đê thi thử Sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
Cảu 35: Cho hai Số phức 2 , =2+i,Zj =3-4/. Môđun 

của SỐ phức (zj-z 2 ) là: 

A. V 24 B. -M 

c. M D. 4Ũ 

(Trích đê thi thử Sở GD ở ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 36: SỐ phức liên hợp của số phức z-a+bi là số 
phức: 

A. z—-a+bi B. z = b-cà 

c. z = -a-bi D. z=a-bỉ 

(Trích đê thi thử Sở GD & ĐT Hà Tỉnh) 
Càu 37: Cho hai số phức 2 j =1+3» ;Zj =2-i. Tìm Số 

phức TO = 2z t -3z 2 . 

A. IV = — 4— 9/ B. «7 =-3+2/ 

C. «7 = -3-2/ D. TO = -4+9/ 

(Trích ríe thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Cáu 3S: Cho SỐ phức z=a+bi thỏa mãn 
2z+z = 3+Z. Giá trị của biêu thức 3 a + b là: 

A 6 B. 3 c. 4 D.5 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Cầu 3*»; Cho hai số phức z 2 =l+/;Zj =2+3/. Tìm số 

phức ĨV — ịz^ Ỵ -Z 2 

A. ty = 6+4/ B. TO = 6-4/ 

c. TO = — 6—4/ D. TO = — 6+4/ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 
Càu 41: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện 
2z-Zz = 2+5Z. SỐ phức z cần tìm là: 


A. z = 3+4/ B. z = 3-4/ 

c. z = 4-3/ D. z = 4+3/ 

(Trích đề thi ỉhử THPT chuyên V? Thanh - Hậu Giang) 

ĩ -E 

Càu 42: Cho số phức 2= 2 + 2*‘ Khi đó số phức 

(z) bằng: 


1 Sị 
A. ỉ 


_ .1x4 

B. -A + -^-ỉ 
2 2 


C. 1+^3/ D. -Vi-/ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh - Hậu Giang) 

ịjị 

Càu 43: Cho số phức z = “ + — i. Số phức 


TO = l+z+2 2 , |to| bằng: 

A. 2 B. 3 C.l D.o 

: (Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 

. , 3-4/ , & _ 

Cáu 44: Số phức z = --— r băng: 

4-/ 
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9 23. 
' ■ 25 25* 

c. ỊLỊi 
5 5 


B. M » . 
15 15 

D. 

17 17 


( Trích đê thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Câu 45: SỐ phức 2 thỏa mãn: 

(l + /)z+(2-3/)(l+2/) = 7+3í là: 


. 1 . 3 . 

A. z=-~ + ^i 
2 2 

- 1 . 3 . 

c. z=f+f/ 

2 2 


B. z=44i 
2 2 

n 1 1. 
2 2 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 
4. Phuong trình. 

c.m 47: Trên tập số phức, tim nghiệm của phương 
trình /z+ 2 -/ = 0 . 


A. 2 = 1-2/ B. z = 2 + / 

c. 2 = 1+2/ D. 2 = 4-3/ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Trãi — Hải 


Dương) 

Cau 48: Kí hiệu z 0 là nghiệm phức có phần ảo 
dượng của phương trình 4z 2 - 16z + 17 = 0. Trên mặt 
phăng tọa độ, điểm nào dưới đây là điếm biếu diễn 
của SỐ phức w = iz 0 ? 



(Trích đê minh họa môn Toán tân 2- năm 2017) 
Câu 49: Cho phương trình: z 2 -2z+3 = 0 có hai 

nghiệm là Z1, 22 . Giá trị của w = z\ +zị + ZjZ 2 là? 
A -2 B. 3 

c 1 D. 1-i 


(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 


- The best ur nuthing 

Câu 50: Giá tộ của b và c đế phương trình 

z 2 + bz + c = 0 nhận z = 1 + i làm nghiệm là? 
A. b = 1 và c = 3 . B. b = 2vàc = -2 

c. b = -2 và c = 2 D. b = -3 vàc = l 

(Trích đê thi thử THPT Hoàng Diệu) 
Cau 51: Gọi Zj và z 2 là hai nghiệm phức của 

phương trình z 2 + 2z + 10 = 0. Giá trị của biểu thức: 

A= \ z f + ì z if là: 

A. 10 B. 2VĨÕ 

c - 20 o. Đáp số khác 


(Trích đê thi thứ THPT chuyên Hoàng Văn Thụ) 


Câu 52: Gọi z l ,z 2 ,z i ,z 4 là bốn nghiệm phức của 
phương trình 2z 4 -3z 2 - 2 = 0. Tổng: 

r *W + H+KI + KI b ^g : 


A. T- 5^2 B. 7=3^2 

c.r=5 D.r-^2 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Càu 53: Xét phưong trình z 3 = 1 hên tập số phức. 
Tập nghiệm của phương trình là: 


A. S = Ịlj 

c. s = « 

(Trích đê thi thử số 5 -tạp chí Toán học & Tuổi trẻ) 


B. s=j 

L.-1±V3 

; 2 

D. s = < 

u±đi 


l 2 2 


Câu 54: Biết và z 2 là hai nghiệm phức của 

phương trình: 2x z +^3x + 3 = 0. Khi đó zị + ị 
bằng: 

9 „ _ 9 3 

A. -7 B.3 C. ^ D. 4 

4 44 

(Trích đê thi thử Sở GD & ĐT Hà Tĩnh) 
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Công Phá Toán - Lớp 12 


Ngọc Huyền L8 


Hướng dẫn giải chi tiết 


Câu 1: Đáp án c. 

Ta có: S n =1 + p l +p 2 +... + P” = 

( 1 +if-l . .... 

=>z = - l-(l + í) 

i 

=>z = -2050 -2048í' = -2 n - 

Câu 2: Đáp án D. 

w=2i-3z = 2i-3(-l-3i) = 

Càu 3: Đáp án B. 

Ta có: 

z=5+2i“(l+z) 3 =5+2/ +2 

Câu 4: Đáp án c. 

Ta CÓ: z,.z 2 =(l-i)(3 + 2i) = 

Cáu 5: Đáp án D. 

Ta có: z = ^ịi = l-2i 
i 

Cáu 6: Đáp ãn A. 
z 2 =[a+bif =a 2 ~b 2 +2abi 

Cáu 7: Đap án c. 

Ta có: 

l . A • 2 . . 


<=> 


X 2 -4 = 3x 

o 

X — - 1 

x = 4 o 


4x = y 



•* 

II 



Câu 8: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yí(x,y* o) 

Theo bài ra ta có: 

Z-1 x + yi-1 x + yi-l (x + yi-ĩ)(x-i(y-l)) 

z-i ~ x + yị-i x+t\y- 1) = X 2 +(y-l) 2 

_ x*-x + y(ỵ- 1) 0 

* 2 +(y-i) 2 

Vậy biểu diễn hình học của số phức z là: 


'lì 

x-~ 

2 


+ 


y~: 


Câu 9: Đáp án D. 

Giả sử: z = x+yi(x,y* o) 

Ta có: Ịz-2-ì|=|z+2ỉ| 

o|(z-2) + (y-l)f| = |z + (2-y)i| 

o(z-2) 2 +(y-l) 2 =z 2 +(y-2) 2 
o4x~2y-l = 0 
Càu 10: Đáp án C. 



Đặt 2 = x + yi,ịx,y e y ) . 

p^-1 

Khi đó phưong trình 

V 1 

~JS+(y-iỹ=Ậx-iỹ + (y + 2f 
<=> -2y + 1 = -2x + l + 4y + 4o2x-6y-4 = 0 

2048Ĩ 

ox-3y-2 = 0ox = 3y+2 

Với 

i+ 3 

ĩơ = x'+y'i = (2-i).z+l = (2-i).(x+yi)+l 
= 2x+2yi-ix+y + l 


= (2x+y+l)+(2y-x)i 

i-7 

fx , = 2x + y+l = 2.(3y + 2)+y = 7y + 5 

Ịy ’ = 2y - X = 2y - 3y - 2 = -y - 2 

i 

=>x'+7y' = -9»x'+7y'+9 = 0. 

Câu 11: Đáp án c. 

Câu 12: Đáp án A. 

Giả sử: z = x + yi(x,y€ y) 

Theo bài ra ta có: |z + i| = |z + 1| 
o|x+(y+l)i| = |(x+l)-ytj 
ox 2 + (y + ự=(x + l) í + (-y) ỉ 

= 3x+yi 

o2x-2y = 0 

X = -1 

ox-y = 0 

y = -4 

Càu 13: Đãp án A. 

X = 4 

z = x+yi (x,ye ')=>z’ = -x-yi 

y = 16 

Câu 14: Đáp án D. 


Giả sử: z = x+yi(x,y*0) 

Theo bài ra ta có: I zi - (2 + i) I = 2 
o|xi-y-2-z|=2 
o(x-l) 2 +(y+2) 2 =4 
Câu 15: Đáp án D. 

Ta có: (l+3z)z+2z'=-4oz = ^“r = -l+i 
Câu 17: Đáp án c 

Lời g iải: Do M, N lần lượt là điểm biếu diễn số phức 
Zj;z 2 nên M(l;-l),N(3;2). Khi đó tọa độ điểm G là 

4 l' 


ữọng tâm của tam giác OÀ4N có tọa độ GỊ^; 3 J ■ 

„ 4 1. 

Vậy G là điểm biếu diên của số phức z = 2 + 2 1 • 

Câu 18: Đáp án c. 

Giả sử: z = x+yi(x,y*0) 

Theo bài ra ta có: 

|z-l+i| = 2 

o|(x-l) + (y + l)i|»2 
o(x-l) 2 +(y+l) 2 =4 


LOVEBOOK.VN I 232 




Chủ dề 5: Sỏ' phức 

Câu 19: Đáp án B. 

Giả sử: z = x+yi{x,y*ty 

Theo bài ra ta có: 

|z + l|=|z-2í + 3| 

o(* + l) 2 +y 2 =(x + 3) 2 +(y-2) 2 

Oĩ-y+3 = 0 

Câu 20: Đáp án D. 

Giả sử: z = x + yi{x r y*(ỷ} 

Theo bài ra ta có: 

|z-l+i| = 2o(z-l) 2 +(y+l) 2 =4 

Càu 21: Đáp án 8. 

, 1 2 3. 

I a có: z = - — — = — + — i 
2-3Ĩ 13 13 

Cáu 22: Đ.ip ân D. 

Ta có: |zj - z 2 1 = |l + 2i - (-2 - 2i)| = |3 + 4i| = 5 
Càu 23: Đáp án D. 

Theo bài ra ta có: 
z = i(3i+l) = -3+i => z = -3-i 
Câu 24: Đáp án A. 


Tacó: H = |^|H3-5.-|.V34 

Càu 25 : Đáp an c. 

Giả sử: z = a+biịa,be ') 
(l+i)(a+bi)+2(a-bi) = 3+2i 
<=>3a-ẻ»+(<ỉ-b]i = 3+2i 


3a-b = 3 
Cl> \a-b~2 0 


1 

a ~-z 

2 

b~-ị 

2 


=> p = a + b = -ĩ 
Câu 26: Đáp án D. 

Giả sử: 2 = x+yi ịx,y 6 V ) và \z\ = c(c> o) , 

thay vào đẳng thức ta có: 

(l + 2/)c = -^ĩ-2+/ 
x + yi 

<t>(l+2i)c = -^fc^l-2+{ 

c 


- + 2 + Ĩ, 

c ‘ l 

c-ỉ^ộ+2-0 


2 c + 


c* 

#-1=0 


c + 2 = 


xVĩÕ 


-2c+ỉ = 


(c+2) 2 +(2c-1) 2 = 

C = 1 ụ /m) 

c = - 1 (to í/m) 


yVĨÕ 

c 2 

Ĩ0(x 2 + y 2 ) 10 
c 4 c 2 

«•14 = 1 


The best or nothing 


1 I • 3 
Do đó ta có: r <14 <- 

2 n 2 

Cáu 27: Đáp án B. 

Ta có: 

2-1 - /_ A 

f ~ = i=>zịl-i) = 2 

z-i v ' 

oz = l+i=>w = (2-i)(l + ij-i = 2 + i 

|zơ| = #5 

Câu 2S: Đáp án D. 

•2018 _ 1 

Ta có: z~ — — -— = 1 + 1 . 
i — 1 


(Áp dụng công thức: S n = 1 + p + p 2 + + f ~ l ) 

p-1 


Cáu 29: Đáp án B. 


Ta có: w = z + iz =(l+2í)+z(l-2z)=3+3i 
Cầu 30: Đáp an A. 

Ta có: |í-z 2 |=|l+i-3-2i| = V5 

Càii 31: Đáp an D. 


Tlo&Ĩ.ÍL.dbĩí.lỄi =z-44i 

z, 1 -i 2 2 2 2 

Cáu 32: Oáp án D. 

Ta có: a>=2i-(3-i)z+2iz~l 


= 2 i - (3 - 0(3-2/) + 2/(3+ 2i) - 1 
= -12 + 17/ 

Càu 33:EJáp án D. 

Lùi giậu Đặt z-x + yỉ (x,y e «0 . Khi đó phương 
trình đề bài trở thành: 

I* - 4 + yí| + |x + 4 + yiị = 10 

o yj(x -4) 2 + y 2 + Ậx +4) 2 + y 2 = 10 

Đến đây, ta nhớ đến các bất đẳng thức vecto như 
note ờ bên. 


Vậy đặt w = (x-4;y),ĩ; = (x + 4,y) . Khi đó áp dụng 


bđt Ịu| + |ĩ>|>|h + z?| ta có: 

^x~-4) 2 +y 2 +Ậx+4) 2 +y 2 ^Ậ2xf +( 2 yf 

<=> 10 > 2yjx 1 + y 2 o jz| < 5 . Vậy GTLN của mô đun 
SỐ phức z là 5. 

Với GTNN, áp dụng bất đẳng thức Bunyakovski ta 
có: 


( W (* -4 ) 2 + y 2 W (* +4 f + ỵ 2 ) 

^(l 2 +l 2 )((x-4) 2 +y 2 +(x + 4) 2 +y 2 ) 

=>10 <2(x 2 +y 2 +16)ox 2 +y 2 >9 => -Ị^-ị-y 2 >3 . 

Vậy GTNN của mô đun số phức z là 3. 

Cáu 34: Đáp án B. 

Giả sử: z = x+yi(x / y*0) 
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Ngọc Huyền L8 


(l - f)(x+yi) + 2 / [x - yi ) = 5+3/ 


o (x + 3y)+ (x + ỳ)i = 5+ 3/ ị x + ^ ' 5 

[x+y = 3 

X = 2 II [- 
o z = v5 

[y=l 11 

Câu 35: Đáp ân B. 

Ta CÓ: |z 1 -z 2 | = |2+/-3+4zj=Ị-l+5/| = V26 

Càu 36: Đáp án D. 

Cáu 37: Đáp ári D. 

Ta có: w = 2z i -3z ĩ = 2(1+3/) - 3(2 - /) = -4+ 9/ 
Câu 38: Đáp án C. 

Ta có: 2(ữ+i?/) + «-Ỉ7/ = 3 + ỉ 
o3« + /Ỉ7 = 3 + í 
(a = l 


04 =>3fl+ỉ? = 4 

l 6 = 1 

Câu 39: Đáp án D. 

Ta có: w = (z l f^ ĩ = (l+/) 2 .(2+3í) = -6+4/ 
Câu 41: Đáp án A. 

Giả sử: z = x+yi(x,y*Q) 

2z-/z = 2+5/ 

o 2(z + yi) ~i{x-yi)= 2+ 5 i 
<z>2x+2yi-xi-y = 2+5i 
2x-y = 2 [* = 3 

-x + 2y = 5 Ịy = 4 
Vậy z=3+4i 
Cảu 42: Đáp án B. 

Í.Ể.,1 


<=> 


2 ~ 2 1 


ị + 4« 


2 + 2 


2 2 2 2 


Ta có: (z) 2 = 

Cáu 43: Đáp án D. 

Ta có: |w| = |l + z + z 2 | = 

Càu 44: Đáp án D. 

- , 3-4» 16 13, 

Ta có: z = -~ ~ =73-7 ~i 
4-i 17 17 

Càu 45: Đáp án c. 

Sừ dụng lệnh CALC trong máy tính đế thử các 
phưong án. 

Câu 47: Đáp án c 
Câu 48: Đáp án B. 

Ta có: 


4z 2 -16z + 17 = 0o 


=>ỉữ~ iz ữ =-~+2i 


z = 2 -h 
2 


Cáu 49: Đáp án C. 
Ta có: 


z 2 -2z+3 = 0o 

Suy ra: w = z\ +ị + ZjZ 2 

=(ĩ+&)\(i-&fl(i+Jĩỉ)(ĩ--Jỉi) = i 

Cáu 50: Đáp án C. 

Do z = 1 +• i là nghiệm của phương trinh đã cho 
nên: 

(l+/) 2 +ỉ>(l+/)+c = 0 
o>2/+Ỉ7+Ỉ7/+c = 0ofc+c+(2+fc)/ = 0 
o 1^ = 0 í& = -2 

[2 + ỉ> = 0 \c = 2 

Câu 51: Đáp án c. 

Ta có: 

z, = -1+3/ 


Z = l+V2i 

Z = l-Jĩi 


z +2z+10 = 0o 


L z 2 =-l-3i 


Suy ra A = |-1 + 3if + 1-1 -3tf = 20 
Cáu 52: Đ.ip án B. 

Ta có: 

2z 4 -3z 2 -2 = 0'O (2z 2 + l)(z 2 -2) = 0 


o 


K')( 2 4)mm=° 


o 


T-H+hl+N+M- 3 ^ 


' 

Z 1 ~ 2 2 

, -Ế,- 

z 7~ 2 * 

Z 3 =yỊ2 


Cáu 53: Đáp án D. 
Ta có: 


= 0 z 3 =1 o(z-l)(z 2 +z + l) = 0 


'z = l 
|z 2 +z 


oj , _ „ «• 

'+Z+1=0 


Z = 1 

*--ị±ệl 
2 2 


Suy ra: S= 1 2* 2 


Câu 54: Đáp án A. 

Ta Có: Zj 2 +z 2 2 = (zj +z 2 ) 2 -2ZjZ 2 


Áp dụng hệ thức Viet ta có: 


£ 


z i +2 2=-y 
_ 3 

Z,Z- =-r 
1 2 2 


Suy ra ta có: Zj 2 + z 2 2 = 


Lã 


-2.1.4 

2 1 2 4 
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: Số phức 

Đọc thêm: Bổ sung một sô ví dụ khác về số phức 


The best or nothing 


1. Bài toán tìm số phức có môđun lớn nhất, nhỏ nhất. 



n. mật sõ kien thúc np dụng. 

1. Bất đẳng thức; Bunyakovsky 

2. Định lý về dấu của tam thức bậc hai. 

3. Sự đồng biêh nghịch biến của hàm số, bảng biến thiên. 

4. Giao điểm của đường thẳng và đường thẳng, đường thẳng và đường tròn. 

5. Tính chất của hàm số lượng giác. 

B. Cnch giới: 

I Bước 1: Tim tập hợp (c) các điếm biểu diễn của z thỏa mân điều kiện. 

Bước 2: Tim số phức z tương ứng với điểm biếu diễn M e (g) sao cho khoảng 
! cách OM có giá trị lớn nhất (hoặc nhỏ nhất). Chú ý áp dụng hình học 
c. Hẹ thòng bai tập dién hinh 
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Ví dụ 1. Biết các số phức z có tập họp điểm 
biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ là hình vuông 
tô đậm như hình vẽ bên. Môđun lớn nhất của số 

phức z là 

1 

y 


-1 


r 

1 


0 


X 


r 




-1 



A. |z| =1. 

1 Irruix 

B. 

II 

ro l >-* 


c. |z| 

D 



Đáp án c. 

Lời giải 

|zị bằng độ dài đường chéo của hình vuông 


cạnh bằng 2. 

Tiếp theo, ví dụ 2 củng cố kiến thức về ý nghĩa 
hình học của mô đun số phức: 


Ví dụ 2. Biết các số phức z có tập hợp điểm 

biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ là phần tô 

đậm. Môđun nhỏ nhất của số phức z là 


y 

0 

* 

A. ịz| =1 

B. \z\ =-. 

l Imin 

1 Inún 2 

c.[z| =- 

D. |z| =s. 

1 Imin 3 



Đáp án A 


Lòi giải 



Ngọc Huyền LB 

Tam gỉác OAB có góc OBA là góc tù nên 
OA>OB=$\z\>OB=l. 

Vỹ i z L =1 - 

Vỉ dụ 3. Biết các số phức z có tập hợp điếm 
biểu diễn ưên mặt phẳng tọa độ là hình ữòn tô 
đậm như hình vẽ; bên. Môđun lớn nhất của số 



c. |zỊ = 3. D. |z| =r/3. 

Imax nxax 



Tam giác OAB có góc OAB là góc tù nên 
OA<OB=>\zị<OB=3. 

vậyNL=3- 


Ví dụ 4. Biết các số phức z có tập hợp điểm 
biểu diễn trên mặt phẳng tọa độ là đưòng elip 
như hình vẽ bên. Môđun nhỏ nhất của số phức 

z là 

ịy 

1 



; 

A.|z| . =1. 

1 Imin 

B. |z| =2. 

• Imin 

c. |z| =-. 

1 Imin 2 

D. \z\ 

1 tmin 2 


Đáp án A 
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Ví dụ 5. Biết SỐ phức 2 có tập hợp điếm biểu 
diên trên mặt phẳng tọa độ là hình elip tô đậm 
như hình vẽ bên. Môđun lớn nhất của số phức 
z là 


A. z = 1. 

• imax 


B - = 2 . 
1 imax 


\z\ =-. 

I Imix 2 


ũ. |z| =ị 

laux 9 


Đáp án B 


í.ỡi gi«ii 


EIip có độ dài trục lớn bằng 2a = 4 => Ịz| =2. 

=> Chọn đáp án B. 

'ví dụ 6: Biết rằng số phức z thỏa mãn , 

K = (z+3-i)(z + l + 3 ij là một số thực. Tìm giá 
trị nhỏ nhất của Ịzị. 

A.2sẼ • B. 2 

c. 4 D. 


Đáp án A. 

Lói giãi 

Giả sử z=x+yi, ta có: 

« = (z + 3 + (y-l)/)(x+l-(y-3)i) 

= x 2 +y 2 +4x-4y + 6 + 2(x-y-4)i 
Ta có: ue'j.<=>x-y-4 = 0. 

Tập hợp các điểm biểu diễn của 2 là đường 
thẳng (d):x~y~ 4 = 0. Giả sử M(x;y) là điếm 
biểu diễn của z thì 

OM±(d). 

Tim được M (-2; 2) o z = -2 + 2 i. 

Ví dụ 7: Biết rằng số phức 2 thỏa mãn 

7Ẹ- . = V 2 . Tìm giá tri nhỏ nhất và lớn nhất 

2 T 1 l 

của |zj. 


A. min|zỊ = -2+-v/ĨÕ, max|z| = 2 + yjw, 

B. min|z| = -3+VĨÕ, max|z| = 3 + \/ĨÕ. 
c. Không tồn tại GTLN, GTNN 
D.min|z| = -l+->/ĨÕ / max|z| = l + N /ĨÕ / 


Đáp án 8. 

Lòi giãi 

Giả sử z = x+yỉ, ta có: — - = >/2 

z+l-i 

I* + 2 + (y - l)zj = sỊĩ \x + 1 - (y + 1 ) iị 
®(* +2 ) :+ (y-lf = 2((j:+l) í +(y + x) ! j 
oz 2 +(y+3) 2 =10. 

Tập hợp các điểm biểu diễn của z là đường tròn 
tâm /(0;-3), bán kính R = yfĩÕ. Giả sử M là 
điếm biểu diễn của z thì |z| oOM_; 

I Irrũiì min 7 

Tìm được: 

min|z| = -3 + VĨÕ, khi z = Ị-3-i->/ĨÕ)i và 

max|z| = 3+*v/ĨÕ, khi z = -(3+yfĩÕ)i. 


Vi dụ 8: Cho SỐ phức 2 thỏa điều kiện 

|2 - 2 + 3iị = V- . Điểm biểu diễn cho số phức z 

có môđun nhỏ nhất có tọa độ là: 

A í 26-37Ĩ3 78 + 9^ 1 



26 - 3V13 

78 + 9V13 

13 

' 26 , 

26 + 3VĨ3 

78 + 9 VĨ 3 > 

13 

26 

/ 

26 - 3 VĨ 3 

-78 + 9 VĨ 3 

13 

26 

'26 + 3-JĨ3 

78-9VĨ3Ì 


Đáp án c 

Lời giãi 

Đặt Z = x + yi,(x,ye3.). 

Ta có |z-2+3fj=| o|x + yz'-2 + 3ỉ| = | 

°( I - 2 ) a+ (y+3) í =j 
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Công Phá Toán - Lóp 1 2 

Tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là đường 

tròn tâm j(2;-3) bán kính là R = ^ , 

Lúc này nếu Oỉ cắt đường tròn đã cho tại lần lượt 
hai điểm A; B thì OA < ịzị < OB 

Mặt khác phưong trình đường thẳng chứa OI là: 
3x + 2ỵ=0 

Vậy tọa độ điểm A, B thỏa mãn hệ phương trình: 

\ x -2)\(y + 3f = 9 - 

y = -T* 

1 2 


9 7 9 

=>x* -4X + 4 + -X 2 ~9x + 9 = - 


<=> 


4 

26 + 3VĨ3 

— - =»y*- 


4 

78 + 9 ^ 


x = 


13 26 

26 - 3^3 -78 + 9^3 

-I -5 y n/z 


Ta chọn 


13 26 

f 26-3^3. -78 + 9^3] 
26 


(do tìm min) 


Ví đ ụ 9: Trong các số phức 2 thỏa điều kiện 
\z - 2 - 4i| = |z - 2i| . Điểm biếu diễn cho số 
phức 2 có môđun nhỏ nhất có tọa độ là: 
A.(2;2). . B.(-2;-2). 

C.(2;-2). D.(-2;2). 

Đáp án A. 


Lòi giãi 

Đặt 2 = X + yi, ịx, y € . Lúc này ta có: 

|*+yi-2-4i|=|*+yi-2i| 

o(r-2) 2 +(y-4) 2 =x 2 +(y-2) 2 
«--4r+4-8y + 16=^4y + 4 
o 4r + 4y - 16 = 0 
or+y-4=0 


Vậy tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là 
đường thẳng x+y- 4=0. Vậy OM min khi 


OMLd oM(2;2). 

Ví dụ 10: Trong mặt phẳng tọa độ, hình vẽ bên 
là hình tròn tâm (l ; o) , bán kính R = 1 là hình 

biểu diễn tập hợp các điểm biểu diễn cho số 
phức z . 



Lòi giát 

A đúng.|z| đạt giá trị lớn nhất là 2, khi điểm 
biểu diễn của 2 cùng với o là hai đầu mút 
đường kính của hình tròn. 

Phương trình đường tròn: (.* - 1) 2 + y 2 = 1 
SỐ phức z=x+yi,ịx,Ị/e:x). 

Ta có |z - 1| = ịx + yi) -l| = Ặx - 1) 2 + y 2 < 1 
Vậy B đúng. 

Do |z| 2 = z.z , mà |z| <2 =? zÃ < 4 , c đúng. 

Ta chọn D. 

Vi dụ 12: Trong mặt phẳng tọa độ, miền trong 
hình chữ nhật ABCD (kể cả các cạnh AB, BC, 
CD, DA) trong hình vẽ bên biểu diễn cho các số 
phức z . Chọn khẳng định đúng: 


A 

2 

y 

B 

-2 



3 


0 


X 

D 

-1 


c 


A. Phần ảo của số phức z-z lớn hơn 4. 

B. Phần thực của số phức z + z nhỏ hơn 4. 
c. Giá trị nhỏ nhất của |z| bằng 1 

D. Giá trị lớn nhất của |z| bằng Vĩ 3. 

Đáp án D. 

Lòi giải 
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Chù đề 5: Sỏ phúc 

A. Ta có so phức z=x+ yi,{x} y e . Lúc này 
z-z = (x + yi)-(x-yi) = 2yi. 

Ta có y<2=>2y<4. Vậy A sai. 

B. Tacó z + z = 2x,m'a -2 ẩ X < 3, nên B sai. 

c. c sai, do tập hợp các điếm biểu diễn số phức 
z là miền trong của hình chữ nhật, nên [z| = 0 . 

I Imin 

D. Đúng 

Ví dụ 13: Cho số phức z thỏa mãn |z - 1 + 2iị - 3 
• rnô đun lớn nhất của số phức z — 2i. 

A. 726 + 6 VĨ7 B. Tĩó-ó TĨ7 

c. 726 + 8 TĨ7 D. yfz6 — 4 TỈ7 

Đáp án A 

Lời gi ái 

Đặt số phức z = x + yi,ịx r ys ?:) 

Lúc này theo đề bài ta có 
|x + yi-l+2í|=3 

°K*- 1 ) + (y + 2)*H 

o(r-l) 2 +(y + 2) 2 =9 

Lúc này tập hợp các điểm biểu diễn số phức z là 
tập hợp các đường tròn tâm I (l; -2) bán kính 
R = 3. 

Ta có |w| = |x + (y-2)íj 

o|w| 2 =x 2 +(y-2) 2 

l w f H x - 1 ) 2 +(y + 2) 2 +2x-l-8y 
=9 + 2z-8y-l=2.(z-4y + 4) 


The best or nothing 

Ta có *-4y + 4 = l.(;r-l)-4.(y + 2) + 13 
Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: 

^-^y-2)<Ậĩ7ĩjẸ^Ệ7ị^2f].3ựĨ7 

<*ỊwỊ 2 <ỉ2.ị3y/Ĩ7 +13) 

<=>W<y/óy/Ĩ7+26. 

Vi dụ 14: Số phức z thỏa mãn |z - 1 + 2í| = 2 . 

Mô đun lớn nhất của số phức z có giá trị là 
A. 79 + 475 B. Vll + 475 

c. ^6 + 4^/5 D. >/5 + 675 

Đáp án A. 

Lòi giãi 

Đặt z = x + yi, ịx; y e >-.) . Lúc này ta có: 

|*-l + (y + 2)i| = 2 
<=>(x-l) 2 +(y + 2) 2 =4 
Ta có |z| 2 =* 2 +y 2 

Tương tự như bài trên, ta sẽ tách ra để áp dụng 
bất đẳng thức Bunhiacopxki. 

Ta có 

* 2 +y 2 = (*-l) 2 +(y + 2) 2 + 2x-l-4y-4 
= 2x-4y-l = 2[(x-l)-2.(y + 2)] + 9 

Áp dụng bất đẳng thức Bunhiacopxki ta có: 
(*-l)-2(y + 2)ĨẬ? + 2‘)ị( X -l)‘ + (y 7ỹj 
=751 = 2.75 

o|z| 2 < 4 . 75+9 «»|z|<79 + 475 . 
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Ngọc Huyền LB 


2, Biểu diễn hình học của số phức, quỹ tích phức 


Ví dụ 1. Trong mặt phẳng tọa độ, hình tròn tô 
đậm như hình vẽ bên là tập hợp điểm biểu diễn 
SỐ phức z . Hỏi số phức z thỏa mãn bất đẳng 
thức nào sau đây? 


y 

2 

7T\ 

0 

1 2 ) x> 

A. |z-2|<2. 

B. |z-2zị<2. 

c. z-2-2i|<2. D. z-l-2z <2. 


Đáp án A 

Lòi giai 


Hình tròn có tâm /( 2;0), bán kính R = 2. Gọi 
z = x + yv, [x € >1; y 6 có điếm M(x}y ) biểu 
diễn z hên mặt phẳng tọa độ. Ta có: 
z-2 = (z-2)+yi=>|z-2-2í|=2o(x-2) 2 + y 2 =4. 

Vi dụ 2. Trong mặt phẳng tọa độ, hình tròn tô 
đậm như hình vẽ bên là tập hợp điểm biếu diễn 
số phức z . Hỏi số phức z thỏa mãn bất đẳng 
thức nào sau đây? 



'y 



\ -10 

Ị 2 X 

|z-l|<3. 

B. |z-i|<3. 

|z+l|<3. 

D. Ịz + zj <3. 


Đáp án c 

Lời giài 

Hình tròn có tâm í(-l;0), bán kính R=3. Gọi 
z = x+yi; Ịxe?:;yeS) có điểm Mịx;y) biểu 
diễn z hên mặt phẳng tọa độ. Ta có: 


z + 1 = (x + 1) + yi => z + i = 3o(r + l) 2 +y 2 =9. 


Vi dụ 3. Biết các số phi 
biểu diễn trên mặt pha 
tô đậm như hình vẽ bê 
diễn SỐ phức z + 2 là 

1 

ỈC z CÓ tập họp điểm 
ng tọa độ là hình vuông 
n. Tập hợp các đỉểm biểu 

y 

Ị 

-1 

r 

1 

0 

• 

1 r 


X 

-1 

A. hình vuông có tâ 
(2;2). 

B. hình vuông CÓ tâi 
(1;3). 

c. hình vuông có tâi 
(3;1). 

D. hình vuông có tâ 

m (ũ;0) và có 1 đinh là 

n (0;2) và có 1 đinh là 

m (0;2) và có 1 đỉnh là 

m (0;-2) và có 1 đỉnh là 


Đáp án c. 

Lòi giãi 


Gọi z=x + yi ;{x<= '3.;ye ;<:) . Điếm M(x;y) biểu 

diễn z trên mặt phang tọa độ. 

Tập họp điểm biểu diễn z như hình vẽ là hình 

vuông cạnh bằng 2 và 


Ị 

y 



1 

--- 

■ 

RH 


0 

T 

»2 

3 a: * 






Ị-1<X<1 


Ta có: z+2=x+2+yz, lúc đó biến đổi 
‘-1<X<1 fl<* + 2<3 

-1 < y < 1 ° Ị-l < y < 1 
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Chủ đế 5: Sô phức 

ị T()n 8 quát: Nếu số phức z có hình (H) biếu 
I diên trên mặt phẳng tọa độ thì tập hợp các 
điếm biểu diễn số phức z + a; (a e • ) là hình 

(H') có được bằng cách tịnh Hến hình (H) 
sang phải |a| đơn vị (nếu a > 0 ) và sang trái 
|a| đơn vị (nếu a < 0 ). 


tô đậm như hình vẽ bên. Tập hợp các điểm biểu 
cỉiễn số phức z- 1 là 



A. đường tròn tâm (l;2), bán kính bằng 2. 

B. đường tròn tâm (2; 2), bán kính bằng 2. 
c. đường hòn tâm (-3; -2), bán kính bằng 

z 

D. đường tròn tâm (2; -2) , bán kính bằng 2. 
Đáp án A 

Lòi giai 

Gọi z=x+ỵi ;ịx 6 ?: t y e ^ . Điểm M(x;y) biểu 
diên z trên mặt phẳng tọa độ. 

Tập hợp điểm biếu diễn z như hình vẽ là đường 
tròn có phương trình: 



(*-2) 2 +(y-2) 2 =4. 

Ta có: z - 1 = (x — 1) + yi , lúc đó biến đổi 
(x~2) +(y-2) z =4o[(x-l)-3] 2 +(y-2) 2 =4. 


The best or nothín" 

j f ông quát: Nếu số phức z có hình (H) biếu 
Ị dien trên mặt phăng tọa độ thì tập họp các 
điếm biểu diễn số phức z + bi; (be .') ỉàhình 

I ( H ') c ° được bằng cách tịnh Hến hình (H) 
ị trênịbị đơn vị (nếu b > 0) và xuống dưới 
i Ịb| đơn vị (nếu b<0). 

Ví^dụ 5. Điều kiện để số phức z có điếm biểu 
diên thuộc phần tô đậm (kế cả bờ) trong hình 
vẽ bên là 



A. z có phần thực không lớn hơn 2. 

B. z có môđun thuộc đoạn [-1;2]. 

c. z có phần ảo thuộc đoạn [-1;2]. 

D - z có phần thực thuộc đoạn [-1;2]. 

Đáp án D 

Lòi giái 

Gọi z = x+yi ịx e ?.;y 6 s) . Điểm M(x;y) biểu 
diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Từ hình vẽ ta cỏ: - 1 <x<2. 

Vị dụ 6. Điều kiện đê’ số phức z có điếm biểu 
diên thuộc phần tô đậm (kế cả bờ) trong hình 
vẽ bên là 


y 

3 


1 • 

• . 

-1 • 

0 X > 

-2 



A. z có phần ảo không lớn hcm 3. 

B. z có môđun thuộc đoạn [-2; 3]. 

c. z có phần ảo thuộc đoạn [-2; 3]. 

D. z có phần thực thuộc đoạn [-2;3]. 
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Đáp án c 

Lời giải 

Gọi z = X + yi ; (x € !£; y e s) . Điểm M (x; y ) biểu 

diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Từ hình vẽ ta có: -2 < y <3. 

Ví dụ 7. Điều kiện đê’ số phức z có điểm biểu 
diễn thuộc phần tô đậm (kể cả bờ) trong hình 
vẽ bên là 



A. z có phần thực thuộc đoạn [-3;-l] . 

B. z có môđun không lớn hơn 3. 

c. z có phần thực thuộc đoạn [-3;-l] và có 
môđun không lớn hon 3. 

D. z có phần ảo thuộc đoạn [-3;-l] . 

Đáp án c 

Lòi giải 

Gọi z = X + yi ; ( X e 3 ; y e :•?.) . Điếm M (x; y ) biếu 

diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

/ X 2 + 1/ 2 — 9 
Từ hình vẽ ta có: < _ 

-3 < X < -1 

Ví dụ 8. Cho số phức z có số phức liên hợp z 
thỏa mãn |z-z +l-z'| =2 . Tập hợp tất cả các 
điếm biểu diễn số phức z . trên mặt phẳng tọa 
độ là 

A. Đường thẳng y =0. 

B. Hai đường thẳng y=0 và y = 1. 
c. Đường thẳng y = 1. 

D. Hai đường thẳng y = 0 và y = - 1. 

Đáp án B. 

Lời giải 

Gọi z=x+yz' ;(xeK;y e E)=>z =x-yz' . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Ta có: z-z+l-z'=l+(2y-l)z* 


=>Ịz-z+l-ỉ| = j2ol+(2y-l) 2 =2 
«(2y-l) 2 =l<=>y = 0vy = l. 

Ví dụ 9: Cho số phức z có số phức liên hợp z 
thỏa mãn 2|z - zị:= |z - z + 2zj . Tập hợp tất cả các 
điểm biểu diễn số phức z trên mặt phang tọa 
độ ỉà 

A. Đường thẳng y ~ 2 ' 

B. Parabol y = x 2 . 

Y 2 

c. Parabol v= . • 

• 4 

D. Hai đường thẳng y =0 và y = 2 ■ 

Đáp án c. 

Lòi giải 

Gọi z-x+yi ;[xe"À',ysRj^>z=x-yi . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Ta có: 

z-i-x+(y-l)i; z-z+2z' = 2(y + l)z' 

=>2|z-z'| = |z-z + 2z'| 

ox 2 +( V -l f=(y + lf<=>y = j. 

=> Chọn đáp án c. 

Vi dụ 10. Cho số phức z có số phức liên họp z 
thỏa mãn z 2 - (z) 2 = 4. Tập hợp tất cả các điểm 

biểu diễn số phức z trên mặt phẳng tọa độ là 

A. Đường cong y = -. 

B. Đường thẳng y = x. 

c. Hai đường thẳng y-x và y = -x. 

D, Hai đường cong y = - và y = 

Đáp án D. 

Lòi giải 

Gọi z=x+yi ;ịxeẼ.;y <=$.)=> z=x-yi . Điểm 
M(x;y) biểu diễn z trên mặt phẳng tọa độ. 

Ta có: 

z 2 ~(zf = {x 2 - y 2 + 2xyz) - (x 2 - y 2 - 2xyz) 

=> z 2 -(z) 2 Ị = 4 

1 

y r 

o |4xy/Ị = 4 <=> Ịxị/| = 1 <=> x ^. 

?x 


Ngọc Huyền IB 
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3. Một số dạng toán nâng cao về số phức 
Vi dụ 1 : Cho SỐ phức 2 thóa mãn |zỊ = 1 . Tim giá z = 5 ; = 1 . 

trị lớn nhất của biếu thức A = ll + — I * Mmax = 5; Mmin = 2 ' 


Đáp án c 


The best or noỉhin 



Cach ! : Ta đặt 2 =x + i/i,(x;ye 

Lúc này X 2 + y 2 = l^y 2 Slo-lắy <1 

Tacói4=l + — = 1 + 

z x+yi 

=|l + 5y + 5w| 

<» A 2 = 25* 2 + (5y + l) 2 = 25 + lOy + 1 < 36 , (do 

3 /SI) 

Dấu bằng xảy ra khi y = 1; X = 0 

CLich 2: Ta có: A = |l + 3 <; |l| + |-Ẽỉ| = 1 + 5 = 6 

1 2 I 1 2 i |z| 

Khi 2 = ; A = 6. 

v * dụ 2; Cho số phức z thỏa mãn \z\ > 2 . Tìm 
tích cúa giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của 
biểu thức p = b-ii| 


Đáp án A. 


Lò i gì ái 


Ta có p= 1 + - <1 + J_<3 
z I z I 2* 

Mà l+í >1--L>3 
z lzl 2' 


Vậy, giá trị nhỏ nhất của Pỉàị, xảy ra khi 

2 “ ~ 2i '> giá trị lớn nhất của p bằng ệ xảy ra khi 
z=2i. 

^ j dụ 3: Cho số phức z thỏa mãn |z| = 1 . Tim 
gi tn lon nhat và giá trị nhỏ nhất 

của biểu thức M = [z 2 +z+l|+|z 3 + l|. 


Đáp án A. 

Lõi giãi 

Ta có: M<|z| 2 +| 2 | + 1+|z| 3 +1 = 5, khi 


Z = 1=>M = 5=> Aí =5. 

max 


, ( Ị 1 -* 3 I ,, l-z 3 1 + 2 3 

Mặt khác: r “ 2 1 2 2 

. |l-z 3 +l + z 3 | 

- 2 

khi Z = -1=>À1 = 1=>M_ ; _ =1. 

min 

\ i dụ 4: Gọi z,, z 2 , z 3 , 2 4 là các nghiệm của 

phương trình = 1. Tính giá trị biểu 

thức p = (zf + l)(z 2 2 + l)(z 3 2 + l)(z 2 + 1) . 

A. p=2. B. P = H c P = M. D. P = 

9 9 9 ' 

Đáp án B. 

Loi giãi 

Ta có phương trình 
<^/(z) = ( 2 z-/) 4 -(z-l) 4 = 0 . 

Suy ra: /( 2 )=15( 2 - 2 ,)(z- 22 )(2 - 23 )( z _ z J. 

Vi 2?fl = ( 2 , -0(z, + i) => p = (1). 

Mà 

/(i) = i 4 -(/-l) 4 = 5;/(-i) = (-3i) 4 -(i + i) 4 =85. 

Vậy từ (l)=>p=Ẹ. 

9 

v 1 dụ 5: số phức z thỏa mãn |z| = 1 . Tìm 

giá trị lớn nhất của biểu thức p = |l + z| + 3|l - z| . 
A. 3-7Ĩ5 B. 6^5 

C- V 20 D. 2 V 2 Õ. 

Dáp án D 

Lói °iái 


Gọi z = X + yi; ịx e ?.;y e ?.) . 
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Đáp án D. 


|z = 1 o yjx 2 + y 2 = 1 => y 2 = l-x 2 oxe[-l;l]. 


P = \l + z\ + 3\l-z\ = yỊ(ĩ + xf +ỵ 2 + 3 Ậ 1 -x) 2 +y 2 
= j2Íl + x) + 3j2(l-x). 


Xét hàm số 

/(x) = ,/2(l+x)+3,/2(l-x); 

Hàm SỐ liên tục ữên [-l;l] và với xe (-l;l) ta 


f'(x)- , =L=- 7 ị -- = 0o* = -|e(-l;l). 
1 ' , 2Í1 + XÌ J2ịl-x) 5 


/(1) = 2; /(-1) = 6 ; /(-|) = 2^20 => P m = 2V2Õ. 

Vi dụ 6: Cho số phức z thỏa mãn điều kiện 
|z 2 +4| = 2ịz|. Khẳng định nào sau đây là đúng? 

B. j5-ĨZ\zịíS+l- 

C. j6-lí\z\<jẽ+ĩ. 

_ 


Đáp án B. 

Lòi giải 

Áp dụng bất đẳng thức |w| + ịvị > Ị w + 1 >Ị , ta được 

2 H + M=l z 2 + 4 I + Mhl 2 f- 

o|z| 2 -2|z|-4<0o|z|<75 +1 
2|z| + |z| 2 =|z 2 +4| + |-z 2 |>4. 
o|z| 2 + 2|zị — 4 > 0 => Ịz| > >/5 — 1 

Vậy, \z\ nhỏ nhất là 75-1, khi z = -z' + i75 và |z| 
lớn nhất là 7õ + 1, khi z = i+i-v/s. 

Ví dụ 7: Biết số phức z thỏa mãn đồng thòi hai 
điều kiện |z - 3 - 4iỊ = 75 và biểu thức 
M = |z + 2| 2 - Ịz - i| 2 đạt giá tri lớn nhất. Tính 
môđun của số phức z + ỉ. 

A. |z + z'| = 2-741 B. ịz+iị = 3>/5. . 

C.Ịz+z| = 5>/2 D. M = 7iĩ. 


Lời giãi 

Gọi z = x+yi; (xeT-hye R) . 




ịz-3-4í| = 75 o(C):(x-3) 2 +(y~4) 2 =5: tâm 
í(3;4) và R = s. 

Mặt khác: 

M=|z + 2| 2 -|z-zf =(x+2) 2 +y 2 -ỊV)+(y-Ự 

= 4x + 2y+3oí/:4x+2y4-3-M = 0 

Do SỐ phức z thỏa mãn đồng thòi hai điều kiện 

nên d và (c) có điểm chung 

o d( I; d) < R o --ịp í 75 
2 v5 

o|23-Àl| <10ol3<M< 33 
Í4x + 2y-30 = 0 

^M TO = 33 «ị (x _ 3) ' +(y _ 4)í=5 . 

<=>i * = 5 o z + i = 5-4i o |z + i\ = 741. 

u = " 5 


Vi dụ S: Các điếm A, B, c và A! , B’, C' lần 
lượt biểu diễn các số phức Zj, z 2 , z 3 và 
zỊ, z 2 , z 3 hên mặt phẳng tọa độ (A, B, c và 
A' r B', C' đều không thẳng hàng). Biết 
Zj +z 2 + z 3 =zỊ +z 2 +z 3 , khẳng định nào sau 
đây đúng? 

A. Hai tam giác ABC và A'B'C' bằng nhau. 

B. Hai tam giác ABC và A'B'C' có cùng trực 
tâm. 

c. Hai tam giác ABC và A'B'C' có cùng 
họng tâm. 

D. Hai tam giác ABC và A’B'C' có cùng tâm 
đường tròn ngoại tiếp. 

Đáp án c. 

Lời giải 
Gọi 

z 1 =x l + y,i; z 2 =x 2 + y 2 i ; z 3 =x 3 + y 3 i; . 
(x' k ;y' k ei;k = lỉ3) 

Khi đó: A(x l }y l )} e(x 2 ;y 2 ); c(x 3 ;y 3 ), gọi G là 

, fx, + x 7 +x % y 1 +y J + y 3 > 

trọng tâm AABC o GỈ- ; — . 
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Chủ để 5: Sõ’ phức 


Tương tự, gọi z[ = x[ + y[i; z' 2 =x' 2 + y’ 2 i ; 2 ' . 

= x ' 3 +y' 3 i; (<;y;e S;*=Ĩ3) 

Khi đó: A’(x[-,y[)- r c(*; ;y ;), 

gọi G' là trọng tâm 


rhe bcst or noíhing 


A A'B'C'=>G' 


l 3. 3 / 


Do z 1 +z 2 +z 3 =z;+z;+z; 

°(*i + ^ + *i)+(y,+y 2 +y 3 )i 

= (*í + x t 2 +x’ 3 )+(ý l +y' 2 + y ;)i 

í*! + *2 + *3 =*;+*;+*; 


°í ‘ ,\y ^GsG'. 

[yi + y 2 +y 3 =y;+y;+y; 


V I dụ 9: Gọi điểm A, B lần lượt biểu diễn các 
so phức Zj ; z 2 ; (z r z 2 ^ 0 ) trên mặt phẳng tọa 
độ ( A , B, c và A' , B', C' đều không thẳng 
hàng) và z\ + 2 2 2 = z r z 2 . Vói o là gốc tọa độ, 
khẳng định nào sau đây đúng? 

A. Tam giác OAB đều. 

B. Tam giác OAB vuông cân tại o. 
c. Tam giác OAB vuông cân tại B. 

Đ- Diện tích tam giác OAB không đổi. 


Đáp án A. 


Ta có: 


Lời giải 


+a ỉ = 2 ^ => z t = 2 > ( z a - KI 2 H4K - Zl | 

Do Zj *0=>ịz 2 -2 iỊ = ^j~r/' (1) 

l z i| 

Mặt khác: 

z í = z 2 ( Z 1 “ z 2 ) => | 2 1 1 = K I .|Zj - 2 2 | k - z 2 1 = 

| z 2 

(do z 2 *0)(2) 

Từ (1) và (2) suy ra: feL = W r o|z.| = ịz 7 |. 

KI w 11 1 2Í 

Vậy ta có: |zj = \z 2 ị = \z 2 - Zj I => OA = OB = AB . 


V í d ụ 10: Cho số phức z - ™ + í — 

l-m(m-2i) 

Tìm môđun lớn nhất của z. 

A.l. 


-T,me 


B.o. 


cỉ. 

2 


D.2. 


Đáp án A. 


Ta có: 
2 = 


Lòi giài 

-m + i m i 
l-m(m-2i) m 2 + 1 m 2 +r 


=>z = 


1 


m +1 


^ 1 => z =lo2 = í; m = 0 
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Chù đề 5: Khối đa diện và thể tích của một số khối 
đa diện quen thuộc. 



Hinh 5.1 



I. Khái niệm về hình đa diện và khối đa diện. 

1. Hình đa diện. 

Hình đa diện là hình thỏa mãn hai tính chất 

a. Hai đa giác phân biệt chỉ có thề hoặc không có điểm chung, hoặc chì có một 
đinh chung, hoặc chí có một cạnh chung. 

b. Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng hai đa giác. 

Muốn là hình đa diện bắt buộc phải thỏa mãn cả hai tính chất trên. 

Ví dụ: Hình 5.1 có cạnh AB là cạnh chung của 4 đa giác, do đó hình đó không 
phải là hình đa diện. 


Câu hòi ví dụ: Trong các hình sau, hình nào không phải hình đa diện: 



Đáp an D. 

Lý giải: Do hình D không thỏa mãn tính chất đầu tiên. 

2. Khối da diện. 

I Ị Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi hình đa diện, kê’ cá hình đa 

Ị diện đó. 

Khối áa diện = hình đa diện + phần không gian dược giới hạn bởi hình đa diện 

Ví dụ: Khối rubic là một khối đa diện (hình 5.2). 

a. Tên gọi và các thành phan: đỉnh, cạnh, mặt bên, ... được đặt tưcmg ứng với 
hình đa diện tương ứng. 

b. Điểm trong - Điếm ngoài; Miên trong - Miên ngoài 

Ị * Các điểm không thuộc khối đa diện gọi là các điểm ngoài của khối đa diện. 

Tập các điểm ngoài gọi là miền ngoài của khối đa diện. 

* Các điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình đa diện giới hạn khối 
đa diện ấy gọi là các điếm trong của khối đa diện. Tập các điếm trong được gọi 
là miền trong của khối đa diện. 

Ví dụ: Ta tưởng tượng nếu ta chế tạo mỗi khối đa diện bằng một chất kim loại 
thì ta có thể bơm vào bên trong nó một chất khí màu. Khi đó phần bến trong 
được tô màu gọi là miền trong của khối đa diện, phần bên ngoài thì được gọi là 
miền ngoài của khối đa diện. 
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Chủ đề 5: Khôi da diện và thế tích 

* Mễi hình to tiện chia các điểm còn lại của không gian thành hai mĩên không giao 
nhau là miên trong và miền ngoài của hình đa diện, ừong đó chỉ có miên ngoài ỉà chứa 
hoàn toàn một đường thẳng nào đấy. 

3. Hai da diện băng nhau. 

a. Phép dời hĩnh trong không gian. 

I I Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng mỗi điếm M với điếm M' xác định 
Ị duy nhất đưọc gọi là một phép biến hình trong không gian. 

I Phé P biêh tònh tTOn g không gian được gọi là phép dời hình nếu nó báo toàn 
Ị: khoáng cách giữa hai điểm tuy ý. 


Ta có những phép biến hình sau trong không gian là những phép dời hình: 


Phép tịnh tiến theo vecto V là phép biến hình 
biến điểm M thàiứi điếm M' sao cho MM' = V . 

V 

M M ' 

Phép đối xứng qua mặt phẳng (p) Là phép biến 

hình biến mồi điểm thuộc (P) thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc (P) thành điểm 
M'sao cho (p) là mặt phẳng trung trực của MM\ 


M 

H 

L 

:/ 

• M' 

Phép đối xứng tâm o, là phép biến hình biến 
điểm 0 thành chính nó, biến mỗi điếm M khác 0 
thanh điêm M' sao cho 0 là trung điếm của 

MM\ 


Phép đối xứng qua đường thẳng A (hay phép 
đối xứng qua trục A ), là phép biến hình biến 
mọi điếm thuộc đường thẳng A thành chính nó, 
biến mỗi điểm M không thuộc A thành điểm M' 
sao cho A là trung trực của MM'. 


A 


M' Ị 
_ / 
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Ví dụ: Cho tứ diện đều ABCD có M là trung điểm của CD. Khi đó ta có phép 
đối xứng qua mặt phẳng ABM biến điểm A thành chính nó, điểm B thành chính 
nó, diêm D thành điểm c. Từ đó ta nhận thấy phép đối xứng qua mặt phẳng 
(ABM) biến tứ diện ABCD thành chính nó (hình 5.3). 

=> mặt phẳng (ABM) là mặt phẳng đối xứng của tứ diện ABCD. 

Nhận xét: Phép dời hình biếri đa diện (n) thành đa diện (H'), biến đinh, 
cạnh, mặt của (H) thành đỉnh, cạnh, mặt tương ứng của (hr) . 
h. Haihìrtb bằng nhau. 

Ị; Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến hình này thành 
I hình kia. 

Hai đa diện đưọc gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa diện này 
thành đa diện kia. (hình 5.4) 

(m 



4, Phân chia và lẳp ghép các khói đa diện. 

Đây là phần quan họng để áp dụng vào bài toán tính thế tích các khối không 
phải khối hình đã có công thức tinh sẵn, bắt buộc phải chia nhỏ ra thành các 
tổng thế tích các khối nhỏ. 

Nếu khối đa diện (h) là hợp của hai khối đa diện (Hj) và (H 2 ) sao cho 
(Hj ) và (H 2 ) không có chung điểm trong nào thì ta nói có thê’ chia khối đa 
diện (H) thành hai khối đa diện (H, ) và [H 2 ), hay có thể lắp ghép hai khối 
đa diện(Hj ) và (H 2 ) thành một khối đa diện (H) (hình 5.5). 



Nhận xét: Một khối đa diện bất kì ỉuôn cộ thể phân chia thành những khối tứ 
diện. 
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The best or nothin! 


H. Khối đa diện tồi và khối đa diện đều. 

I. Khối da diện lôi. 

ị Khối đa diện (H ) được gọi là khối đa diện lồi nếu đoạn thẳng nối hai điếm bấ 

kì cúa (H) luôn thuộc (H) . Khi đó đa diện xác định (H) được gọi là đa diện 
lồi. 

/Người ta chứng minh được rằng một khối đa diện là khối đa diện lồi nếu 
/ miền ữon ể cùa nó toôn chi nằm một phía đối với mỗi mặt phẳng chứa một 
/ mặt phẳng của nó (hình 5.6). 

2. Khối đa diện dẽu. 

ì Khối đa điện đều là khối đa diện lồi có tính chất sau đây: 

a. Môi mặt của nó là một đa giác đều p canh. 

b. Môi đinh của nó là đinh chung của đúng q mặt. 

Khối đa diện đều như vậy được gọi là khối đa diện đều loại ịp; q} . 



HI. Thể tích khối đa diện. 

Thể tích của mỗi khối đa diện H là số dưo-ng xác định 7(H) sao cho các tính 
chất sau đây thỏa mãn: 

a. Hai khối đa diện H và H' bằng nhau thì có thể tích bằng nhau. 

b. Nếu khối đa diện H được phân thành hai khối đa diện H, và H 2 thì thể tích 
! của H bằng tổng thể tích của H ì và Hj . 

Si Khối % phưcmg đơn vị (tức là có cạnh b ằng 1) có thế tích bằng 1. 

Thể tích khối hộp chữ nhật có ba kích thươc lần lượt là a, b, c ỉa v = abc. 

The tích khoi lăng trự H có diện tích đáy bằng B và chiều cao h là V = B.h . 

Thể tích của khối chóp có diện tích đáy bằng B và chiều cao h là V = ị Bh . 

3 

Trên đây là công thức tính thể tích của các khối đa diện cơ bản. Tiếp theo, ta 
xet đen cac khoi đa diện khác, từ đó hình thành công thức giải nhanh. 
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STL DY T1P: Thể tích 
cúa khối chóp cụt có 
đáy trên và đáy dưới là 
B và B' , chiều cao h 
thì có thế tích là 

V«|.(b + B'+V5ĨF)1ì 


A' 



Hình 5.8 


Công Phá Toán - Lớp 1 2 Ngọc Huyền LB 

A. Thế tích khối chóp cut. 

Bài toán tống quát 1: Tính thể tích của khối chỏp cụt có đáy trên là đa giác p 
có diện tích B và đáy dưới là đa giác p 1 có diện tích B'. Tính thể tích của 
hình chóp cụt này, biết chiều cao của hình chóp cụt là h. (hình 5.7) 

Lời gi ái 

Kí hiệu Hj là hình chóp có đáy là đa giác p , H 2 là hình chóp có đáy là đa giác 
p 1 . Nếu Jtj và h 2 là chiều cao của hình chóp Hj và H 2 thì ta có 

và *,=*,+*. 

K ^ 1 

ỉỊị _ s s.h 

^h + hị ~VF° ^ 2 ^-yíẼ' 


Tac ÓV{H)=V{H 2 )-V(H,)=ị(B'h 2 


-Bh t )=ịh. ■ 

l) 3 l 


B 'VẼ 7 
Vẽ 7 -VÈ 


bJb ' 
Vĩr-VB, 



B. Thế tích tủ điẻn. 


Bái tập tống quát 2: Cho khối tứ diện ABCD cỏ AB = CDs=a, AC*=BD = b, 
AD=BC=c .Tính thể tích của tứ diện ABCD. 

Lòi giãi 

Dựng tứ diện D.A'B'C' sao cho A, B, c lần lượt là trung điểm của B'C', C'A', 
A'B\ Khi đó tứ diện D.A'B'C' có các cạnh DA', DB', DC' đôi một vuông góc. 

Nhận xét V ábcd =±V d , á .,. c .=±DA\DB\DC 

Tam giác DA'C' vuông tại D có DB là trung tuyến => DB = — A'C => A'C' = 2 b 
=>DA' 2 +DC' 2 =4b 2 


Tương tự ta có 


DA' 2 +DB' 2 =4a 2 
DB' 2 +DC' 2 = 4c 2 


DA' 2 =2(a 2 +b 2 -c 2 ) 
DB' 2 - lịc 1 + a 2 -b 2 } 
DC' 2 =2{c 2 +b 2 -a 2 ) 



=u'l 8 (‘‘ 2 +b2 +fl2 +í,! -A 
+ỉ,í -A( c2+a * - b W 
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The best or nothir 


Bài tập tòng quất 3: {Thế tích khối ỉú điện vuông) Cho khối tứ diện S.ABC 
có SA - a;SB = b;SC = cvà SA;SB;SC đôi một vuông góc với nhau. Tích thể 
tích tứ diện SABC. 


Lời giải 

Ta có thế tích của khối tứ diện vuông :V SABC =—.- .SASB.SC = — .abc 

3 2 6 

Một số tính chất của khối tứ diện vuông: 

1 Hình vưôn 8 ỗ óc cúa điểm s xuống mặt phẳng ABC là trực tâm H của 

tam giác ABC và —ĩ— = -Ị + ~ + — . 

SH 2 a 2 b 2 c 2 ' 

2. s 2 „ - — c c 

J SBC ' 

s 2 — c c 
sac - ^UAC -^ABC ' 

c 2 — c c 
SAB ~ °HAC ABC 

3 - s HBC +S2 HAC +S2 HAB =sì ABC 

4. Nếu M, N, p là trung điếm của các cạnh AB, BC, CA khi đó tứ diện SMNP 
là tứ diên gần đêu và <*c. 


Bai tập tông quát 4: Thế tích của khối tứ diện đêu. 



Lòi giải 

Ta xét hình tứ diện ABCD là tứ diện đều có cạnh là a. Diện tích tam giác đề 
BCD&S KD =Aấ . 

Gọi AH là đường cao của hình chóp A.BCD thì H là tâm của tam giác đều 
BCD. Lúc này chiều cao của hình chóp là 


BCD. Lúc này chiều cao của hình chóp là 

h = AH ~ -ỊaB 2 - Btì 2 =]a 2 -ị=?Ặ 
V 3 Jĩ 


Thế tích của khối tứ diện đều là: 


V = -S = - 


>JĨ 

12 


Bài tòng q u ‘í t 5: Thể tích của khối tám mặt đêu. 



Lòi giãi 

Ta thấy khối tám mặt đều có tất cả các cạnh bằng a có thể tích bằng tống thế 
tích cúa hai khối hình chóp tứ giác đều có tất cả các cạnh bằng a. 



C.Th ẻ’ tích khối phóng lăng tru (đoc thêm). 

Hình đa diện lồi gọi là hình phỏng lăng trụ nếu các đinh của nó nằm trên hai 
mặt phang song song (hình 5.9) 
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Ví dụ: Hình chóp, hình chóp cụt, hình lăng trụ là các hình phỏng lăng trụ. 

Các mặt của hình phóng lăng trụ nằm trên hai mặt phẳng song song được gọi 
là các mặt đáy, các mặt khác gọi là các mặt bên. 

Cắt khối phỏng lăng trụ bởi mặt phẳng song song và cách đều hai đáy ta được 
một thiết diện gọi là thiết diện trung bình. 

Từ đây suy ra các mặt bên của hình phỏng lăng trụ là những hình tam giác 
hoặc những hình thang. 

B Gọi B ị/ B 2 , B 0 lần lượt là diện tích hai đáy và diện tích thiết diện trung bình 
của khối phòng lăng trụ H, h là khoảng cách giữa hai mặt phẳng đáy thì thể 

tích của H là V = ị . ( B 1 + B 2 + 4B 0 ) .h (hình 5.9). 

D. Các bài toán tống quát tính thẻ tích hình chóp thường găp. 

Bài toán 1: Tính thể tích của một hình chóp tứ giác đều S.ABCD ( s là đinh, 
đáy là hình vuông ABCD) trong mỗi trường hợp được cho sau đây: 

1. AB-a, ASB = a. 

2. AB = a, góc giữa một cạnh bên và đáy bằng p. 

3. AB = a, góc giữa một mặt bên và đáy bằng Ỵ. 

4. AB - a và bán kính hình cầu ngoại tiếp hình chóp bằng R. 

5. AB — a và khoảng cách từ đường thẳng AC đến đường thẳng SB bằng b. 

1. (Hình 5.10) 

Lời giãi 

Gọi H = AC n BD. 

Kẻ KHAAB (KeAB). 

Ta có K là trung điểm của AB: 

Khi đó: SK = ị.-^- mà SH L(ABCD) nên SH±KH. 


STUDY TIF: Thế tích 
của khối chóp tứ giác 
đều có cạnh đáy bằng a, 
góc giũa cạnh bên và 
đáy là p thì thể tích là 

ứ 3 .tanp 


Từ định lý Py-ta-go cho tam giác SKH ta có: 


SH = VSK -KH = 


2 _ ữvcosa 


2sinậ 

2 


T , , T/ _Acuc _ g 3 ycosa 
Lúc này V S ÁBCD - .SHS^CU 

6sin^ 

2 


2. (Sừ dụng hình 5.10) 


Lời giải 


1 ữ 

Giả sử SDH=p. Do ABCD là hình vuông cạnh a, nên HD = ^-BD=~ . 


• Sfỉ = - 7 =tanp. 
V 2 
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5 TUDV T1P: Thế tích 
của khối chóp tứ giác 
đều có cạnh đáy bằng a, 
góc giữa mặt bên và 
đáy là Y thì thế tích là 



D' Hình 5.11 


chủ để 5: Khốỉ đa diện và thế' tích The best or nothiníỉ 

Vậy thể tích hình chóp là 

V - 1 QVC ữ 3 .tanp: 


S.ABCD 2 /íBCD 3^2 


3. Dựng hình tương tự ý 1. 

Lời giãi 


Do S.ABCD là hình chóp tứ giác đều nên SA = SB mà K là trung điểm của AB, 
suy ra SK1AB. 

Mặt khác KH J_ Atí nên góc giữa (SAB) và (ABCD) là góc giữa hai tia KS và 
Ktì, hay SKH = y => SH - tany. Vậy thể tích của khối chóp: 

V _1 cuc _ 1 a 2 fl 3 .tany 

V S.ABCD =i- SH - S A5CD =r-~-tany^ L— -ĩ. 

3 3 2 6 

4. 


Lời giãi 

Gọi o là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD thì o nằm trên đường 
thẳng SH. Xét hai trường họp: 

- Trường hợp 1: Hai điểm o và s nằm cùng phía so với mặt phẳng ( ABCD ). 


Khi đó: SH = so + OH = R+ 


R 2 -— 


Lúcnà y \ V S.ABCD=ị 

ị J 


=^SH£ /£CD =ị. 


R + JR’-Ị- 
2 


.a 


- Trường hợp 2: Hai điếm o và s nằm khác phía so với mặt phẳng (áBCD). 
ỈQủđó:SH = SQ-OH = R~, 


R 2 — 


Lúc này 


V. = -BHA =1 

V S.ABCD n ■ Jn - J ABCD o 


R- R 2 -ị 

V 2 


.a 


Loi gi ái 

Kẻ BƠ//AC ( ơ thuộc tia DC); 

HKLSB (KsSB). 


D Ta thấy Bơ X BD mà Bơ X SH nên Bơ X (. SHB ) 

=> Bơ X KH => HK X (; SBƠ ). 

Do AC/ỈBƠ => ACỈ/(SBƠ ). 

Do đó khoảng cách giữa AC và SB là khoảng cách từ điểm H tói mặt phẳng 
(í SBƠ ). 


Từ đó HK chính là khoảng cách giữa AC và SB hay HK=b. 
Sừ dụng hệ thức lượng cho tam giác SHB ta có: 


SH = 


1 2 

b 2 a 2 


r. Lúc này 


^S.ABCD — 2 SH-SaBCD 


ỊT 

2 

Ị b 2 

a 2 
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Hình 5.13 


Bài toán 2: Tính thế tích của hình chóp S.ABCD, biết rằng cạnh bên SA=a 
và các cạnh còn lại đều bằng 1. 



Lời giải 

Đáy của hình chóp đã cho là hình thoi ABCD. 

Vì SC = SB = SD = 1, nên chân đường cao H hạ từ s xuống ABCD nằm trên 
đường trung trực của đoạn BD. 

Vì ABCD là hình thoi nên AC là đường trung trực của BD. Suy ra H thuộc 
đường thẳng AC. 

Vậy đường cao của hình chóp cũng là đường cao của tam giác SAC. 

Gọi o là giao điểm của các đường chéo AC và BD. Vĩ ASBD = ACBD (c.c.c), 
nên SO = CO = AO. Từ đó tam giác SAC vuông tại s. Vậy: 


B 


SH.CA = SGSA <=> 


SH = 


yịa 2 *! 


Lúc này từ SH ta có thể tính được diện tích đáy ABCD bằng cách. áp dụng định 
lý Py- ta -go cho các tam giác SHA, SHC từ đó tính được độ dài AC, BD. 


Bài toán 3: Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Giả 
sử H là trung điểm cạnh AB và hai mặt phẳng (SHC),(SjHD) cùng vuông 

góc với mặt phẳng đáy. Tính thể tích khối chóp hếu hình chóp có ba mặt bên 
là tam giác vuông. 



Lói gioi 

Vi ( SHC ) và (SHD) cùng vuông góc với đáy ( ABCD ) nên SH là đường cao 
của hình chóp. Hai tam giác SAD và SBC lần lượt vuông tại A và B (theo 
định lí ba đường vuông góc). Tam giác SCD có sc = SD (vì HC = HD ) nên nó 
c không thế vuông tại c hoặc D. Nếu A SCD vuông tại s thì SC<CD=a. 
Nhưng do ASBC vuông tại B nên SC>BC~a. Từ đó ASCD không phải tam 
giác vuông. Từ giả thiết suy ra A SAB phải là tam giác vuông. Do SA = SB (vì 
HA - HB ) nên ASAB vuông tại S , suy ra: 

shAab^I 

2 2 


Vậy 


VsAm-n=ịs ARrn SH = ị.a 2 .ỉ- = ị.Ị 

S.ABCD 3 ABCD 3 2 6* 



Bài toán 4: Cho khối chóp S.ABC có BC = 2a, BAC = 90°,ACB = a. Mặt 
phẳng (SAB) vuông góc với mặt phẳng (ABC), tam giác SAB cân tại s và 
tam giác SBC vuông. Tính thể tích của hình chóp S.ABC. 


Lõi giái 

Tam giác ABC có AB = 2asma, AC =2acosa nên S ABC =fl z sin2a. 

Vi (SAB)-L(ABC) và SA=SB nên SH -L(ABC) với H là trung điểm cạnh AB. 

Tam giác SBC vuông ở đinh nào? Nếu ASBC vuông ở B thì CBLBA (theo 
định lí ba đường vuông góc) điều này vô lí vì A ABC vuông ở A. Tương tự nếu 

ASBC vuông ở c thì HCB =90° (vô lí). Từ đó tam giác SBC vuông tại s. 
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ChO dể 5: Khối da diện và thê tích The best or nothins 

Gọi K là trung điểm cạnh BC thì 

SK=ị-BC = a,HK//AC và HK=ị-AC = ac osa 
2 2 

^SH 2 -SK 7 —HK 2 — á 2 sin 2 a=>SH=ữsina. 

Từ đó V SABC = -S ABC SH=~a 2 sin2a.ữ.sina 

o 3 

^S.ABC = ^ sin 2a sin a. 

J 


Bài toán 5 (dọc thêm): Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình thang (ABCữ) 

( AB /ỈCD ). Tinh thể tích hình chóp trong mỗi trường họp sau đây: 

1-Biết AB = AD = BC - a,CD = 2a và SA=SB=SC = SD = b. 

2. Biết AB-AD = BC=a,CD = 2a và các mặt bên tạo vói mặt phẳng đáy 
những góc bằng Ỵ. 1 

'ỉ. (Hình 5.14) 


Lời giãi 

Gọi A' là hình chiếu của A trên CD; H là trung điếm của DC. 

Dễ thấy DA' = I . Ta có: cos A'DA = = ~ 

2 DA 2 

nên A'DA- 60°. 

Từ đó suy ra các tam giác HAD,HBC,HAB là các tam giác đều; nên H cách 
đều bốn đỉnh A,B,C,D. Vì SA=SB^SC = SD nên chân đường cao hạ từ s 
xuống mặt phẳng (ABCD) nằm trên các đường trung trực của các đoạn thẳng 
DA r AB, BC và CD. Vậy SH chính là đường cao của hình chóp S.ABCD. Ta có: 
SH = -JSD 2 - DH 2 



A M B 
Hình 5.16 


Lúcnà y ^CD =ị^ABCD ~ịjb 2 -a 2 .3.S ADH =ylữ~7.^ặ- 

o ó 4 

(Do diện tích hình thang là tổng diện tích của 3 tam giác đều). 




SABCD ^ 

2 . 

' Lời giai 

Hạ SH ±(ABCDy, tì thuộc mặt phẳng ( ABCDy 

Gọi M,N,P r Q lần lượt là hình chiếu của H trên AB,BC,CD và DA. Từ điều 
kiện đã cho ta có SQH = SNH = SPH = SMH = y 
=>HP = HN = HM = HQ{=r). 

PM _ Sa 


Ta có: r = 

2 4 

Vậy SH = tany.^p 


LOVEBOOK.VN I 255 





Công Phá Toán - Lớp 12 


Ngọc Huyền LB 


Từ ý 1 ta suy ra 


1 a-v/3 3 a 2 3« 3 .tany 


16 


D. Môt sô ghi nhớ dế xác đinh đường cao của khôi đa diên. 


TRƯỜNG HỢP 1: Xác định được mặt phẳng ) qua đỉnh (s) và vuông góc 
với (p) trong đó (p) là mặt phẳng chứa đáy. Gọi A là giao tuyến của (p) và 
(Pj) và H là hình chiếu vuông góc của điểm s lên A. Khi đó SH chính là 
đường cao khối đa diện. 

(Ví dụ chính là bài toán 4 ở phía trên). 

TRƯỜNG HỢP 2: Xác định được hai mặt phẳng (Pj),(P 2 ) qua đinh s của 
khối đa diện và vuông góc vói mặt phẳng đáy (p). Gọi A là giao tuyến của 
(p.) và (P 2 ) thì A chứa đường cao của khối đa dỉện đó. 


Ví dụ 2: Cho khối chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình vuông cạnh a. Giả sử 
H là trung điểm cạnh AB và hai mặt phẳng (SHC),(SHD) cùng vuông góc 
với mặt phẳng đáy. Tính thể tích khối chóp nếu hình chóp có ba mặt bên là tam 
giác vuông. 


A.fl 


B. — 


c 


a 3 S 


D.— 


Đáp án B. 


Lòi giải 


Vi (SHC) và ịSHƯ) cùng vuông góc với đáy (ABCD) nên SH là đường cao 
của hình chóp. Hai tam giác SAD và SBC lần lượt vuông tại A và B (theo 
định lí ba đường vuông góc). Tam giác SCD có ;SC = SD (vì HC = HD ) nên nó 
không thể vuông tại c hoặc D. Nếu ASCD vuông tại s thì sc < CD - a. 
Nhưng do ASBC vuông tại B nên sc > BC=ữ. Từ đó A SCD không phải tam 


giác vuông. Từ giả thiết suy ra A SAB phải là tam giác vuông. Do SA = SB (vì 
HA = HB) nên A SAB vuông tại s, suy ra: 


s 



shAab=1 

2 2 

Vậy ^S.ABCD - 2 -^ABCD = 2 ' ữ '2~~ồ' 

TRƯỜNG HỢP 3: Xét khối chóp S.A l A 2 ...A n («ằ 3 ). Sử dụng mối liên hệ 

giữa đường xiên, hình chiếu và góc nghiêng, ta có ba mệnh đầ sau tương 
đương: 

1) Các cạnh bên của hình chóp bằng nhau. 

2) Các cạnh bên của hình chóp nghiêng đều trên đáy. 

3) Đáy hình chóp nội tiếp được và chân đường cao của hình chóp trùng vối 
tâm đường tròn ngoại tiếp đáy. 
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Chủ dề 5: Khối da diện và thế tích 


The bcst or nothing 

ví du 5: Xét các khố* chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình bình hành với 

AB=a. SA = SB = SC = SD = ^~. Khối chóp nào có thể tích lón nhất và tính 
giá trị lớn nhất đó. 

Lời giài 

Vì khối chóp S.ABCD có các cạnh bên bằng nhau nên đáy phải là tứ giác nội 
tiếp. Suy ra ABCD là hình chữ nhật. Gọi H = ACr> BD thì SH _L ( ABCD ). 

Đặt BC=x(x>0) ửùS ABCD =ax, 

SH 2 ~SA 2 -AH z = ỈỈ^A (ĐKx<2u) 

4 

Lúc nà y V S.A* co = \ “À—— = \ A-xÀtâ -X 2 
3 V 4 6 


s 



a 8 


Ta có x.JỈ^7< x2+A “ 2 ~ x2 =2 a 2 
2 

Dấu bằng xảy ra khi X 2 =4 a 2 ~x 2 Oí 2 =2 a 2 <=>x = ayjĩ 

3 

Lúc này V" = -- . 

- - “* 3 

LMòt-Sốohựgììg nháo SLịận tiếp xác dinh thế tích khối dạ d iên. 
Một số kết quả quan trọng: 

1 . Tỉ SỐ thế tích của hình chóp tam giác. 

Cho khối chóp S.ABC . Trên ba đường thẳng SA, SB, sc lần lượt lấy ba điểm 

A',B',C' khác s. Khi đó = 

Vs.A-rc' SA SB'SC tí 

Chu ý: Ti số thể tích chi áp dụng được cho hình chóp tam giác, còn hình chóp 
tíí giác không áp dụng được công thức này. 

2. Cho hai khối đa diện H và H ỉ có thể tích tưomg ứng là V,;V 2 , lúc này nếu 

biết ự- = fc và V 2 =a thì Vj = ka. 

V 2 

3. Nếu chia khối đa diện H thành các khối đa diện H 1 ;H 2 Ị...ỉH n thi 
V = V Ị +V 2 + ... + V b 

Vói V là thế tích khối đa diện H, V. là thể tích của khối đa diện H ir ỉ- ĩ~n 

4. Phưong pháp tọa độ hóa. 

Ví dụ 1: Cho khối chóp S.ABC với tam giác ABC vuông cân tại B, 

AC - 2 ứ, SA và SA = a. Giả sử ỉ là điểm thuộc cạnh SB sao cho 

SI = -SB. Thê’ tích khối tứ diện SAIC bằng 

4 » 4 _2l °ả 

Đáp án A. 
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Lòi giái 

Tam giác ABC vuông cân tại B có AC = 2a=> AB = BC = a-JĨ. 



Áp dụng công thức tL số thể tích ta có = SA 'Ib 'se = 3 ^ VsAIC = ^9 


Vỉ dụ 2: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình chữ nhật. AB-2a}BC-a) 

SA = SB = SC = SD = a-JĨ. Giả sử E là điểm thuộc cạnh sc sao cho SE = 2EC, F 

là điếm thuộc cạnh SD sao cho SF = ^ FD. Thể tích của khối đa diện SABEF 

3 



5ữ 3 7 3 


973 
Dãp án B. 


Loi gi ái 


- A DTacó BD = 7 aB 2 +AD 2 =aV 5. 


Gọi O^ACnBD thì BO = -y = ^ệ- 

Tam giác SBD cân tại s suy ra so là đường cao của tam giác SBD hay 
SO X BD. Tương tự ta có so _L AC . Suy ra so 1 (ABCD) 

Ta có S0 fVsB ỉ -08 ỉ = . Vậy V SẠ1CD A.tấ .2^ = A . 

rn ’ ^S.ABE SA SB SE 2 2 ly 

v~ SA' SB'SC 3 SABE 3 SABC ” 3 M8C ® “ 3^3 

SẠ SẸ Sf 2 1 Ị Ị ư _ __ = _iL ro 

V^CD ~ SA • sc ■ SD ~ 3 • 4 “ 6 ^ S A£f " 6 S -* CD 12 ^ “ 12^3 

Từ (l) , (2) ta có V SABEF - V SABE + V SA£Ĩ - + -^-Ị= - . 

Chu ỷ: Ở đây nhiều bạn sẽ mắc sai lầm khi áp dụng công thức ti số thê’ tích 
cho hình chóp tứ giác, dẫn đến chọn A là sai. 

Ví dụ 3: Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' có cạnh a. Gọi M là trung điểm 
của cạnh BB'. Mặt phẳng (A'MD) chia hình lập phương thành hai khối đa 
diện. Gọi Vj ; V 2 với V l < V 2 lần lượt là thể tích của hai khối đa diện tạo 
^ V . 

thành. Tỉ số — ■ băng: 


D' Đáp án A. 



Lời giãi 


Gọi N là giao điểm của A'M và AB,k là giao điểm của DN và BC. 

Mặt phẳng ( A'MD) chia hình lập phương ABCD.A'B'C’D'MKCD. 
D 
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Chù đề 5: Khỏi đa diện và thế tích 


The best or rỉOthing 


Áp dụng định lý Thales ta có = = 1 => BN = A'B' = a 

BN MB 


rp . BK BN AB a 

Tương tự _ - 1 =i>BK = CK-- . 

6 CK CD CD 2' 

Ta có công thức tính thể tích của khối tứ diện S.ABC có các cạnh bên 


SA;SB;SC đôi một vuông góc với nhau tại s là 


V^ịsASBSC. 

6 


Lúc này áp dụng ta có V = ị .BM.BN.BK = ị- 

6 24 


V ÁÁ . ND =ịAA‘.AN.AD = ị 
D 3 


Ta thay V MND V mNK + V AMKDAỊí => V AMKDAg 


■ Ể-J_ạL 

24 24 


Suy ra V. = w ^— : 
1 24 


,V>ỈZÍ. 

2 24 


V, 


7_ 

17 
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Ngọc Huyền LB 


khoảng cách từ một điểm bất kỳ bên trong khối đa 


1. Dạng bài về khối đa diện. 

Câu 1: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. Hai khối đa diện có thể tích bằng nhau thì bằng 
nhau 

B. Hai khối chóp có hai đáy là hai tam giác đều 
bằng nhau thì thể tích bằng nhau 

C'. Hai khối lăng trụ có chiều cao bằng nhau thì thế 
tích bằng nhau 

D. Hai khối đa diện bằng nhau có thế tích bằng 
nhau 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 2: Mỗi cạnh của một khối đa diện là cạnh chung 
của bao nhiêu mặt của khối đa diện: 

A. Hai mặt B. Ba mặt 

c. Bốn mặt D. Năm mặt 

(Trích đê thi thừ Sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
Càu 3: Trong các mệnh đề sau mệnh đề nào đúng: 

\ . Mỗi hình đa diện có ít nhất bốn đinh 

B. Mỗi hình đa diện có ít nhất ba đinh 

C'. SỐ đính của một hình đa diện lớn hơn hoặc bằng 
SỐ cạnh của nó 

D. SỐ mặt của một hình đa diện lớn hơn hoặc bằng 
SỐ cạnh của nó. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 4: Mỗi đinh của một hình đa diện là dinh chung 
của ít nhất: 

Ầ. Năm cạnh B. Bốn cạnh 

c. Ba cạnh D. Hai cạnh 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 5: Trong các mệnh đề sau mệnh đê nào sai: 

A. Hình lăng trụ đều có cạnh bên vuông góc với 
đáy. 

B. Hình lăng trụ đều có các mặt bên là các hình chữ 
nhật. 

c. Hình lăng trụ đều có các cạnh bên bằng đường 
cao của lăng trụ. 

D. Hình lăng trụ đều có tất cả các cạnh đều bằng 
nhau 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 6 : Khối lập phương thuộc loại khối đa diện đêu nào? 

A. {3; 3} B. {4; 3} c. {3;4j D. {5; 3} 

(Trích đê thi thử THPT Hà Trung) 
Câu 7: Cho khối đa diện đều n mặt có thể tích V và 
diện tích mỗi mặt của nó bằng s. Khi đó, tống các 


diện đó đến các mặt cùa nó bằng: 

B.il c? D. — 
s nS s 3S 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ĩẫn I) 
Câu 8 : Trong các phát biếu sau, phát biểu nào đúng? 

A. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ đứng và có 
đáy là đa giác đều 

B. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ có tất cả các 
cạnh bằng nhau 

C. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ có đáy là đa 
giác đều và các cạnh bên bằng nhau 

D. Hình lăng trụ đều là hình lăng trụ có tất cả các 
mặt là đa giác đều 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Cáu 9: Cho khối chóp có đáy là đa giác lồi có 7 cạnh. 
Trong các mệnh đề sau, mệnh đe nào đúng? 

A. SỐ đinh của khối chóp bằng 15 

B. SỐ mặt của khối chóp bằng số đinh của nó 
c. Số mặt của khối chóp bằng 14 

D. SỐ cạnh của khối chóp bằng 8 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Càu lí': Trong các phát biếu sau, phát biếu nào sai? 

A. Hình chóp đều là hình chóp có tất cả các cạnh 
bằng nhau 

B. Trong một hình chóp đều các góc giữa một cạnh 
bên và mặt đáy thi bằng nhau 

c. Hình chóp đều là hình chóp có đáy là đa giác 
đều và chân đường cao trùng với tâm của đáy 

D. Hình chóp đều là hình chóp có tất cả các cạnh 
bên bằng nhau và đáy là đa giác đều 

(Trích đê thi thừ THPT Phạm Công Bình ) 
Câu 11: Cho khối tứ diện ABCD. Lấy một điểm M 
nằm giữa A và B, một điểm N nằm giữa c và D. 
Bằng hai mặt phẳng (MCD) và (NAB) ta chia khối 

tứ diện đã cho thành bốn khối tứ diện: 

A. AMCB, AMND, BMCN, BMND 

B. AMCD, AMND, BMCN, BMND 
c. BMCD, BMND, AMCN, AMND 
D, AMCN, AMND, AMCD, BMCN 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 12: Cho một hình đa diện. Khẳng định nào sau 
đây là sai? 

A. Một cạnh là cạnh chung của ít nhất ba mặt 

B. Một đỉnh là đỉnh chung của ít nhất ba cạnh 
c. Một đỉnh là đinh chung của ít nhất ba mặt 
D. Mỗi mặt có ít nhất ba cạnh 
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Chủ dề 5: Khô'i đa diện và thế tích 


I Cẵu 1 3: Số mặt đối xứng của hình tứ diện đều là bao 

I nhiêu? 

I A1 B.4 c. 6 D.8 

« (Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 

I Câu 14: Số đinh của một hình bát diện đều là bao 

I nhiêu? 

1 A - 10 B.8 C.6 D.12 

I (Trích đẽ thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 

I Cầu ~ t5: Trong một khối đa diện, mệnh đề nào sau đây 

f! đứng? 

‘ỷ A. Hai cạnh bat kì có ít nhất một điểm chung 

Ịj B. Hai mặt bat kì có ít nhất một điếm chung 

1 c. Mỗi đinh là đinh chung của ít nhất 3 mặt 

/-• c>. Hai mặt bất kì có ít nhất một canh chung 

ậ Câ u 1 6 : Hình nào dưới đây không phải là một khối đa 

I diện? 



£ (Trích đê tih thử THPT chuyên Hưng Yên - tán 2) 

Câu 17: Mỗi hình dưới đây gồm một số hữu hạn đa 
giác phắng (kể cả các điểm trong của nó). 



SỐ đa diện lồi trong các hình vè trên là: 

A-l B.2 c. 3 D. 4 


Câu 18: Một hình chóp có 46 cạnh có bao nhiêu mặt? 
A. 24 B.46 c. 69 D.25 

(Trích đê thi thử THPT Yên Phong) 
Câu 19: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Thế tích của khối lăng trụ được tính theo công 

thưc V = — SJi (S: diện tích đáy; h: chiều cao) 


B. Thế tích của khối lăng trụ được tính theo công 
thức V =s.h (S: diện tích đáy; h: chiều cao) 

c. Khối lăng trụ đứng có các cạnh bên vuông góc 
với mặt đáy 

D. Khối lăng trụ đứng có các mặt bên là hình chữ 
nhật 

(Trích đê thi thủ THPT Phạm Hông Thái) 
Cáu 20: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào SAI ? 

A. Khối tứ diện là khối đa diện lồi 

B. Lắp ghép hai khối hộp luôn được một khối đa 
diện 

c. Khối hộp là khổi đa diện lồi 

D. Khối lăng trụ tam giác đều là khối đa diện lồi 
(Trích đê thi thử THPT Ngô Sỹ Liên) 
Càu 21: Khối mười hai mặt đều là khối đa diện đều 
loại: 

À- {3,5} B {3,6} c. {5,3} D.{4,4} 

(Trích đê thi thử THPTNgẽ Sỹ Liên) 
Càu 22: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng? 

A. Ton tại một hình đa diện có số cạnh bằng số 
đỉnh 

B. Tồn tại một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng 
nhau. 

c. Số đinh và số mặt của một hình đa diện luôn 
bằng nhau 

0. Tồn tại hình đa diện có số đinh và số mặt bằng 
nhau 


(Trích đê thi thứ THPT Ngô Sỹ Liên) 
Câu 23: Khối đa diện đều loại {4;3} có số đính là: 

A.4 B. 6 C.8 D. 10 


2. Dạng bài tập tính thể tích khối đa diện. 
Câu 24: Hình chóp tứ giác đều có tất cá các cạnh bằng 
a. Thế tích khối chóp đó bằng: 

A W2 E aTyỊỈ c 0^2 D ạ?s_ 

2 ’ 6 '3 ‘3 


(Trích đê thi thử sậ 4 tạp chí THỜTT ) 
Câ u 25: Cho hình chóp tam giác đều đáy có cạnh bằng 
a, góc tạo bới các mặt bên và đáy bằng 60°. Thề tích 


khối chóp là: 

a 3 sỉ 3 

24 

a 3 S 


A. v = - 


c. v = 


8 


B.v = 


a 3 '] 6 
24 


D. v = ~ 
8 


(Trích đê thi thứ sô 4 tạp chí TH&ĨT ) 
Càu 26: Cho khối chóp S.ABC có SA = 9,SB = 4, 
sc = 8 và đôi một vuông góc. Các điểm A',B\C' thỏa 


mãn SÀ = 2 SA ; ,SB = 3SB',SC = 4 sc. Thế tích khối 
chóp S.A'B'C' là: 

A.24 B.16 C- 2 D. 12 
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(Trích đê thi thử sế5 tạp chí TH&TT) 
Câu 27: Cho ABCD.A'B'C'D' là hình lập phương có 
cạnh a. Tính thể tích khối tứ diện ACD' B’. 

a .ỉ„3 B.Ểặ c. ị 

3 3 4 4 

(Trích đê thi thử sế 5 tạp chí TH&TT) 
Câu 28: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông tại A, cạnh AB = 2, ABC = 60°. Hình chiếu 
của s lên mặt phẳng (ABC) là trung điểm H của 


BC. Góc giữa SA và mặt phẳng đáy bằng 45°. Tính 
thể tích khối chóp S.ABC. 

A. 4>/3 B. 2-73 c. 2 D - 4 = 


(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 29: Cho một hình trụ, gọi V,V’ lần lượt là .thể 
tích khối trụ và thể tích khối lăng trụ tứ giác đều nội 


tiếp bên trong hình trụ đó. Ti số là: 


A.ị 

7t 


B. 71 


c.§ 

7t 


D -f 


(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 


Ci u 30: Ba mặt chung một đinh của một khối hộp chữ 
nhật có diện tích lần lượt là 24 ( cm 2 ), 28 ( cm 2 ), 42 (cm 2 ). 
Tính thế tích khối hộp dó. 

A. V = 168(cm 3 ) B. V = 188(cm 3 ) 

c. V = 94(cm 3 ) D. v = 336(cm 3 ) 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 
Câu 31: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình 
vuông, BD = 2 a, mặt SAC là tam giác vuông tại s và 
nằm ữong mặt phẳng vuông góc với đáy, sc = a-j3. 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD. 


A « 3 7 3 

b/ 75 ' 

3 

4 

c 2fl3 ^ 

D. ^ 

3 

6 

(Trích đê thi thử THPT Kim Thành - Hải Dương) 

Câu 32: Cho lăng trụ đứng ABC.A’ B'C' có đáy ABC 

là tam giác vuông tại B; AB 

= a; BC = a-JĨ; mặt phẳng 

(A'BC) hợp với mặt đáy (ABC) góc 30°. Thể tích 

của khối lăng trụ là: 


A. 

12 

C 

3 

D. ^ 

6 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tán 2) 


Ngọc Huyền LB 

Câu 33: Hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là hình 
vuông cạnh s, hình chiếu vuông góc của s trên mặt 
phẳng ( ABCD ) trùng vói trung điểm cùa AD; M là 


trung điểm CD; cạnh bên SB họp vói đáy góc 60°. 
Thế tích của khối hình chóp S.ABM là: 


A 

A. — 

1 V) 

y 

% 

Cữ 

3 

4 

C * 3 ^ 

6 

fl 3 VĨ5 

12 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tân 2) 
Cáu 34: Cho khối chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác cân tại A vói BC = 2a, BAC = 120°, biết 
SA 1 ( ABC) và mặt (SBC) hợp với đáy một góc 45°. 
Tính thể tích khối chóp S.ABC. 

(Trích đè thi thừ THPT chuyên Trần Phú -Hải Phòng) 
Câụ 35: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác đều cạnh 2a, tam giác SAB là tam giác đều và 
nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt đáy. Tính 
thế tích khối chóp S.ABC. 

\.v = a 3 B. v = ị 

2 

c. V=^ị- D.v = 3 fl 3 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Trần Phú - Hải Phòng) 
Câu 36: Cho hình hộp ABCD.A'B'C'D' có thể tích V. 
Tính theo V thế tích khối tứ diện C.ABC. 






(Trích đê thi thừ THPT chuyên Hạ Long) 
Càu 37: Xét khối chóp tứ giác đều S.ABCD. Mặt 
phẳng đi qua B, trung điểm F của cạnh SD và song 
song với AC chia khối chóp thành hai phần, tính ti số 
thể tích của phần chứa đinh s và phần chứa đáy. 

A.1 B. ị c.ị D.2 

2 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hạ Long) 
Càu 38: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy ABCD 
là hình vuông, cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng 
đáy và SA - AC = a-j3. Tính thể tích V của khối chóp 
S.ABCD. 


A. y=iỉ 3 ^. 

2 

C7.'f 

uạ- 

II 

> 

Ó 

2 

3 

(Trích đê thi thử THPT Kim Liên 
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Chu áể 5: Khói da diện vá thè tích 
Càu 39: Cho hình hộp chữ nhật ABCĐ.A'B'C'Ơ có 
cạnh AB = tì ; BC = 2a;A’C = V 2 L 3 . Thế tích của khối 
hộp chữ nhật đó là: 


A. v = 8a 3 


c. V =4iỉ 3 D. v = 16fl 3 

(Trích đê thi ihử Sở GD&ĐT Hà Tĩnh) 
C< 1 U 40: Một kim tự tháp ờ Ai Cập được xây dụng vào 
khoảng 2500 trước công nguyên. Kim tự tháp nàv là 
một khối chóp tứ giác đều có chiều cao Ỉ54m; Độ dài 
cạnh đáy là 270m. Khi đó thế tích của khối kim bự tháp 
là: 


13. V = v 
3 


A. 3.742.200 
c. 3.500.000 


B. 3.640.000 
0. 3.545.000 


(Trích đê thi thú "THPT chuyên Bắc Cạn ; TỈỈPT Phạm 

Công Bình") 

Cìu 41: Cho khối chóp S.ABC. Trên 3 cạnh SA,SB,SC 

lần lượt lấy 3 điểm A',B',C' sao cho SA' = ịsA; 

3 

SB' = -SB;SC' = isC. Gọi V và V' lần lượt là thế 
tích của các khối chóp S.ABC và S'.A' B C. Khi đó tỷ 
số £ là: 


(Trích đê thi thủ THPT diuyên Bắc Cạn) 
Câu 42: Người ta gọt một khối lập phương bằng gồ để 
lấy khối tám mặt đều nội tiếp nó (tức là khối có các 
đinh là các tâm của các mặt khối lập phương). Biết 
cạnh của khối lập phưong bằng a. Hãy tính thê’ tích 
của khối tám mặt đều đó. 


(Trích đe thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 42: Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'b' C' có góc 
giữa hai mặt phẳng (A'BC) và ( ABC ) bằng 60°; 
AB = a. Khi đó thể tích của khối ABCC' B' bằng: 

A.A/Ỉ B.ĩị- C.ỈẬ D.?ằ a > 

444 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 
Câu 44: Cho khối lăng trụ đều ABC.A‘B'C' và M là 
trung điếm cùa cạnh AB. Mặt phẳng (B‘C'M) chia 

khối lăng trụ thành hai phần. Tính tỷ số thế tích của 
hai phần đó: 


The best or not hỉng 

Câu 45: Tính thể tích V của khối hộp chữ nhật 
ABCD.A 1 B'C' D', biết AB = a,AD = ayj 2 và AC' hợp 
với đáy một góc 60°. 

A. V = 2a 3 AỈ6 B. V = c^yỊĨ 

c.v = 3 <?-ỊÌ o. V = ‘ỀẻJĨ 

2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh) 
Càu 46: Cho lăng trụ tam giác ABCA'B'C' và M là 
trung điếm của AB. Lựa chọn phương án đúng. 

A. V.. =-V 

V M.AB’C ~ V A.A'B‘C 


tí. V si.tr 

r A.BCCB ~ V ABC.A-BC- 


c. V ... 

y A-.BCC-B- 3 ABC A-B-C 1 

D. V =217.... 

V ABCC *- V ABCC 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Vị Thanh) 
Càu 47: Cho khối lăng trụ đều ABC.A'B'C' có tất cả 
các cạnh bằng a. Tính thể tích V của khối lăng trụ 
ABC.A'B'C\ 


A. y = ứ 3 


[>. V = -- 
3 


D. V = 


4 12 

(Trích đê thi thử THPTHà Trung) 
c.iu 46: Cho tứ diện ABCD có thế tích là V. Gọi 
A',B’,C,U lần lượt là trọng tâm của các tam giác 
BCD, ACD, ABD, ABC. Tính thê’ tích khối tứ diện 
A’B'C'Ơ theo V. 


(Trích đê thi thử THPT Hà Trung) 
Càu 49: Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng 
a, biết góc giữa cạnh bên và mặt đáy bằng 45°. Tính 
thê’ tích V cùa khối chóp S.ABCD. 


A. 

6 


c. v = 2í±a 3 
3 


B. V=ệa ĩ 
3 

D. V = AỈĨa 2 


(Trích đẽ thi thử THPT Hà Trung) 
Cà u 50: Một hình lăng trụ có đáy là tam giác đều canh 
băng a, cạnh bên băng b và tạo với mặt phẳng đáy 
một góc a Thê’ tích của khối chóp đó là: 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Bắc Cạn) 


A. -—a bsina 
12 

r ^3 _ 2 i. 

c. - 7 — fl ccosa 
12 


B. ^Ệ-a^bsma 
4 

D. ^V&cosa 
4 


(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN lân ỉ) 
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Câu 51: Một hình chóp tam giác đều có cạnh đáy bằng 
a và cạnh bên bằng b. Thế tích của khối chóp đó là: 

A. B. ^3 b 2 -a 2 

4 12 

c. ị^b 2 -a 2 D. a 2 -j3b 2 -a 2 

6 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KtìTN tân ỉ) 
Càu 52: Các đường chéo của các mặt của một hình hộp 
chữ nhật bằng a, b, c. Thể tích của khối hộp đó là: 

A - 

B y {v+s -<?)(<? +g i -b ỉ )(* 1 +b‘-C>) 

8 

c. v=ábc 


D. V = a+b+c 

(Trích đê thi thử "THPT chuyên KHTN lãn I; tạp chí 

TH&TTỈãn 77 


Càu 53: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông 

cạnh a. Cạnh bên SA vuông góc với mặt phẳng đáy, 

cạnh bên BC tạo với mặt phẳng (SAB) một góc 30°. 

Thể tích của khối chóp đó bằng: 

A „ aù : 2 „ a 3 -J 2 r , a 3 J 2 

A. — - — lí. — ■ — V-. — - — u. — - — 

3 4 2 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN tân I) 
Câu 54: Một hình hộp đứng có đáy là hình thoi cạnh 
a, góc nhọn 60° và đường chéo lớn của đáy bằng 
đường chéo nhò của hình hộp. Thể tích khối hộp đó 
là: 

A. ỉ B. c.ạ ũ.£ệ- 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KtìTN ĩãn ĩ) 
Cầu 55: Cho hình chóp tứ giác S.ABCD có thể tích 

bằng V. Lấy điếm A ' trên cạnh SA sao cho SA' =— SA. 


Mặt phẳng qua A' và song song vói đáy của hình chóp 
cắt các cạnh SB,SC,SD lần lượt tại B',C',D'. Khi đó 
thể tích khối chóp S.A'B’C'D' là: 


A.ị 

81 


B.I 

3 


c.ị 

9 


d.£ 

27 


(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 56: Nếu 3 kích thước của một khối hộp cùng tăng 
lên 3 lần thì thể tích của nó tăng lên: 

A. 81 lần. B. 8 lần c. 64 lăn D.271ần 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 57: Một lăng trụ tam giác ABCA’B’C' có đáy là 
tam giác đều ABC cạnh a. Cạnh bên bằng b và hợp 


Ngọc Huyền LB 


với mặt đáy góc 60°. Thê’ tích hình chóp A'.BCC'B' 
bằng bao nhiêu? 




c — D 
2 2 


(Trích đê thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Cậu 58: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông tại B biết AB = a, AC = 2 a. SA -L ( ABC) và 


SA = aS. Thể tích hình chóp S.ABC là: 
3 a 3 


A. 


B.ị 

2 


c.£ 

4 


D. 


3 a 3 


(Trích đê thi thừ THPT Phạm Công Bình) 
Càu 59: Cho khối chóp S.ABC với SA±SB,SB -LSC, 
sc ± SA Biết SA,SB,SC lần lượt là 3, 5, 6. Thể tích của 
khối chóp đó bằng: 

A. 20 B.10 c. 15 D. 30 

(Trích đi thi thử THPT Phạm Công Bình) 
Câu 60: Cho khối chóp có diện tích đáy B và chiều cao 
h. Tính thể tích V của khối chóp dó. 

A. V = Bh B.V = ịBh 

c. v = 3 Bh D.V^ị-Bh 

2 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Cau 61: Khi chiều cao của một khối chóp đều tăng lên 
2 lần nhưng mỗi cạnh đáy lại giảm đi 2 lần thì thế tích 
của chúng tăng, giảm như thế nào? 

A. Thể tích của chúng tăng lên 2 lần. 

B, Thế tích của chúng giảm đi 2 lần. 

c. Thề tích của chúng tăng lên 4 lần. 

D. Thế tích của chúng tăng lên 8 lần. 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Cáu 62: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác 
đều cạnh a; mặt bên SAB nằm trong mặt phẳng vuông 
góc với mặt phẳng đáy và tam giác SAB vuông cân tại 
s. Tính thể tích V của khối chóp S.ABC. 

•’- í 4 

CV-Ểậ D.V.Ẻặ 

6 8 

(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Câu 63: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam 
giác vuông cân tại đinh B, AB = a,SA — 2a vad SA 
vuông góc vói mặt phẳng đáy. Gọi H,K lần lượt là 
hình chiếu vuông góc của A lên SB,SC. Tính thể tích 
khối tứ diện S.AHK. 
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chu dè 5: Khôi tia điện và thề tích 


The best or nothiri' 


A. V. 


c. — 


15 

8ị? 

15 


3. K 


Đ. K 


8 a 3 
’ 45 
_ 4a 3 

'T 


( Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Câu 64: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có 
AA’ = 2a; tam giác ABC vuông tại B có AB=a,BC = 2fl. 


Túih thế tích V của khối lăng trụ ABC.A'B'C'. 
A ’ v = ^f B. v=4fl 3 

cv = ^f D.v = 2a 3 


(Trích đê thi thử THPT Kiến An) 
Càu 63; Hình chóp tứ giác S.ABCD có đáy là hình chữ 

nhật cạnh AB = a, AD = ayỊĨ; SA±(ABCD), góc giữa 
sc và đáy bằng 60«. Thế tích hình chóp S.ABCD bằng; 
A.v/ãa 3 15 . 3 a 3 

c -lẽo* D.3 yỊia 3 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐTHà Tĩnh) 


Côu 66: Cho lăng trụ đứng ABC.A'FC' có đáy là tam 

giác vuông tại A, AC = a, ACB = 60° . Đường chéo BC' 
của mặt bên (BCCB') tạo với mặt phẳng {AA’C'Q một 
góc 30° . Thể tích của khối lăng trụ theo a là; 

A. l.ỂẬ 

3 

c. n 2 4ia 3 

■ 2 D ‘ 3 

(Trích đê thi thứ Sở GD&ĐTHà Tĩnh) 
Câu 67: Từ một mảnh giấy hình vuông cạnh là 4 cm, 
người ta gấp nó thành 4 phần đều nhau rồi dựng lên 
thành bốn mặt xung quanh của một hình lăng trụ tứ 
giác đều như hình vẽ. 



Hói thể tích của khối lăng trụ này là bao nhiêu? 

A. 4on 3 B. 16cm 3 c. ịcm 3 D. ụ cm 3 
3 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Câu 68: Cho một cái bế nước hình hộp chữ nhật có ba 
kích thước 2m, 3m, 2m lần lượt là chiều dài, chiều 
rộng, chieu cao của lòng trong đựng nước của bể. 
Hàng ngày nước ở trong bê’ được lấy ra bời một cái 
gáo hình trụ có chiều cao là 5cm bà bán kính đường 
ừòn đáy là 4 cm . Trung bình một ngày được múc ra 
170 gáo nước để sử dụng (Biết mỗi lần múc là múc 


đẫy gáo). Hỏi sau bao nhiều ngày thì bể hết nước biết 
rằng ban đầu bể đây nước? 



A. 280 ngày. B. 281 ngày, 

c 282 ngày. D. 283 ngày. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lê Hồng Phong) 
Cáu 69: Một cái cốc hình trụ cao 15cm đựng được 0,5 
lít nước. Hỏi bán kính đường ừòng đáy của cái cốc sấp 
sỉ băng bao nhiêu (làm tròn đến hàng thập phân thứ 
hai) ? 

A. 3,26 cm. B. 3,27 cm. 

c. 3,25cm. D. 3,28cm. 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Lê Hông Phong) 
Cáu 70: Cho một tẩm nhôm hình vuông cạnh lm như 
hình vẽ dưới đây. Người ta cắt phần tô đậm của nhôm 
rồi gập lại thành một hình chóp tứ giác đều có cạnh 
đáy bằng X (cm) sao cho bốn đinh của hình vuông gập 
lại thành đinh của hình chóp. Giá trị của X để khối 
chóp nhận được có thế tích lớn nhất là: 



(Trích đê thi thử " THPT Can Lộc - Hà Tĩnh; THPT 
chuyên Lương Văn Tụy - Ninh Bình") 
Câu 71: Kim tự tháp Kê-ốp ớ Ai Cập được xây dựng 
vào khoảng 2500 trước Công nguyên. Kim tự tháp này 
là một khối chóp tứ giác đều có chiều cao 147m, cạnh 
đáy dài 230m. Thế tích của nó là: 

A. 2592100 m 2 B. 25921 00 m 3 

c. 7776300 m 3 D. 3888150 m 3 

(Trích đê thỉ thử THPT Can Lộc - Hà Tỉnh) 
Câu 72: Cho khối chóp S.ABC có ba cạnh bên 
SA = SB = SC = a vuông góc với nhau từng đôi một. 
Thể tích khối chóp S.ABC là: 

A. B. c. D. !«■ 

6 2 3 

(Trích đê thi thử THPT Phạm Hông Thái) 
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Công Phá Toán - Lóp 12 


Hưông dẫn gỉảỉ chỉ tiết 


Ngọc Huyền IB 


1. Dạng bài tập về khối đa diện 

Câu 1: Đáp án D. 

Phương án A. Sai: Xem lại định nghĩa 

"Hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có 1 phép đời 

hình biến đa diện này thành đa diện kia". 

Phương án B. Sai vì v chfl p = h. s ă ịy nên hai chóp có thế 
tích bằng nhau thì cần thêm điều kiện đường cao bằng 
nhau. 

Phương án c. Sai v ang tru = h.Sđiy 
Thiếu điều kiện hai đáy có diện tích bằng nhau 
Phương án D. Đúng: Vì hai khối đa diện bằng nhau 
được tạo thành từ một phép dời hình, nó bảo toàn 
khoảng cách giữa các điếm. Do đó thế tích của chúng 
bằng nhau. 

Càu 2: Đáp án A. 

Mỗi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng 

2 đa giác 

Càu 3: Đáp án A. 

Phương án A. Đúng: Ta chứng minh như sau: 

Gọi M x là một mặt khối đa diện, M x là đa giác nên có ít 

nhất3cạxvhc 1 ,C2,c 3 

M 2 chung cạnh c x với M x (M 2 * Mj ) 

M 3 chung cạnh c 2 với M, (M 3 * Mj ) 

Vì C 1 eM 3 =>M 2 ^M 3 . 

Gọi M„ là mặt có chung cạnh c 3 với Mj (M 4 * M,). 
Vì M 4 không chứa c t ,c 2 nên M 4 khác M 2 và M 3 

Do đó khối đa diện có ít nhất 4 mặt 
=> Mỗi hình đa giác có ít nhất 4 đỉnh. 

Phương án B. Sai. 

Phương án c. Sai: Ví dụ như hình chóp tam giác có 4 
đinh nhưng có 6 cạnh 

Phương án D. Sai: Lấy ví dụ là chóp tam giác có 4 mặt 
nhưng có 6 cạnh. 

Câu 4: Đáp án c. 

Cáu 5: Đáp án D. 

Phương án A. Đúng: Vì hình lăng trụ đều là hình lăng 
trụ đứng có đáy là đa giác đều nên lăng trụ đều có cạnh 
bên vuông góc với đáy. 

Phương án B. Đúng. 

Phương án c. Dửng. 

Phương án D. Sai: Do lăng trụ đều có cạnh đáy và cạnh 
bên có thể không bằng nhau. 

Câu 6: Đáp án B. 

Mỗi khối đa diện đều có thế xác định bới ký hiệu 
{p, q) trong đó 


p = số các cạnh của mỗi mặt (hoặc số các đỉnh của mỗi 
mặt) 

CỊ-SỐ các mặt gặp nhau ở một đinh (hoặc số các cạnh 
gặp nhau ở mỗi đinh). 

Câu 7: Đáp án c. 

Ta có, từ một điểm bất kì bên trong khối đa diện đều n 
mặt nối với các đinh trên hình chóp, sẽ chia khối chóp 
ban đầu thành n khối chóp có đinh là điểm đã cho, đáy 
là các mặt của khối chóp. Lúc này ta có: 

Câu 8: Đáp án A. 

Phương án A. Đúng. 

Phương án B. Sai: Hình lăng trụ đều chi cần là lăng trụ 
đứng có đáy là đa giác đều không nhất thiết tất cả các 
cạnh phải bằng nhau. 

Phương án c. Sai: Điều kiện đê’ tạo thành một lăng trụ 
đều là một lăng trụ đứng trước tiên. 

Phương án D. Sai: Theo định nghĩa lăng trụ đều chi cân 
đáy là đa giác đều. 

Câu 9: Đãp an B 
Câu 10: Dáp ãn A. 

Phương án A. Sai: Hình chóp đều thỏa mãn hai điều 
kiện sau: 

+ Đáy là đa giác đều 

+ Chân đường cao của hình chóp là tâm của đáy 
Phương án B. Đúng: Hình chóp đều có các cạnh bên 
nghiêng đều trên đáy 
Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng. 

Câu 11: Đáp án c. 

Cảu 12: Đáp án A. 

Phương án A. Sai: Mỗi cạnh là cạnh chung của ít nhất 2 
mặt 

Phitơng án B. Đúng 
Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Đúng: Vì mỗi mặt phải là đa giác nên có 
ít nhất 3 cạnh. 

Câu 13: Đáp án c. 

Hình tứ diện đều có 6 mặt phẳng đối xứng là 6 mặt 
phẳng đi qua 1 cạnh và trung điểm của cạnh đối diện. 
Câu 14: Đáp án c. 

Câu 15: Đáp án c. 

Phương án A. Sai: Có thể có 2 cạnh không giao nhau 
Phương án B. Sai: Hai mặt bất kì có thể song song với 
nhau và không có điểm chung. 
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Chủ dể 5: Khối da diện và thế tích 

Phương án c. Đúng. 

Phương án D. Sai: Hai mặt có thể song song và không 
giao nhau. 

Càu 16: Đáp án D. 

A,B/C đều là khối đa diện 

D không là khoi đa diện do không thỏa mãn tính chất 
đầu tiên: 

Hai đa giác phân biệt có thể có hoặc không có điếm 
chung hoặc chi có 1 điểm chung hoặc chi có 1 cạnh 
chung". 

Cáu 17: Đáp án 8. 

Hai đa diện lồi là hình 1 và 4. 

Càu 18: Đãp án A. 

Giả sử đa giác đáy có n cạnh. 

Suy ra có n tam giác mặt bên. Suy ra đa giác có 2 n cạnh. 

Suy ra 2n = 46 o n = 23 

Suy ra có 23 mặt bên và 1 mặt đáv. 

Do đó có tổng cộng là 24 mặt. 

2. Dạng bai tập tính thè tích khối da diện 
Càu 24: Dáp án B. 


s 



Giá sử chóp S.ABCD là chóp tứ giác đều như bài ra 
=>SA = SB=SC = SD = a 

AB = AD = BC = CD~a. 

ABCD là hình vuông cạnh a =>BD = AC = a'JĨ 
Gọi BD r\ AC = Ịfí I H là trung điếm cúa BD 

=>DH = ẼP. = ĩầ 
2 2 

A SDH có H = 90° (do SH Ả. (ABCD)) 

^SH = yỊsD ĩ ^DH ĩ = ^ 

2 

v _ S ascd SH ^ W 2 a\/ 2 

SjaCD 3 6 6' 

Câu 25: Đáp án A. 


The besl or nothing 

Câu 19: Oáp án A. 

Phương án A. Sai: Thể tích khối lăng trụ s = Sh 
Phương án B, c, D: Đúng. 

Cáu 20: Đáp án D. 

Phương án A. Đúng 

Phương Ún B. Sai: Không phải lúc nào lắp ghép cũng 
được 1 khối đa diện vì có thể lắp ghép sao cho 2 đa giác 
phân biệt có 2 cạnh chung trớ lên. Suy ra B không thỏa 
mãn tính chất 1. 

Phươìỉg án c, D: Đúng. 

Ca li 21: Đáp án C. 

Cáu 22: Đáp án D. 

Ví dụ minh họa là hình tứ diện đều 
Câu 23: Đáp án c. 

Khối đa diện đều loại {4;3} tức là khối có mỗi mặt là 4 
cạnh tức là khối lập phưcng. Vậy đáp án c. 


s 



Giả sử chóp S.ABC là chóp tam giác đều có: 

AB = BC = AC = a. 

Gọi o là trọng tâm AABC => so 1 (ABC) 

Giả sử AOrìBC = Ịm} 

Vì Ị(SBC);(ABC)Ị = 60° => SMO = 60 1° 

ASMO có o = 90 °,SMO = 60° 

=>SO = OM.tanSMO = àỊtL' tan 60° = 

3 3 

Xét &AMB có: AMB = 90°, ABM = 60° (do A ABC đều) 

=> AM = AB.smABM = a.ệ=>SO = ị 
2 2 

Vậy y _ S0S *MC = SO.AM.BC _ a 1 afi s 

S/BC 3 6 2 6 2 ' fl 24' 

Câu 26: Đáp án c. 
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Công Phá TOcín - Lóp 1 2 


Ngọc Huyền LB 



Áp dụng công thức 
K ...... SÁ SB _ sc _ 1 1 1 _ 1 

SB ~ sc ~2 '3'4“ 24 


’ S.ÁBC _ SA 

^S-ABC SA 
V. 


■ V. 


_ _ S.ABC 

24 


Xét S.ABC có 


V . ... 

S./12C ^CSABC 


CS1SB 

CS-LSA 


=>CSl(SBA) 


cs.s^ = 8A4 

3 2.3 


Càu 27: Dãp iin A. 


A B 



Nhìn vào hình vẽ ta thấy nếu đi tính trực tiếp thể tích 
khối tứ diện ACD'B' là khá lâu, do đó ta sẽ đi tìm một 
cách gián tiếp như sau: 


Lùi giãi 

Ta có 

V - y -V —V 

ACD’B' ABCD.XB-CƯ * ƠADC r B 'ACB v CB CƯ v AA‘ B’ D' 


Mặt khác ta nhận thấy 


y -y. = v = V B—a — s 

D‘ADC r B'ACB v c B - CD‘ - v AA'B‘Ơ ~ 3 -*2 

Do Vậy V ACD , B ,=a 3 -4±a 3 =j. 

Câu 2S: Đáp án D. 



s 



+)Xét AABC: 

A - 90° 

• AB = 2 => BC = — —~T = 4 

COS60 

ABC = 60° 

=> Tam giác SHA vuông cân tại H. 

BH = HC = AH = -^=>AH = 2. • 

2 

+)Xét ASHA: 

H = 90° 

■ AH = 2 

SAH = 45° (doỊsA;(ABC)j = 45° 

Do dó vw - Ẽăậ ^ c , 2.A B.BC sỊn 60° 
s - 3 32 

22.4.3 _ 4V3 4 

322 3 a/3' 

Câu 29: Đáp ân c. 

D 



Giả sử khối trụ và lăng trụ tứ giác đều đã cho biểu diễn 
như hình vẽ 

Giả sử AC = d = 2 Diện tích hình ữòn đáy là ÚR 2 . 

Suy ra: = S^.AA' = kR 2 .AA’ 

Lăng trụ tứ giác đều nội tiếp trụ có đáy là hình vuông 
ABCDcó AC=d = 2r. 
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The òest or nothin; 


^ ^A£CD = AB 2 = - —— - 2r 2 . 

Suy ra: V Ung ^ = S^CŨ-AA' =>V’ = 2 r 2 .AA’ 
_ V' _ 2 r 2 AA' 2 
V K r 2 .AÁ ~ n 

Câu 30: Đáp án A. 


8 c 



Đặt AB = a,Bti =b,BC=c. 


w=> 


ab = 24 

bc = 42 => ( abc ) 2 = 24.42.28 = 168. 2 
«c = 28 


=> V.ÚCÓ = AB.BB.BC = abc = 168 

Câu 31: Dóp án A. 


s 



ABCD là hình vuông 

BD = 2a =>AB = BD.cos45° = a-JĨ =>S aĩcd =AB 2 = 2Ó 2 
Tam giác SAC có: 
i4SC = 90° 

■ AC = BD = 2a=>SA = Vác 2 -SC 2 = tt 
SC = aS 

Ta có: 

^=-1 + 1 1 1 4 c „ = Ể. n 

SH 2 SA 2 sc 2 a 2 3fl 2 ~3« 2 2 


y _ = ^ABCP _ £ 1 2 _ a 3 yl 3 

S ^ D 3 2 3 3 

Càu 32: Đáp án D. 



c 


Kc BC)=> (^' BC ) ; ( ABC )) = ẤM = 30 “ 

Xét AA4 B có: 

A = 90° 

Á BA = 30° => 2 U' = 2lBtan30° = ^ 

2lB = fl 3 

e AB.BC a.a^ĩ a 2 4ĩ 
MBC 2 ~ 2 = 2 

D “ đ& 

Câu 33: Đáp .in 13. 


s 



ABCD là hình vuông cạnh a => AH = HD = = - 

2 2 


AABH: 


21 = 90° ‘ 

AB = fl =>BH = jAH 2 +AH 2 =ệa. 

2 

AH = | 

2 


+) SH _L (ABCD) => [SB;(ABCD)) = SBH = 60° 
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ASBH : 


SHB = 90° 

SBH = 60° =>SH = BH.tanóO 0 = 
2 


DA.AB_a* 

~ 2 ~ 2 

... SH.sJ. VĨ5 

s “"® 3 2 3.2 12 


Câu 34: Đáp án B. 


s 



BC 

Gọi H là trung điểm của BC =>BH = HC = — = a. 

H = 90° 

BAH = ^ = 60° => AH = BH.cot60° = ?ệ. 
2 3 


+) A AHB: 


^S&ABC - 


BH = a 


AH.BC _ aS 2a _ a 2 s 
2 3 '2 3 

+) A SAH có: 

A = 90° 

SH 1 [ABC) ^ SHA = Ị^bcỊ^cịỊ = 450 . 


SH1BC 


< A SAH vuông cân tại A =>SA = AH = 


aS 


■V' 


SAS^C aS a*& _a 3 
3 3 ■ 3.3 9 ' 

Câu 35: Đáp án A. 

Do tam giác SAB là tam giác đều và nằm trong mặt 
phang vuông góc với đáy nên đường cao kẻ từ s xuống 
AB của tam giác SAB chính là chiều cao cuâ hình chóp: 

, 7Í 1(2*6) (2 aỴS . 

Vậy lúc này: V = = g 3 

3 2 4 


Câu 36: Đáp án D. 

Ta có hình hộp ABCD.A'B'C'D' và khối chóp Ơ.ABC có 
chung chiều cao kẻ từ C' xuống ABC. Lúc này ta có: 

^C.ABC _ 1 ^ABC _ 2 2. = 2. 0 y _ ỵ_ 

"3‘S.sco 3*2 6 c ^ c 6 


Ngọc Huyền LB 

Câu 37: Đáp án B. 


s 



Gọi o là tâm của tứ giác ABCD. Gọi G là giạo điểm của 
SO và BD. 

Trong (SAC), đường thẳng qua G và song song với AC 
cắt SA, SC lần lượt tại M, N. Ta có AO,BF lần lượt là hai 
trung tuyến của tam giác SBD nên G là trọng tâm của 
SG 2 

tam giác SBD. => - 77 : =„ 

SO 3 

Lúc này mặt phẳng đã cho là mặt phẳng (BMFN) . 

Ta có 

V SMBf _ SM SB SF_ = 2 1 = 1 
V SABD SA SB SD 3 2 3 

_ t/ ‘SAiD S/18CD 

3 ■ 6 

V CJB „ 

Tương tự ta cũng có V SB|VF = - s ^ cp . 

Vâv ^ sgMfN = 2. sa _ 1 

■ ' V 0 t/ 0 ■ 

y S./iBCD J ỵ BAữNCAD 


Cáu 38: Đáp án B. . 

Do hình chó S.ABCD có cạnh bên SA vuông góc với 
đáy nên SA là đường cao của hình chóp. 

Hình vuông ABCD có AC = a\Ị 3 => AB = 



Vậy V s . 


= laS. 

3 


s ) 


a 3 S 

2 


Cáu 39: Đáp án A. 


A D 
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Chủ để 5: Khôi da diện và th ể tích 
Ta có: A'C' = \ỈAB 2 + BC 2 = a-S . 

c = 4 a'C 2 -A'C' 2 = yịĩla - 5 a = 4 a. 
^ABCD-XVCƠ = CCS ABCD =4aJL2a=8a 3 . 
Cáu 40: Đáp án A. 

v h, =ị-h.âáy 2 = i.154.270 2 = 3742200(m 3 ). 
Câu 41: Đáp án D. 

s 



Tacó: r = ỉ I_J_ 

V SA 'SB sc ~3 4 2 24 

Câu 42: Đõp án D. 


A B 



Ta thấy khối tám mặt đều đó thực chất là 2 khối chóp 
có chung đáy được đánh đấu như hình trên: EMNPQF. 
Xet A A Dơ có: M,N lần lượt là trung điểm của DA' 

và DC => MN = — A'ơ (tính chất đường trung bình) 

Do ABCD.A'B'CƠ là khối lập phương cạnh a 
=>A'B'ƠƠ là hình vuông cạnh a 
=> A'C - AByỊĨ = a-B- 
Do vậy MN = 

2 

+ Nhận thấy MNPQ là một hình vuông cạnh — — 

=>< 

U MNPQ — 2 • 

+ d(£;(MNPQj) = ị.EF=:ịa 

^ V EMNPQF= 2 - V E.WPQ =2 -ị- d ( E '{ MNP Q))- S MNPQ 


Câu 43: Đáp án c. 



B 

Gọi K là trung điềm cúa BC => AK 1 BC (l) 

Ta có: A'B = -Ja‘A ỉ +AB 2 = Ja'A z +AC 2 =A'C 
=>AA'BC cân tại A' =>A'K1BC (2) 

Từ (1) và (2) 

=> Ị(A'BC);(ABC)j = A'KA = 60°. 

Ta có: AB = a=>AK = ~ 

2 

=>A'A = AK.tmA'KA~^ệ.tan 60 ° = ^ 

2 2 

YiAKlBC và (ABC)±(BCC’B') nên AK±(BCCB') 

1 AVC _ 1 g V3 g -3fl a 3 -J 3 

3 BCCB- 3 2 2 4 

Câu 44: Đáp án B. 



B' 


Gọi K là trung điểm của AC. 
Dễ dàng chứng minh được K € 
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Gọi B'MnA'A tại H. 

Vì AM=Ặa'B' và AM/ /A'B' nên A, M lần lượt là 
2 

trung điểm của HA', HB'. 

Tương tự, dễ dàng chứng minh được C'K cắt AA' tại 
H sao cho K là trung điểm Hơ. 

Đặt AA' = h, A'B' = a. 

Ta có: V AKMSAC = - ^H.AKM 

=\nA'S^ c .-ị.HAS iMM 

_ 1 a 2 S 1 h gyỈ3 a 1 

- 3 ■ 4 3 4 2 2 

_ h.a 2 yj 3 h.a 2 S 7 h.a 2 ^3 _ 7 

6 48 " 12' 4 - 12'^ 80, ' B ' C ' 

V 7 

V 5' 

* rcBCKM ^ 

Càu 45: Đáp án c. 


A' a B' 



Ta có: góc A'CA = 60°. 

CA = Vaổ 2 + BC 2 = Vo 2 +2? = 

=> A'A = AC. tan 60° = a>/3. tan 60° = 3a 
^ ^ABCD.A'8'CD' = ^ABCO - 3 ữ.a.a-JĨ = 3 ^aỊĨ. 
Câu 46; Đáp án c. 


A M B 



Phương án A. Ta có: 

ỵ^c=f 4 Ma-b-c))-w 


=> tw = vw => Phương án A sai. 

Phương án B. Ta có: 

V = 1 / -W 

V A‘BCS'C ABC.AVC ¥ A' ABC 

^d(A’-,(ABC))S^ j(A-:(ABCp^ 

= ị4 A 'l ASC )) S ***c=ị V *c.**c- 

=> Phương án B sai. 

Phương án c. Từ chứng minh trên và V ABCC g = V ABCCB , 

ta thấy phương án c đúng. 

Càu 47: Đáp án c. 



Gọi M, N, p lần lượt là trung điếm của CD, BD, BC 
=>A,B',M thẳng hàng 
A,C',N thẳng hàng 


Xét A AMN: 


AM AN 3 1 1^ = 1 

1 MN 3 


Í CƠ//PN 
Cơ 2 
PN ~ 3 


>AB'C'Ơ co AMNP theo tỉ số ^ 
3 


c í?} 2 

-Ạg-ẹ-p’ _ 

c 3 

J AMNP V"-V 
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Mà AMNP co ABCD theo ti số — 

2 

Từ (l) và (2) =>^Ỉ£V=Í1 = Ì 
' w s. 9 4 9 

^ỐSCO y * “ 

Dễ dàng chứng minh được (ổ'C'D')//(BCD) 

d {M B ' Cư ì) _AC' 2 

d(A;(BCD)) AN 3 

=>d(A-,(B'C'ơ)) = ịd(A;(BCD)) 


Gọi K là trưng điếm của B'C'. 

H ạ AH LA'K tại H => AA'H = a 
AH — AA'.sina = hsina 


=>d 


(-4';(B'CƠ)) = |á(A;(BCD)) 
íi fW=Ị d(A'-,(B'CƠ))s^, 
= ịUMBCD)).ịs^, 


3 3 
= — V 

27 A. BCD 


v_ 

27 


CÂii 49: D.ip iin A. 



Gọi o là tâm hình vuông ylBCD => SAO = 45° 
^SO = OA = ^.AC = |W2 


^ ^S.<UCD = T-SO.S 
Càu 50: ĐẮp ãn B 


_ a-sỉỉ 2 _ a 3 V2 


3 '-4BCD “ 6 •« - 6 


. A 



Ihe besl i>f nothiiìg 


' V Mc.« rc = <urjw ^i.tìaa.Ẻầ.Ậ, 


a 2 .b. sina. 


Cáu 51: Đáp ãiĩ H. 


/ 


/ 


\ 

, \ 


,4 

\ G Ị 

Nk 


•1 - - - 7 c 

; I / 

/ 


/« 


Gọi khối chóp tam giác đềư đề bài cho là SABC. 
Gọi G là trọng tâm A ABC 

=>SG±(ABC) và GB = 

3 2 3 

=>SG = -J~GB Ĩ +SB 2 =^j-+ỹ 

- v «* -5*“* 

Câu 52; Dap án A. 



B' 


í AB' = a 

Giả sử hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'Ơ có ị AC = b 

I AD' -c 



z 2 +ý=b 2 
x 2 +f=a 2 
X 2 +z 2 — c 2 


y= 


(T +c 2 - b 2 


a +b -c 2 


b +c 2 -a 2 


Vạ bcd.a-bcơ - ^ABCD ~ AA'-AB.AD 
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(b 2 +c 2 -(?)(<?+? -#)(<? +b 2 -â) 
8 


Càu 53: Đáp an D. 


s 



Ta có: SA1BC và BC1AB 
=> BC 1 ( SAB ) => BSC = 30° 

=>SB = BC.cot30 ữ = aS 
=>sa=Vsb 2 -ab 2 =*£ 

S"® 3 3 ' 

Càu 54: Oáp án l). 


A « B 



Ta có: A'C' < B'ơ => Va'C' 2 +C’C 2 < Vb'D' 2 +B'B 2 
<=> AC <B'D<=> A'C = BD 

Vì AABC đều nên BD = a-Ịị. 

2 

Ta có: A'C' = AC = « và A’C = aS 
=> C’C = w 2 (theo định lý Py-ta-go). 

^ ^ASCD.A^CD' = cc = a-^ĩ.is^c 

= a JĨ2.ĩbỄ = Ế&. 

4 2 

Cảu 55: Đáp án A. 


s 



V S A . s , ct) . _ SA' SB' SC' SD' 1 1111 
da. = SA' SB' sc' SD - 3 3 3 3 81 

^ ' s.AycD - g2 • 

Câu 56: Đáp án D. 

Câu 57: Đáp an B. 


A a . c 



Gọi H là hình chiếu vuông góc của A lên (A'B'C') 

b J 3 

=> AA'H = 60° => AH = AA'.sin 60° = b. sin 60° = — — 

2 

y AĨỊ C _bS g 2 ^ 3fl 2 b 

^ " ASC.A^C — 2 4 8 

Kc.ABC = 3 '‘(ABC^.S^c = 2 ^ABC.AITC = -g - 

=> V . J = V _ - = Ẽậ-íệ = Ặ. 

- ’ ' V A-.BCCV r ABCA-B-C a-abc g g 4 • 

Câu 58: Đáp án 8. 
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:■) 





ị 



Ta CÓ: BC~4aC 2 -AB 2 = aS 
z=>v - — c _ a 'fè ữ\fỉ.a ữ 3 

S -4BC ~ 3 -à&ABC — 2 = ~2 

Càu 54: Đáp án c. 



Ta có: SA 1 SB, SBLSC=>SBL (sác) 
v SB SB SASC 

V S ABC = 3 -■ 2 ( AS/iC VUÔn 8 tại s ) 



Cáu 60: Đáp án B. 
Câu 61: Đáp án B. 


Ta có: V =ỊjiS. 


đứy 


V^=^.2h.ị-S. 


đày 


Vậy thể tích giảm đi 2 lần. 

Câu 62: Đáp án B. 



The besi or nothing 

Gọi M là trung điểm AB. 

Vì A SAB vuông cân tại s nên SM = ị.AB = - và 

2 2 

SM±AB => SM 1 (ABC) (vì (ABC) 1 (SAB) ) 

S.ABC 3 6 - 4 24 ' 

Cáu 63: Đáp an B. 


s 



Vi A ABC vuông cân tại B nên AC = a-JĨ. 
Ta có: SA 2 = SHSB ( ASAB vuông tại A) 

o(2af=SHẶ2af+a 2 

«SH = Ì^ẩ 
5 

. SH _ 4fl>/3 /r 4 
SB 5 '^5 

Tưcmg tự, tính được ỀE = ?^Ễ. : a-j6=:ị 
sc 3 3 

SH SK _ 4 2_ 8_ 

V S ABC SB sc 5 3 ~ 15 

_ y _ J3_ SA „ _ 8 2fl fl 2 8fl 3 

S.AHK 15 3 Ò *A*C~ Ĩ5 - 3 - 2~ i5 - 

Cáu 64: Đáp án D. 
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Câu 65: Đáp án A. 

s 



Vì SA 1 ( ABCD ) => SCA = 60°. 

Ta có: AC = 'JaB 2 + BC 2 = 7 ứ 2 + 2 ũ 2 =a-ji 
=>SA = AC.tanéơ 3 = 3a 

=> V S.ABCD = Y SaBCD = Ỵ = « 3 72. 
Cáu 66: Đáp án A. 



Vì BA 1 AC và BA LAA'=> BAI ( ACCA') 

-> BA 1 AC => BCA = 30°. 

Ta có: AB = AC.tan&y - a~j3 

AC = AB.cot30° = a73.cot30° = 3fl 

=> AVI = 7C'A 2 - A'C 2 = ^3a) 2 —ó 2 = 2ứ4ĩ 

Vabc^c = AVt-S^ = 2«7Lz.^ = 

Câu 67: Đáp án A. 

Câu 68: Đáp án B. 


V fc =Z3.2 = 12(m 3 ) 

V ^ = jc 4 2 .5 = 80n(cm 3 ) = Ỗ7L10 -5 (m 3 Ị 
M 12 

Vậy bể hết nước sau: - — c ■■ ■■■■ « 281 (ngày) 
STt-io^.i/o 5 y 

Câu 69: Đáp án A. 

V =0,5(1) = 500(cm 3 ) = J~ « 3 , 30 ( 0 ») 

1 15?1 

Cảu 70: Đap án D. 

A M B 



Đặt AI - bịcm} . 

Chiều cao của chóp bằng: Ậ 2 “ ]f 2 -~ịr 

Ta có: IM 2 = b 2 -50 2 
2 

o b 2 -50 2 = 10 ° 2 - 2QQ *V2+2;c 2 

4 

o&2 20000 - 200x72 + 2x 2 

° 4 

=► K* =|.75ooo-5oWữ 

Thử từng phương án ta chọn D. 

Càu 71: Đáp án B. 

V = = 2592100 (m 3 ). 

Câu 72: Đáp án A. 

VI SA 1 SB và SB 1 sc => SB L (SAC) 
^y s . A Bc=^~ = ịị (ASAC vuông tại S) 

6 * 
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C hu dê 6: Mặt v.ỊỊi, n:ậ; ỉrụ. mặt nói> 


Ihủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 
ỉằi ì: Mặt cấu. khai cầu 




Cho mặt cầu S(0;P) và một điểm A (hình 6.1). 

a. Nếu OA = R thì điểm 4 thuộc mặt cầu. Khi đó đoạn thẳng OA 
là bán kính của mặt cầu. 

b. Nếu OA < R thì ta nói điếm A nằm trong mặt cầu. 

c. Nếu OA > R thì ta nói điểm A nằm ngoài mặt cầu. 

Nếu OA;OB là hai bán kính của mặt cầu thỏa mãn o, A, B thẳng 
hàng thì AB là đường kính của mặt cầu. 

d. Tập hợp các điểm thuộc mặt cầu (s) cùng với các điểm nằm 
trong mặt cầu đó được gọi là khối cầu (s) hoặc hình cầu (s) . 
Vậy khối cầu (s) là tập họp các điểm A thỏa mãn OA<R. 

2. V ị tri tương đòi giũa mật càu và mặt phang. 

Cho mặt phẳng (p) và mặt cầu S(ũ;R) . GọiHlà hình chiếu của o lên mặt 
phẳng (p) thi d = OH. 

a. Nếu d- R thì mặt phẳng (p) và mặt cầu có một điếm chung duy nhất là H 
là và ta nói mặt phẳng (p) tiếp xúc với mặt cầu (s) . (hình 6.2) 

b. Nếu d>Rửù giao của mặt phăng (p) và mặt cầu s(0; p) là tập rỗng và ta 
nói mặt phẳng (p) không cắt mặt cầu (s) . (hình 6.3) 

c. Nếu d<R thì mặt phăng (p) cắt mặt cầu (s) theo giao tuyến là đường tròn 
năm trên mặt phẳng (p) có tâm H và bán kính r = -Jr 2 - ả 2 . (hình 6.3) 
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3. Vị trí tương đối giũa đường thang vả mặt câu. 

Cho mặt cầu s(0; R) và đường thẳng A . Gọi H là hình chiếu của o lên A và 

d = OH là khoảng cách từ o tới A . Hoàn toàn tương tự ưong trường họp mặt 
cầu và mặt phẳng, ta có các kết luận sau đây: 

a. Nếu ã<Rửả A cắt mặt cầu tại hai điểm phân biệt, (hình 6.5) 

b. Nếu d>R thì A không cắt mặt cầu. (hình 6.6) 

c Nếu d = R thì A cắt mặt cầu tại một điểm duy nhất hay A tiếp xúc với mặt 
cầu tại điểm H, hay A là tiếp tuyến của mặt cầu tại H. Điểm H gọi là điên tiẽp 
xúc của A và mặt cầu. (hình 6.7) 





STL DV I IP: 

a. Diện tích s của mặt 
cầu bán kính r bằng bốn 
lần diện tích hình tròn 
lớn của mặt cầu đó. 

b. Thể tích V của khối 
cầu bán kính r bằng thể 
tích khối chóp có diện 
tích đáy bằng diện tích 
mặt cầu và có chiều cao 
bằng bán kính mặt câu 
đó. 


Kết quà 

Ị a. Điều kiện cần và đủ để đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu S(0;R) tại điểm 
Ị H là A vuông góc với bán kính OH tại điểm H. 

; b. Có vô số đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu s (0; R) tại điếm H. chúng thuộc 
Ị mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điếm H. 


Chú ý 

Người ta nói mặt câu nội tiếp hình đa diện nếu mặt cầu đó tiếp xúc với tất cả các 
mặt của hình đa diện, còn nói mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện nếu tất cả các đỉnh 
của hình đa diện đều nằm trên mặt cầu. 

2. Công thức tính diện tích mặt câu và thẻ' tích khối cầu. 


Mặt cầu có bán lánh r có diện tích là: 
Khối cầu có bán kính r có thế tích là: 


s = 4rcr 2 . 
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STUDYTtP: 

1. Khi hình chóp là hình 
chóp đều, hình chóp có 
một cạnh bên vuông góc 
với đáy thì có thế thay 
mặt phẳng trung trực 
bằng dường trung trực. 

2. Khi dựng mặt phẳng 
trung trực của cạnh bên, 
nên chọn cạnh bên của 
hình chóp đồng phẳng 
với A. 


The best or no t lũng 

BÔ sung một số vắn đề mặt cầu ngoại tiếp, nội tiếp hình 
đa diện. 

ì. Mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện. 

ịỉ ^ c ^ u * *? ua mọi đinh 0:19 hmh đa diện H gọi là mặt cầu ngoại tiếp hình đa 
II diện H và hình đa diện H được gọi là hình đa diện nội tiếp mạt cầu đó. 
L-MăỊcẳu .ngoai tiế p hình chóp, mát cán ngoạ i tiếp hình Ịáng_trụ ; 

A. Mặt càu ngoại tiếp hình chóp 

li Đi ^ u và dủ dể hình chóp có mặt cầu ngoại tiếp là đáy của nó là đa 

1; giác nội tiếp một đường tròn. 

Từ đây ta có 
Hệ quả 

I Mọi hình tứ diện có mặt cầu ngoại tiếp. 

: Mọi hình chóp đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

Các phương pháp cơ bản xác định tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp. 

Bài toán: Xác định tâm ỉ và bán kính R của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.A ì A 2 ...A n 

Lói giai 

Phuong phap 1: 

1 1. Xác định tâm o là tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy A í Ạ Ị ..,A n . 

Ị 2. Dựng trục A là trục đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy A, A ĩ ...A n ( A là đường 

thăng đi qua tâm o của đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy và vuông góc với 
mặt phẳng đáy). 

3. Vẽ mặt phẳng trung trực (p) của một cạnh bên bất kì của hình chóp. 

4. Giao của mặt phẳng trung trực (p) và đường thẳng A là tâm I của mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp S.A l A ỉ ...A n . 

Phưong pháp 2: 

1. Xác định tâm o là tâm đường tròn ngoại tiếp đa giác đáy A l A 2 ...A 
: 2. Dựng trục A là trục Víđường tròn ngoại tiếp đa giác đáy Aj A 2 ...A n . 

3. Vẽ trục đường ữòn ngoại tiếp của tam giác mặt bên A 2 sao cho A và A 2 
đồng phẳng. 

4. Lấy giao hai đường thẳng ta được tâm của đường tròn ngoại tiếp hình chóp. 
Phương pháp 3: 

Chứng minh các đinh của hình chóp nhìn đoạn thẳng nối hai đinh còn lại dưới 
I một góc vuông. Khi đó trung điếm của đoạn thẳng nối hai đỉnh đó chính là tâm 
ị của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp, và đoạn thẳng nối hai đinh là đường kính 
của mặt cầu đó. 

Phương pháp 4: 

ịị Tun một điểm đặc biệt cách đều các đinh của hình chóp. 

Phưong pháp 5: 

Ta tạo các lăng trụ quen thuộc để dl dàng hơn trong việc xác định tâm hay tính 
toan các yếu tố của mặt cầu ngoại tiếp đa diện. Bằng việc mờ rộng khối đa diện 
đa cho, thay vì xác định tâm và bán kính của khối đa diện một cách trực tiếp, ta 
xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình đa diện quen thuộc. 
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Cồng Phá Toán - Lóp 1 2 Ngọc Hu vén LB 

B. Một Sỏ bài toán nôi bật 

Bài toán 1: Xác định tâm và bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tam 
giác đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h. 

Lòi giãi tống quát 

Gọi S.ABC là hình chóp tam giác đều, có chiều cao SH=h ; cạnh đáy bằng a. 

Trong mặt phẳng (SAH) kẻ đường trang trực của cạnh SA, khi đó gọi I là 
giao điếm của đường trung trực cạnh SA và SH. Khi đó I là tâm của mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

Ta có tam giác ABC là tam giác đều nên H là trọng tâm của tam giác ABC 
3 2 3 

Tam giác SAH vuông tại H =>SA = \jSH 2 + AH 2 



Tam giác SDI và tam giác SHA là hai tam giác đồng dạng nên 
c a SA ,2 * 

SJ_SD _ 2 = SA 2 ^ 3 __ 3h 2 +a 2 

SA SH ^ SH 2 SH 2.h 6 h 


Đến đây ta có kết luận: bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp tam giác 
đều có cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h là : 


3 h 2 + a 2 
6 h 


R = 


Bài toán 2: Tính bán kính của hình chóp tứ giác đều có dộ dài cạnh đáy là « 
và chiều cao là h. 


Tưong tự bài toán trên ta có bán kính của hình chóp tứ giác đều có độ dài 
cạnh đáy là a và chiều cao h là 


2 h 2 +a 2 
4Jt 


R = 



Tống quát: Công thức đọc thêm: Bán kính của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp 

đều n giác có cạnh đáy bằng a và chiều cao h là 

, ,2 . 2 180° 2 
4h 2 .sm + a 

p n 


OÌ . 2 180° 

Sh. sin — — 
n 


Bài toán 3: Xác định tâm và bán kính của tứ diện SABC có SA = a,SB = b, 
SC-c và ba cạnh SA, SB, sc đôi một vuông góc 


Lời giãi tông quát 

s. Cách 1: Gọi H là trung điếm của AB. Dễ thấy H là tâm đường ữòn ngoại tiếp 

1 A SAB . Mặt phẳng trung trực của sc cắt trục đường ữòn (SAB) tại o. Ta cỏ o 

H chính là tâm của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện SABC. Dễ thấy OH = ^ . 
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— Ẽi b: MjỊ 2IĨÌ tru - 221 The hest or nothịng 

r=so=4sh 2 +ho 2 . M + ao ’ _ Ịsa^+sb 2 - 2 


<=>\R = - 



STƯDYT1P: 
Bán kính của mặt cầu 
ngoại tiếp khối tứ diện 
gần đều là 

ỉ? ./ITTũmr 


R = ~M ĩ +b ĩ +c 
4 


p , 

—ỵ Cách 2: Sử dụng phương pháp 5: Phương pháp tạo lăng trụ bao. 

M Mở rộng tứ diện SABC thành hình hộp chữ nhật SADB.CMNQ. Khi đó tâm 
của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC chính là tâm của hình hộp chữa nhật 

ỵ/ D SADB - CMN Q- Khi đó os = R = ị \Ịa 2 +b 2 +c 2 . (Công thức độ dài đường chéo 
A của hình hộp chữ nhật tôi đã giới thiệu). 

Bà i toán 4: Cho tứ diện ABCD c ó AB = CD = c, AC = BD = b, AD=BC=a 
Tìm bán kính R là bán kính mặt cầu ngoại tiếp k hối tứ diện ABCD. 

Lòi giái 

Gọi ỉ và / lần lượt là trung điếm của AB và CD thì dễ thấy IJ _L AB,ỊỊ±CD, 
hay nói cách khác IỊ là cạnh vuông góc chung của hai cạnh AB, CD. 

Gọi o là trung điểm của IỊửủOA= OB và oc = OD (Do IỊ là đường trung 
> D trực của AB, CD). 

Do AB = CD nên ỈB = ỊC, khi đó hai tam giác OĩB và o/c bằng nhau. Suy ra 
OB=OC. 

Từ đây suy ra o cách đều bốn đỉnh của tứ diện ABCD. Vậy mặt cầu ngoại tiếp 
tứ diện ABCD là mặt cầu có tâm 0, bán kính R = OA 

Ta có OA 2 =OI 2 + IA 2 =ỉậ + ẠẼ.=ỉỉl+£ 

4 4 4 ' 

Vì a là trung tuyến của tam giác ABC nên ỈC 2 = - 2 - 2&2 ~ g2 / suy ra 

Jj2 _rĩ 2 _rj 1 ~ +2b 2 — c 2 c 2 _a 2 +b 2 -c 2 

4 4 2 ■ 

Như vậy R 2 =0A 2 =l.(a 2 +b 2 +c 2 ) => R = ệ.Ja 2 +b 2 +c 2 
8 ' ' ẩ 


Bài toán 5*: Cho một mặt cầu bán kính R cố định. Tìm hình chóp tứ giác đều 
có thế tích lớn nhất n ội tiếp trong mặt cầu. 

Đây là một bài toán mà kết hợp cả yếu tố hình không gian và giải tích (tìm 
max của một hàm số trên một khoảng (đoạn)). 

Lòi giãi 

Giả sử S.ABCD là hình chóp tứ giác đều nội tiếp mặt cầu bán kính R thì đường 
cao SH đi qua tâm mặt cầu. 

Gọi a, h lần lượt là cạnh đáy, chiều cao hình chóp thì áp dụng bàỉ toán 2 ta có 
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STUDYT1P: 

Hình chóp tứ giác đều có 
thể tích lớn nhất nội tiếp 
trong mặt cầu bán kính R 
cố định là hình chóp tứ 

giác đều có cạnh a = “ , 
3 

chiều cao h = và thế 
3 


Công Phá Toán - Lớp 1 2 


R = — - 2 t flZ vói 0<h<2R. 
4 h 


Ngọc Huyền LB 


=>a 2 =2h.(2R-h). 

Thể tích khối chóp là V = ^a 2 Ji = -^ .2 h 2 .(2 R-ỉi). 

3 3 

Đễh đây ta có hai cádh: 

Cách 1: Sử dụng bất đẳng thức 

(ỈLA^V-I, Y 

0 7-1. o “ + ““ + 2R — h 

Tacỏ V = ịĂ.ị.(2R-h)sị. 2 1 „ = 

3 2 2 v ' 3 3 


Dấu bằng xảy ra khi và chi khi ^~2R-h<=>h = . 

Khi đófl = -Ẹ. 

3 

Cách 2: Xét hàm 

Xét hàm SỐ fịh)-^.h 2 {2R-h ) trên (0;2R). 

3 

Ta có f' ịh} = — ,R.2h - 3h 2 = — .Rh - 2h 2 =Ooíi = Y’ Kết quả tương tự trên. 
3 3 3 3 

Đến đây ta rút ra được Study Tip để ghi nhớ. 

c. Mặt cáu ngoại tiếp hình làng trụ 

Một hình lăng trụ có mặt cầu ngoại tiếp khi và chi khi đáy của nó là hình lăng 
trụ đứng với đáy là đa giác nội tiếp đường tròn. 

Hệ quả 

I Hình hộp H có mặt cầu ngoại tiếp khi và chi khi H là hình hộp chữ nhật. Tâm o 
của mặt cầu ngoại tiếp hình hộp chữ nhật là giao điểm các đuờng chéo, và độ 


dài đường chéo là đường kính của mặt cầu. Khi đó \R = - 


/a 2 +b 2 +c 2 



Bàỉ toán 6: Trong số các hình hộp nội tiếp hình cầu bán kính R cho trước, 
hình hộp nào có tổng các kích thước lớn nhất. 


Lời giãi 

Ta có hình hộp nội tiếp mặt cầu bán kính R nên nó là hình hộp chữ nhật và các 
kích thước lần lượt là a, b, c của nó liên hệ vói bán kính mặt cầu bởi công thức 
ữ 2 +Ỉ7 2 +C 2 =4 R 2 . 

Tống các kích thước của hình hộp đó là ịịa 4- b + . 

Mặt khác, ta có 

ịa + b + cỴ <3 ịa 2 +b 2 + C 2 ) = 12R 2 =>a + b + c<2JR\Ị3 . 

<=>4(ữ + & + c)<8iW3. 
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CỈUÍ dẽ 6: Mặt cầu, mặt írụ, mật nón 


The best csr notbintì 


Dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi a = b-c~ . Khi đó hình hộp cần tìm 

ó 

chính là hình lập phương có cạnh bằng . 



Bai toán 7: Trong các hình nội tiếp mặt cầu tâm I bán kính R, hình hộp có 
thể tích lớn nhất bằng: 

8 

(Trích đê thi thử THPT chuyên KHTN ĩãn 2) 


A. £*» 
3 


C.—R* 

3V3 


D.J8R 3 


Đáp án B 

Lời giai 

Hình vẽ bên minh họa một hình hộp ABCD.A'B'CD' nội tiếp mặt cầu tâm 7 
bán kính R. 

Yi tính đối xứng nên hình hộp nội tiếp khối cầu luôn là hình hộp chữ nhật. Do 
vậy đặt ba kích thước của hình hộp chữ nhật lần lượt là a, h, c. 

w u.ưuc la a, D, c ^ đó thê tích , của ^ h ộp chữ nhật là v = abc. 

khi đó độ dài dường chéo A p dụng bất đăng thức Cauchy cho ba số dương ta có 
của hình hộp chữ nhật a + b + c>3yfãbc 

V 27 3,/ĩ ' 

D. lYIăt r.TỈI 110(1,1! tioil r«t«h rkAr. /»,I* í 


Cho hình hộp chữ nhật 
có 3 kích thước là a, b, c 


được tính bằng công thức 
d = 4a* + b 2 + c 2 


\ 2R Ì 


\3 


64 R 2 
27 


V . 

27 3^/3 

D. Mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cụt (dọc thêm). 


Một hình chóp cụt có mặt cầu ngoại tiếp khi và chi khi đáy của hình chóp cụt 
nội tiếp đường tròn và các cạnh bên bằng nhau. 


Hệ quả 


Mọi hình chóp cụt đều luôn có mặt cầu ngoại tiếp. 

Cho hai đường tròn C(/;r),C'(/';r') lân lượt nằm trên hai mặt phẳng (p) và 

(p ) mà (p) |Ị (p ) , IV -L (p), IV =h. Khi đó mặt cầu đi qua cả hai đường hòn 
đã cho. 


Bài toán S: Cho hình chóp cụt ABCDA^CV' có hai đáyABCD và A'B'C'0' 
lần lượt là hai tứ giác nội tiếp hai đưòng tròn có bán kính r,r’ . Biết hình 
chóp cụt có chiều cao là h. 

Tính bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp cụt ABCDA'B'C'D'. 



Lời giãi 

Gọi I, ỉ' lần lượt là tâm của hai đường tròn ngoại tiếp tứ giác ABCD; A’B'C'D'. 
Theo giả thiết thi hình chóp cụt này nội tiếp mặt cầu nên các cạnh bên bằng 
nhau, do đó 77' là trục của hai đường ữòn đáy. 

Kí hiệu như hình vẽ bên thì AATI là hình thang vuông tại 7, V. 

Gọi o là giao điếm của đường trung trực cạnh AA' vói ũ'. Khi đó mặt cầu 
ngoại tiếp hình chóp cụt đã cho là mặt cầu tâm 7 bán kính R = OA 
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STUD YT1P : 


Bán kính mặt cãu ngoại 
tiếp hình chóp cụt là 



trong đó r, r' íẳn lượt là 
hai bán kính của đường 
tròn ngoại tiếp hai đáy của 
hình chóp cụt h là độ dài 
đưòng cao của hình chóp 
cụt. 


Công Phá Toán - Lớp 12 . 

Ta có R 2 =OA' 2 = r 2 +Or 2 =r' 2 +X 2 với x = OV. 
Mặt khác R 2 = OA 2 = r 2 + Ợr - xf = r 2 + ịh - xf . 

Từ đó 2hx=r 2 + hh2-r' 2 hay r2+ y~ r>2 . 

3 2 h 


Suy ra 


R z =r' z + 




4 h 2 


■ Ngọc Huyền LB 


II. /Vlặt cầu nội tiếp hình chóp, hình đa diện. 

Một mặt cầu được gọi là nội tiếp một đa diện (hay đa diện ngoại tiếp mặt cầu) 
nếu mặt cầu tiếp xúc với các mặt của đa diện đó. 

Hệ quả 1. 

! Với mặt cầu tâm o, bán kính r nội tiếp hình đa diện cho trước thì 

ị a. Hình chiếu của điểm o trên các mặt của đa diện là điểm tiếp xúc giữa mặt 
cầu và các mặt đa diện, khoảng cách từ o đến các mặt là bằng nhau. 

1 b. Gọi V là thể tích khối đa điện, là diện tích toàn phần của hình đa diện thì 


Hệ quả 2 

I Mọi hình tứ diện luôn có mặt cầu nội tiếp. 

; Hình chóp đều nào cũng có mặt cầu nội tiếp. 

Chứng minh công thức (*) ta có 

Nối o với các đinh của hình đa diện thì ta được các hình chóp đinh o, đáy là 
các mặt của hình đa diện. Khi đó 

V=^3 ỉ J’ + ls 7 .r+... + ịs.r=ịs tB .r. 

Từ công thức ta suy ra công thức tính bán kính mặt cầu nội tiếp khối đa 
diện như sau: 

Bai toán 9: Mặt cầu nội tiếp hình tứ diện đều có cạnh bằng a. 

_ ■ 3 y 

Từ công thức (*) ta có r = ~ . Mặt khác ta có công thức tính thể tích tứ diện 
s * 


đều ở phần thể tích khối đa diện mà tôi đã giới thiệu đó là: V = 


a 3 yỊ2 


12 


Từ đây ta có 



^ ì 

a-v/ó 

12 

4 

12 





Bài toán 10: Cho hình chóp tam giác đều SABC, đáy ABC là tam giác đều 
cạnh a, mặt bên tạo với đáy một góc d ^ (ữ° < a < 90°) . 

Tính theo a và a bán kính r của mặt cầu nội tiếp hình chóp đó? 


Lời giái 
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Kẻ SH là đường cao của hình chóp S.ABC. Do tam giác ABC đều nên H thuộc 
AM là đưòng trung tuyến kẻ từ A của tam giác ABC. Gọi ỉ là tâm mặt câu nội 
tiếp hình chóp, khi đó ỉeSH. 

Do 1 là tâm của mặt cầu nội tiếp hình chóp SABC nên Mỉ là đường phân giác 


Do 1 là tâm của mặt cầu nội tiếp hình chóp SABC nên MI là đường p 
của góc SMA. 

c ^ Ì1 đ ó ta có ỈH là bán kính r của mặt cầu nội tiếp hình chóp S.ABC. 

Ta có ỈH = MH.tanị = ĩệ.tan^. 

2 6 2 


Bai toán 11: Cho hình chóp đều S.ABCD có cạnh đáy bằng a và ASB = a. Xác 
định tăm vả bán kính của mặt cầu nội tiếp hình chóp. 


Lòi giải 


Gọi tì là giao điếm của hai đường chéo của tứ giác ABCD suy ra SH là đường 
cao của hình chóp S.ABCD. Gọi M là trung điểm của AB. 

Ta có giao điểm của phân giác góc SMH và SH chính là tâm 7 của mặt cầu nội 
tiếp hình chóp S.ABCD. 

A Ta có SA = —?~;SH = Jsa 2 - tìA 2 

2.sin^ 

2 

=>SH= I r » — í— 

y4.sừĩ 2 ~-~- 2.sin| 2.sin| 

Áp dụng tính chất phân giác ta có o ^ 

15 MS ỈS + IH MS + MH 


ứvcosa 


_ rs . a 

r 2 1 2.sin — 

<WÕ osa 


SH a a n , a =>r a ° 

~ + ^.cot^ l + cot^ 1 + cot — 

2 2 2 2 2 

' \ 'i 

2. sin — + COS — 

2 2) 

Bài toán 12: Cho hình chóp đều SABCD cạnh đáy bằng a. Chiều cao bằng h. 
Tìm tâm, bán kính mặt cầu nội tiếp hình chóp. 


Gọi H là giao điêm của AC và BD khi đó SH là đường cao của hình chóp đều 
S.ABCD. Gọi H l là trung điểm của BC, khi đó SH i _L BC (do tam giác SBC cân 
tại S). 

Kẻ phân giác của góc SH 2 H cắt SH tại o. 

Í SH. _L BC 

HH, 1 > 8C ±ịSHH 1 ) =* (SBC^SHH,) 
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Kẻ OK vuông góc với SH J tại K. 


Ngọc Huyền L8 


s 



(SBC)±(SHfỉ 1 ) 

(SBC)n(SHH 1 ) = SH 1 =>OK±(SBC) => ả(0;(SBC)) = 0K 

okish[ 

Mặt khác HjO là phân giác góc SH,H nên 
OH = OK « tí(ơ; (ABCD)) - íỉ(0; (SBC)) . 


Chứng minh tương tự với các mặt phẳng còn ỉại ta được o là tâm mặt cầu nội 
tiếp hình chóp đều S.ABCD. 


Theo tính chất đưòng phân giác trong tam giác ta có 


OH HH i 
SO SH, 


OH 

SH 


HH l 


SHj + HH l 


■OH = r = 


~- h 

2 


ã 




— + h+-r 


r = 


CÙI 


V4 ĩ? 


+ a +a 


Chú ý: Ta có kết quả sau: 

I Hình chóp có mặt cầu nội tiếp khi và chi khi trong đáy hình chóp có một điểm 

I các đều tất cả các mặt bên của hình chóp. 
tìọc thèm: Xét hình chóp cụt và hình chớp sinh ra bởi hình chóp cụt đó. Nếu ỉõn tại mặt câu 
nội tiếp hình chóp thì đó cũng là mặt cầu nội tiêp hình. chóp sinh ra hình chóp cụt Do đó việc 
xác định tâm và tính bán kính của mặt cầu nội tiếp hình chớp cụt chính là xác định tâm và bán 
kính của mặt cầu hình chớp sinh ra hình chóp cụt đó với chú ý là khi hình chóp cụt có mặt câu 
nội tiếp với tâm I, bán kính r thì lâm ỉ chính là trung điểm của 00', trong đó o, O' lần lượt là 
các điểm tiêp xúc của mặt câu với hai đáy cùa hình chóp cụt và OO' = 2r là chĩêu cao của 
hình chớp cụt. 
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Chủ để 6: Mật cẩu, mặt trụ, mặt nón 


í. Mặt cầu. 

cau 1: Ti số thể tích giữa khối lập phương và khối cầu 
ngoại tiếp khối lập phương đó là: 

A.Ị*. B.ĩệ. c.-ị.. o.ĩầ. 

w 3 ãi 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Càu 2: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'D'có 
AB = a, AD = 2a,AA' = 2a. Tính bán kính R của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C' 


A. R = 3a 


c. R = ậ 
2 


4 

D. R=2a 


(Trích đê minh họa tãn 2 BGDỜĐT) 
Càu 3: Cho mặt câu (s) ngoai tiếp một khối lâp 

phương co' thế tích băhg 1 . Thể tích khối cẩu (s) là: 

A. ĩệ K.ĩẬ c. * D ĩỄ. 

Ể 3 


(Trích đê thi thử THPTNgÔ Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Ciu 4: Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác vuông 
tại A, AB^=3,AC = 4, SA vuông góc với đáy, 

SA = 2\/ĩĩ. Thế tích V của khối cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC là: 

A. v = ^l p v _729n 

6 6 

c y = 2l^7jr ay = Ị3* 

8 8 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 5: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác ABC 
vuong tại B, AB = a, góc BAC bằng 60°, chiều cao SA = 

W2. Tinh thê tích V của khối cầu ngoại tiếp hình 
chóp. 


A .V=a 3 nỆ- 
3 

c. V =a 3 n\l 6 


B. v.ĩệ-a\ 

3 

D. 

3 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Càu 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình vuông 
cạnh bằng a, SA vuông góc với đáy, SA=a-JỈ. Tính 
thể tích V của khối cầu ngoại tiếp hình chóp 
S.ABCD. 


, .,32 3 
A. V 

3 

c. V = 4jw 3 


B. V = ịna i 
3 

D. v=^ệ-na 3 
3 


■ The best or nothín g 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lãn 1) 
Cáu 7: Cho hình chóp S.A8C có đáy là tam giác đều 
cạnh băng 1, SA vuông góc với đáy, góc giữa mặt bên 
SBC và đáy bằng 60°. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABC bằng bao nhiêu? 

A. 8. c iẽĩ n 43« 

16 36 4 u 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu íân 1) 
Câu 8: Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng 
a, góc tạo bời cạnh bên và đáy bằng 60°. Tính bán 
kính R của mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

Ầ R — — n r~ n ữ V3 ^ „ 4a 


A. R = Ị B. R = ~ 
3 3 


D. R = ^ 
3 


(Trích đê thi thử TtìPT chuyên Phan Bội Châu ĩăn ĩ) 
Câu 9: Cho hình lăng trụ tam giác đều có các cạnh 
cùng bằng 1. Diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình lăng 
trụ là : 

A. 7n B. ~ c. — 

2 3 6 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi lãn 3) 
Càu 10: Mệnh đề nào dưới đây sai? 

A. Có một mặt cầu đi qua các đinh cùa một hình 
tứ diện bất kì 

8. Có một mặt cầu đi qua các đinh của một hình 
lăng trụ có đáy là một tứ giác lồi 

c. Có một mặt cầu đi qua các đinh của một hình 
hộp chữ nhật 

D. Có một mặt cầu đi qua các đỉnh của một hình 
chóp đều 

(Trích đề thi thử THPT chuyên Sơn la) 
Câu 11 : Cho hình lập phương có cạnh bằng 1. Diện 
tích mặt cau đi qua các đỉnh của hình lập phương là: 
A.6ti B. 3tt C. tc D. 2 ít 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
^au 12: Cho tứ diện đeu ABCD có cạnh bằng ữ. Một 
mặt cầu tiếp xúc với các mặt của tứ diện có bán kính 

là: 

\ a ỵẾ. rĩẨ r ^ oVẽ 

/ 12 6 3 D 8 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Lam Sơn - Thanh Hóa) 

Cắu 13: Người ta bỏ vào một chiếc hộp hình trụ ba 
quả bóng tennis hình cầu, biết rằng đáy hình trụ bằng 
hình ữòn lớn trên quả bóng và chiều cao của hình trụ 
bằng ba lần đường kính qua bóng. Gọi S l là tổng diện 

tích của ba quá bóng Sj là diện tích xung quanh của 

5 

hình trụ. Ti số diện tích ~ là: 

3* 

A.2 B.5 C.3 D.l 

(Trích đê thi thử tạp chí toán học & tuổi trẻ ĩãn 4) 
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Càu 14: Một hinh trụ có chiều cao bằng 6 nội tiếp 
trong hình cầu có bán kính bằng 5. Tính thể tích của 
khối trụ. 



A. 96ĩĩ B. 36n c. 192n u. 48k 
(T rích đê thi thử THPT Đông Sơn ỉ - Thanh Hóa) 
Câu 15: Cho hình chữ nhật ABCD và nửa đường tròn 
đường kính AB như hình vẽ. Gọi /,/ lần lượt là 
trung điểm của AB, CD . Biết AB = 4; AD = 6 Thế tích 
V của vật thể tròn xoay khi quay mô hình ữên 
quanh trục lf là: 

B 


c 



. T/ 56 

A. V =—Tĩ . 

3 

K T/ 104 

B. V = -n. 

3 

T/ 40 

C. V ~—iĩ . 

D. v =— 7t. 

3 

3 


(Trích đe thi thử THPT Quàng Xương Ị) 

Câu 16: Cho mặt cầu có điện tích là 72nịcm 2 Ỵ Bán 
kính R của khối cầu là: 

A. R = 3(cm) B. R = 3^Ỉ2{cm) 

c R = Vó(c7n] D. R=6(cm) 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Càu 17: Trong một chiếc hộp hình trụ người ta bỏ vào 
đó 2016 quả banh tennis, biết rằng đáy của hình trụ 
bằng hình tròn lớn ữên quả banh và chiều cao của 
hình trự bằng 2016 lần đường kính của quả banh. Gọi 
Vj là tổng thế tích của 201 6 quá banh và V ì là thê’ tích 


của khối trụ. Tính tí số 


v 2 ' 


A. Một kết quả khác 


b.£- 

V, 


1 

2 


c. 


Zl = ỉ 
v 2 3 



2 

3 


Ngọc Huyền LB 
(Trích đê thi thử THPT Lưcmg ThếVinh) 
Cáu 18: Cho hình chóp tam giác S.ABC có đáy là tam 
giác vuông tại B, cạnh AB = 3,BC =4, cạnh bên SA 
vuông góc với đáy và SA = 12 . Thể tích V của khối 
cầu ngoại tiếp khối chóp S.ABC là: 

A.V^Ậ. B.V^. 

6 6 

c. V = D. v = — . 

8 8 ‘ 

(Trích đê thi thử tạp chí Ttì &TT ĩãn 6) 
Càu 19: Một hình nón đính o có diện tích xung 
quanh bằng 60n(cm 2 ), độ dài đường cao bằng 8(cm). 
Khối cầu (s) có tâm là đinh hình nón, bán kính bằng 
độ dài đường sinh của hình nón. Thể tích khối cầu 

(s) bằng: 

A. 2000cm 3 B. 4000 jĩom 3 

C. 288W D. ^5cm 3 

3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình ĩãn 2) 
Câu 20: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A' B'C' D' cổ 
AB = a,AD = ĩa,AA' = 2a. Tính bán kính R của mặt 
cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C' . 

\.R = 3a ÌỈ.R = ậ C. R = ậ D. R = 2a 
4 2 

(Trích đê minh họa ĩânĩ- BGD&ĐT) 
Câu 21: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là tam giác 
đều cạnh 3 a , cạnh bên SC-2a và sc vuông góc với 
mặt phẳng đáy. Tính bán kính R của mặt cầu ngoại 
tiếp hình chóp S.ABC. 

A. R = Ặ B. R = 3fl 

s 
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Chu dê 6: Mặt cầu, mạt trụ, mặt nón 


Hướng dẫn giải chi tiết 


Câu 1: Đáp án D. 

Đặt cạnh của khối lập phương bằng 1 
Thế tích khối lập phương là: V íp = 1 . 

Bán kính khối cầu: R = ^ 

“ 2 2 

Thể tích khối cầu là: V =ậnf^ẽì -2Ẻ n 

3 UJ 2 ■ 

3w ’ 

Cảu 2: Đáp án c. 


A 2a D 



Gọi o là trung điếm BC' 

=> o là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác A BB'C'. 
Lấy N là trung điếm của AD’. 

Ta có: NOỈ/AB và ABA.(BCB')=> N0±{BC'B'). 

Gọi Ị là trung điểm ON, dễ dàng chứng minh được 
ỈA = ỈB. 


Lại có: /B = /C' = ffl' 

=> / là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABB'C'. 


Ta có: ỈA 2 =IN 2 + AN 2 =1 - 
Câu 3: Đáp án D. 


_M 2 íwrí 
= UJ + [ 2 J 


r . _ 3« 
=>ĨA- — . 
2 


Thể tích khối lập phương là: V lp = 1 

=> Độ dài cạnh khối lập phương = 1 (đơn vị đo độ dài) 

=> Bán kính khối cầu: R = — +l2 +l2 - 2 Ễ. 

“22 


Thế tích khối cầu là: 


Câu 4: Đáp án B. 


4 hi l.ã. 


s 



Gọi M là trung điểm của BC 

=> M là tâm đường tròn ngoại tiếp AABC 

Trên nửa mặt phẳng chứa s, bờ là ( ABC ), kẻ 

MN Ị /SA sao cho MN~SAl 

Gọi o là trung điếm MN 

Vì SA±(ABC)=>MN±(aBC)=>OA = OB = OC (1) 

Ta có: SA//MN và SA = A4N; SAM = 90° 

=> Tứ giác SNMA là hình chữ nhật => os ■= OA (2) 
Từ (1) và (2) => o là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện 
SABC. 

Ta có: 


OA 2 =OM 2 +AM 2 «^Ịj+pcJ _Ị'27Ĩ4j + PJ 

=>OA = ị. 

2 


Vậy thể tích khối cầu là: V = I Tt^l J 
Cáu 5: Đáp in c. 


_ 729 71 243 
6 2 *• 


s 



Gọi M,0 lần lượt là trung điểm của AC,SC 
=> MO / ISA => MO ± (ABC) 

=> MO là trục đường tròn ngoại tiếp của A ABC 
=> OA = OB = oc 

Lại có: OS = OA = ịsC 
2 

=ĩ* o là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện S.ABC. 
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Ta có: = cos60° => AC = — ^— = 2 a 

AC cos60° 

^AO=ịsC=ịẬ2af + {aj2j=íệ 

Vậy thể tích khối cầu là: V = = ữ 3 Tt7ó. 

Câu 6: Đáp án B. 


s 



Gọi N là tâm hình vuông ABCD. 

Kẻ MN / /SA trên cùng nửa mặt phắng bờ (i4BCD) 

chứa s sao cho SA = MN. 

Gọi o là trung điếm của MN =>OS = OA = OB = oc 
=> o là tâm mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD 

Ta có: OA = sỊoN 2 +NA 2 =|y) +Ị^pj 



Thế tích khối cầu là: V = ịm\ 
3 

Câu 7: Đáp án D. 

s 



Gọi M là trung điếm BC => AM i. BC 

Lại có: SA1BC => (sam) 1 BC hay (sam) X (ssc) 

=> SMA - 60° 

Ta có: SA = AM. tan 60° = ệ.*Ẹ = ị 
2 2 

Gọi G là trọng tâm A ABC 

Trên nửa mặt phẳng bờ là (ABC) chứa s, kẻ 
NGỈ/SA sao cho NG=SA 
=>NG ±(ABC)=>OA = OB = OC 


Ngọc Huyền LB 


Lại có os = OA (tứ giác SNGA là hình chữ nhật) 



Vậy diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD 

bằng: s = 4tc.OA 2 = 

6 12 

Câu 8: Đáp án B. 



Gọi G là trọng tâm A ABC 
=>SG là trục đường tròn ngoại tiếp của A ABC 
Lấy o nằm giữa s và G sao cho so -OA 
Ta có: SAG = 60° =>ẠSG = 30° = OAG 

CéOA-^-Ạ.ĩệ.ìệAa. 
cos30° 5233 

Càu 9: Đáp án c. 

7 

=>s = ^7ĩ. 

3 

Câu 10: Đáp án B. 

Với A : Đúng do, hình tứ diện luôn có mặt cầu ngoại 
tiếp. 

Với B: B sai do chưa chắc đáy của hình lăng trụ đã nội 
tiếp đường tròn, nên chưa chắc đã có mặt cầu ngoại 
tiếp hình làng trụ có đáy là tứ giác lồi. 

Với C: Đúng, mặt cầu có tâm là tâm của hình hộp và 
đường lánh là đường chéo của hình hộp. 

Với D: Đúng do hình chóp đêu luôn có đáy nội tiếp 
đường ữòn. ị 

Câu 11: Đáp án B. 

Vl 2 +í _ s 


Ta có: R = - 


• = =>S = 3tl 

2 


Câu 12: Đáp án A. 

Từ công thức ở phần lý thuyết ta chọn đáp án A. 

Câu 13: Đáp án D. 

Đặt bán kính của quả bóng tennis bằng R. 

=> s, = 3.471-r 2 = UnR 2 và S 2 = (3.2.R).(2k.R) = 12nR 2 

Vậy 1 = 1. 
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Chủ để 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặ t nón 
Câu 14: Đáp án A 

Bài toán tương tự như bài toán mà tôi đã giới thiệu ở 
phần toán thực tế min max ứng dụng. 

Ở đây ta có R 2 = ị~ j + r 2 

»r = >/5 2 -3 2 =4 =>v = *.4 2 .6 = 96* 

Câu 15: Đáp án D. 

Thể tích khối trụ là: = IJ.(n.AI 2 ) = 6.7C.2 2 = 24rr. 

Thể tích nửa mặt cầu là: 

V. =2 .,3 2 3 _16_ 


The besỉ or nothing 


V =-.ĩĩ.AI 3 =- 77- 7 3 = 

> 3 3 3" 

Vậy V=^ĩ. 


Câu 16: Đáp án B. 

S=4ícR 2 o72ĩi=4n.r' =>R=3yỈ2(cm). 
Câu 17: Đáp án D. 

Đặt bán kính của quả bóng tennis bằng R. 

Ta có: V, = 2016.|.7 lR 3 = 2688jiR 3 
ó 

và v 2 =(2016.2R).(7cR 2 ) = 40327rR 3 

Vậy Ỵ± = ị. 
v; 3 

Câu 18: Đáp án B. 



Gọi M là trung điểm AC và o là trung điểm sc. 
Dễ dàng chứng minh đưọc o là tâm mặt cầu ngoại 
tiếp tứ diện SABC 

R=0A=hc=ị.JsÃ 2 + Ac 2 


2 2 

■ậyvlĩỊẸl. 

6 


Vậy V = 

Câu 19: Đáp án D. 



= ^-OM o 60 = /M.OM 

<» 60 = >/ÕÃ4 2 -8 z .OA4 => OM = 10 


V»yF M =|rf = | ư0 3 = i«50ĩ( OT .). 

Câu 20: Đáp án c. 

Phàn tích: Gọi ỉ là trung điếm của AC. Giống như 
ữong sách bộ đề tinh túy tôi đã giới thiệu cách tìm 
đường kính của mặt cầu ngoại tiếp khốp chóp bằng 
cách tìm một cạnh nhìn các đinh trong khối chóp 

dưới một góc 90° . Ở đầy ta có ABC = AB’C = 90° . 



Lời giải: Tam giác ABC vuông tại B có / là trung 
điểm của AC'^ỈA = IC = /B -Tương tự vói tam giác 
AB’C' ta cũng có LA = IC = IB' . 

Suy ra IA = IC' = IB=IB' = = 

2 

Tam gi ác AA’C vuông tại A’ nên ta có 
AC = 4aA' 2 +A'C 2 = •ỊÃá t +ứ 2 + 4ÍÍ 2 = 3a 

2 2 

Câu 21: Đáp án D. 

Kẻ trục đường hòn cúa tam giác ABC, lấy giao điểm / 
của đường trung trực cạnh sc và trục đường tron, 
khi đó / là tâm của mặt cầu ngoại tiếp khối chóp 
S.ABC. Kí hiệu như hình vẽ: 



Khi đó ỈC là bán kính của mặt cầu ngoại tiếp khối 
chóp. Ta có IDCG là hình chữ nhật, nên 

/c=Vcd 2 +cg 2 =. 


sc 2 

, 4CM 2 

V 4 

9 



ía^Ỵ 

N 2 , 4 ' 

TJ 


Tr"^' 2 * 

Đến đây ta có thể tự đưa ra công thức tổng quát cho 
các bài sau. 
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5TU DY TIP: 

Diện tích xung quanh 
của hình nón 
S = 70Ỉ 

Thể tích cúa khối nón 

v = ị.nr 2 ìỉ 
3 


Công Phá Toán - Lđp 1 2 

Bài 2: Mặt trụ, hình trụ, khối trụ. 

Mặt nón, hình nón, khối nón. 

1. Khái niệm về mặt tròn xoay. 

I Trong không gian, cho hình H và đưòng thẳng ả. Hình gồm tất cả các đường 
tròn ( S M ) với M thuộc H được gọi là hình tròn xoay sinh bởi H khi quay quanh 
d. Đường thẳng ả được gọi là trục của hình tròn xoay đó. Khi hình H là một 
đường tíu hình trong xoay sinh bởi nó còn gọi là mặt tròn xoay. 

2. Mặt nón tròn xoay. 

Cho đường thẳng A. Xét một đường thẳng l cắt A tại o và không vuông góc 
với A . 

1 Mặt tròn xoay sinh ra bời đường thẳng l như thế khi quay xung quanh A được 
I gọi là mặt nón tròn xoay, hay đơn giàn là mặt nón. 

Trong đó A là trục của mặt nón. 

I là đường sinh của mặt nón. 

0 là đỉnh cúa mặt nón. 

Nếu gọi ct là góc giữa l và A thi 2a gọi là góc ở đinh của mặt nón 
(0° < 2a < 180 ) . 

2.1 Hình nón vã khui non 

: Cho tam giác OIM vuông tại í. Khi quay tam giác đó quanh cạnh góc vuông OI 
Ị thì đường gấp khúc OMI tạo thành một hình được gọi là hĩnh nón tron xoay, 
ị gọi tắt là hình nón. 

Hình tròn tâm ỉ sinh ra bời các điềm thuộc cạnh IM khi quay IM quanh trục 

01 được gọi là mật đây của hình nón, điếm o gọi là dinh của hình nón. 

OI = d(l;daỵ) được gọi là chiều cao của hình nón. 

OM là đường sinh của hình nón. 

Phần mặt tròn xoay sinh ra bời các điểm trên cạnh OM khi quay quanh trục OI 
được gọi là mặt xung quanh của hình nón đó. 

I Hình nón cùng với phần không gian giới hạn bời hình nón được gọi là khối 

I nón. 

2.2 Diện tích hình nón và thể tích khối nón. 

a. Định nghĩa 

Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay là giới hạn của diện tích xung 
quanh của hình chóp đêì nội tiếp hình nón đó khi số cạnh tăng lên vô hạn. 

Thế tích của khối non là giới hạn của thế tích hình chóp đều nội tiếp hình nón 
đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 

b. Công thức tính diện tích xung quanh của hình nón và thê tích của khối 
nón. 

Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay bằng một nửa tích độ dài của đường 
tròn đáy và đường sinh 

s =Tưl 

Thể tích của khối nón tròn xoay bằng một phần ba tích của diện tích hình tròn đáy và 
chiêu cao hình nón 
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2.3 Khối non cụt 

Định nghĩa 


Nếu cắt một khối nón bằng một mặt phẳng song song với đáy thì khối nón 
được chia làm hai phần: một phần chứa đỉnh s cuả khối nón, chính là khối nói 
tròn xoay, phần còn lại được gọi là khối nón cụt. 

Thể tích khối nón cụt 

Giả sử khối nón cụt có đường cao 00' = h, hai bán kính đáy OB = R và 
ƠA = R'. Khi đó thê’ tích V của khối nón cụt được tính bằng công thức 

|V=^(R Í +R’ ; +R.R')| 

1 li 

{Chứng minh công thức trên bằng cách lầy kiệu cùa hoi nón trừ đi phan khõi nón bỏ đi 
V =V 1 -V Ĩ ). 

Diện tích xung quanh của hình nón cụt được tính bằng công thức: 

js„=K(R + r).| 


i 


Ị 

Ị 


2.4 Một so bài ‘oán Hôn quan đến hình nón, khối nón. 

Chú ỷ: 

1 a , M , ộí ỉ ủnh nÓn gọi là nội tíếp mặt cầu (“"8 còn nó m ặt cầu ngoại tiếp hình 
! nón) nếu đinh và đường tròn đáy của hình nón nằm trên mặt cau. 

I b. Mọi h)nh nón đều có mặt cầu ngoại tiếp. 

ị c. Hình chóp có các mặt bên tạo với mặt đáy các góc như nhau và chân đường 
i cao hình chóp nằm bong đáy luôn có mặt cau nội tiếp. 

Bai toán I: Trong các hình nón nội tiếp mặt cầu bán kính R cho trước, tìm hình 
nón có thê’ tích lớn nhất. 

Lòi giãi 



Kí hiệu bán kính đáy cúa hình nón là X, chiều cao của hình nón là 
(0<x<K,0<y< 2R) . Gọi SS' là đường kính mặt cầu ngoại tiếp hình nón thì 
ta có 

x‘~yị2R- V ) 


Gọi Vj là thê’ tích của khối nón thì Vj = 


ị^y=ịny.y(2R-y) 


= f (4 R- 2y).y.y < ĩ( ỉĩz?ụilĩ) 3 = 32^. 

6 v ô{ 3 J 81 ■ 


Vậy thể tích V, đạt giá trị lởn nhất bằng khi và chỉ khi 4R-2v = V 

81 3 J 
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Bài toán 2: Tìm hình nón có thể tích nhỏ nhất ngoại tiếp mặt cầu bán kính r 
cho trước. 

Lòi giải 

Xét mặt phẳng chứa trục của hình nón, mặt phẳng này cắt hình nón theo tam 
giác cân SAB và cắt mặt cầu nội tiếp của hình nón theo đường tròn bán kính r 
và hình tròn này nội tiếp tam giác cân SAB. 

Kí hiệu bán kính đáy hình nón là X, chiều cao của hình nón là 1 / (*> 0,y > 2r) 
thì 


s 



(. AH + SÁ)r = ị.ABSH oỊx + ^/x 2 + y 2 y = xy<*x 2 =-— p 


Vậy thể tích hình nón ngoại tiếp mặt cầu bán kính r là 


V = l.Ttx 2 y = ị.KT 2 . 
2 3 y 3 


y-2r 


_ , y 2 y 1 - 4r 2 + 4r 2 „ 4r 2 

Ta có — — = — = y + 2r + — — 

y-2r y-2r 7 y-2r 

= y-2r+ 4r +4r >2 (y-2r) 4r +4r = 8r. 
y-2r ]Ị W J y-2r 


Suy ra V 2 > ^ .K.8r 3 , tức là V 2 đạt GTNN khi và chi khi 


4r 2 Ị— 

y-2.r = — — — <=> y = 4r, từ đó x = rv 2. 
y-2r 

2.5 Một số bài toán ứng dụng thực té của hình nón. 



Lấy một miêhg bìa, cắt thành hình quạt trong giới hạn bời một cung tròn AB và hai 
bán kính OA, OB. Ta uõh cong hình quạt tròn đó để có thể dán hai bán kính OA, OB 
với nhau. 

Sau khi dán, cung tròn AB trở thành một đường khép kín. Nếu ta làm cho đường 
khép kín này trở thành một đường ừòn thì ta được một phần của mặt nón tròn xoay. 



Bài toán 3: Huyền có một tấm bìa hình tròn như hình vẽ, Huyền muốn biến 
hình hòn đó thành một hình cái phễu hình nón. Khi đó Huyền phải cắt bỏ 
hình quạt tròn AOB rồi dán hai bán kính OA và OB lại vói nhau. Gọi x là góc 
ở tâm hình quạt tròn dùng làm phễu. Tun X đế thể tích phễu lớn nhất? 

A. ĩệ-n B. 5 c. í D. — 

3 3 2 4 

( Trkh sách bộ đê tinh tíạị m ôn Toán năm 2 017, đê thi thừ tạp chí Toán học & Tuầ trề) 

Lời giải 

Đáp án A. 
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Chủ dề 6: Mặt cẩu, mật trụ, mặt nón 


The best or nothing 



Với bài này độc giả cân nhớ lại công thức tính độ dài cung ữòn. Độ dài cung 

tròn AB dùng làm phễu là : Rx=2 nr ; 

2n ' 

h=4ĩĩ 17 = iẽ 

V 47Ĩ 2 2 71 

Thế tích cái phễu là: V = f(x) = ịnr 2 h = ^x 2 ^n 2 -x 2 vói xe(ũ-,2n) . 

Ta có /■(,).* 

; 247Í 2 VĨ7T7 

/ (x) = 0 0 87C 2 -3x 2 = 0 <=> X = -y- 7t. Vì đây IàBT trắc nghiệm nên ta có thể 

kết luận luôn rằng thể tích của cái phễu lớn nhất khi X = ~~ lĩ . Vì ta đang 

3 

xét trên (O; 27ĩ) mà /'(*) = 0 tại duy nhất một điểm thì ta có thể làm nhanh 
mà không vẽ BBT nữa. 


Bài toán 4: Từ cùng một tấm kim loại dẻo hình quạt như hình vẽ có kích thước 
bán kính R = 5 và chu vi của hình quạt là P = 8 ji+ 10, người ta gò tấm kim 
loại thanh những chiếc phễu theo hai cách: 

1. Gò tấm kim loại ban đầu thành mặt xung quanh của một cái phễu. 

2. Chia đôi tấm kim loại thành hai phần bằng nhau rồi gò thành mặt xung 
quanh của hai cái phễu. 

Gọi V, là thể tích của cãi phễu thứ nhất, V 2 là tống thể tích của hai cái phễu ở 
cách 2. Tính ~L? 

^2 

= 4 B.ỊỊ-Ỉ# cỊỊ.-i D.h = ^ 

V 2 -Jĩ V, 7 V, Vẽ V, 2 


(Trích sách bộ đê tinh túy môn Toán năm 2 017) 


Đáp án B 

Phân tích: Do chu vi của hình quạt tròn là 


p - độ dài cung+2R| .Do đó độ dài cung tròn là l = 8n. 


Lời giải 

Theo cách thứ nhất: 87Ĩ chinh là chu vi đường tròn đáy của cái phễu. Tức là 
2 nr = 8ĩĩ => r = 4 

Khi đó h=yjR 2 -r 2 = V5 2 -4 2 =3 

=> V =^. 3 . 7 ĩ . 4 2 
1 3 

Theo cách thứ hai: Thì tổng chu vi của hai đưòng tròn đáy cúa hai cái phễu là 
8ĩĩ <=> chu vi của một đường hòn đáy là 4rc =>4rc = 2 tít => r = 2 

Khi đó h=yjR 2 -r 2 =yj5 2 - 2 2 =>/21 => V, =2.-ị.V2Ĩ.2 2 .7ĩ 
_ 3 

Khi đó . 

V 2 ỒyỊĨĨ 7 
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Bài toán 5: Một chiếc cốc dạng hình nón, chứa đây rượu như hình vẽ. Do cụ 
Bá có tửu lượng kém nên cụ uống một lượng rượu nên "chiều cao" của rượu 
còn lại trong bằng một nửa chiều cao ban đầu. Hỏi cụ đã uống bao nhiêu 
phần trong cốc? 


(Trích sách bộ đê tinh túy năm 2017) 



Đáp án c. 

Lới giai 

Ta thấy như hình vẽ thì lượng rượu còn lại trong cốc của cụ bá là 


1 h _ R 1 , D 2 
v,=~.-z.n. — =-r~ĩá.R . 
2 3 2 , 2 , 24 


Mặt khác thế tích cốc ban đầu là V = ì ĩdĩR 2 . Khi đó lương rượu còn lại so với 

ố 

lượng ban đầu là: = ỉ =>Vj ( Vj là lượng rượu đã uống). 

V 24 3 8 o 
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The best or nothỉng 


Chíi dể 6: Một cầu. mặt ỉrụ, mại n ón 

Mặt trụ, hình trụ, khối trụ. 

1. Khái niệm về mặt trụ. 

Cho đường thẳng A . Xét một đường thẳng 1 song song với A , cách A mồt 
khoảng jR. 

1: Mặt tròn xoay sinh ra bôi đường thẳng ỉ như thế khi quay quanh A được gọi là 
Ị! mặt trụ tròn .xoay (hoặc đcm giản là mặt trụ). 

Khi đó đường thẳng A được gọi là trục của mặt trụ, ỉ được gọi là đường sính 
của mặt trụ và R được gọi là bán kính của mặt trụ. 

Mặt trụ là tập hợp tất cả các điếm M cách đường thẳng A cố định một khoảng 
R không đổi. 

Nếu điểm M l nằm trên mặt trụ thì đường thẳng / 1 đi qua M, và song song 
với A cũng nằm trên mặt trụ đó (vì mọi điểm của ỉ, đều cách A một khoảng 
là R). Như vậy đường thẳng /j cũng là một đường sinh của mặt trụ. 

2. Hình trụ vã khối trụ. 

Căt mặt trụ H, có trục A , bán kính R bởi hai mặt phẳng phân biệt ( p) và (p') 
cùng vuông góc với A , ta được giao tuyến là hai đường tròn (c); (c') . 

I Phần mặt *** H nằm hai phẳng (p) ,(?') cùng với hai hình tròn xác 
! định bời được gọi là hình trụ. 

Hai đường hòn (c);(c')được gọi là hai dường tron dáy, hai hình tròn xác 

định bời chúng được gọi là hai mật dáy của hình trụ, bán kính của chúng bằng 
R gọi là bán kính cua hình trụ. Khoảng cách giữa hai mặt đáy được gọi là 
chiều cao của hình trụ. 

Nếu gọi O, O' là tâm của hai đáy thì đoạn thẳng 00' được gọi là trục của hình 
trụ. 


Phần mặt trụ nằm giữa hai mặt đáy được gọi là mặt xung quanh của hình trụ. 
Ịị Hình trụ và phần không gian được giới hạn bời hình trụ được gọi là khố! trụ. 


3. Diện tích hình trụ và thế tích khối trụ. 

Một hình lăng trụ được gọi là nội tiếp một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng 
trụ nội tiếp hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó ta còn nói hình trụ ngoại 
tiếp hình lăng trụ 
Định nghĩa 

Diện tích xungquanh của hình trụ là giới hạn của diện tích xung quanh của 
: hình lằng trụ đều nội tiếp hình trụ khi có số cạnh đáy tăng lên vo hạn. 

Ị The tích cua khối trụ (còn gọi là thế tích của hình trụ) là giới hạn của thể tích 
hình lăng trụ dều nội tiếp hình trụ khi có số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


Diện tích xung quanh của hình lăng trụ được tính bằng chu vi đáy nhân với 
chiều cao: ỉc ~ — /1 


=2 nrỉ 


Thể tích của khối trụ tròn xoay được tính bằng công thức 


V = BÁ = 7CT 2 h 


3. Một số ví dụ về mặt trụ. 
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Ngọc Huyền LB 


Ví dụ 1: Cho hình trụ H có bán lánh R, trục 00' bằng 2 R và mặt cầu (s) có 
đường kính 00' . 

a. So sánh diện tích mặt cầu và diện tích toàn phần của hình trụ. 

b. So sánh thể tích của khối trụ H và khối cầu (s) 

Lời giải 




a. Diện tích toàn phần của hình trụ bằng: 
4 tiR 2 +2ĩzR 2 =6nR 2 


Vậy 


S »(s) _ 2 

3 


b. Thể tích của khối cầu là: VLx = — nR 3 . 

(s) 3 

Thế tích của khối trụ là: Vj H j = nR 2 2R = 2rcR 3 . 

Ví dụ 2: Cho hình trụ có bán kính đáy R, đường cao 00' . cắt hình trụ đó 
bằng mặt phẳng (ct) vuông góc với đáy và cách điểm o một khoảng h cho 
trước Ịh < R) . Lúc này mặt phẳng (a) có tính chất: 

A. Luôn tiếp xúc với một mặt trụ cố định. 

B. Luôn cách một mặt phẳng cho trước qua trục hình trụ một khoảng h. 

c. Cắt hình trụ theo thiết diện là hình vuông. 

D. Cả ba tính chất trên đều sai. 

Đáp án A. 

Lòi giải 


^k = 2 
% 3 


Ta có hình vẽ bên: 

Ta thấy A đúng do mặt phẳng (a) luôn tiếp xúc với mặt trụ có đường cao 


00' và bán kính đáy r-h. 

Ví dụ 3: Viết công thức tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp hình trụ có đường 
cao h, bán kính đáy r có tâm đối xứng trùng với tâm o của khối cầu.. 



Lòi giải 




m 



B 

ỈU 


Ví dụ 4: Trong các hình trụ nội tiếp mặt cầu bán kính R cho trước, tìm hình trụ 
có thiết diện qua trục lớn nhất. 


Lời giải 


Gọi bán kính đáy hình trụ là X. Chiều cao của hình trụ này là y. Khi hình trụ 
nội tiếp mặt cầu thì tâm mặt cầu là trung điểm của đoạn 0j0 2 (với 0 1 ;0 2 là 


tâm của hai đáy),, từ đó giữa bán kính mặt câu và X, y có mối quan hệ 

* 2 +^ -=R 2 . 

4 
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Chủ dể 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 


The best or nothing 


Thiết diện qua trục qua hình trụ là hình chữ nhật vói hai kích thước 2x và y, 

từ đó diện tích s của thiết diện là s = 2xy. Suy ra s 2 = 4 x 2 y 2 = I6x 2 ỉ~ 

' 4 ' 

yl 

Từ đó s lớn nhất khi và chi khi 16x 2 .^- lớn nhất. 

4 

Mặt khác ta lại c ó x 2 +£ = R 2 , do đó 16x 2 Ẩ đạt max khi và chi khi 


r 2 =Ể--Ể- _W2 

X = z -, tứclà x = — ~ 
2 4 2 


;y = iW2. 


Vậy trong các hình trụ nội tiếp mặt câu tâm ỉ, bán kính R thì hình trụ có bán kính 
đá y r = — và chiêu cao RsỊ 2 có thiêí điện qua trục lớn nhất. Lúc này thiết diện ỉà 
hình vuông cạnh RyJĨ . 


Ví dụ 5: Một hình trụ có diện tích toàn phần bằng s. Xác định các kích thước 
của hình trụ đó ( bán kính đáy và chiều cao), sao cho thể tích của khối trụ đạt 
giá trị lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi bán kính đáy và chiều cao của hình trụ đó lần lượt là X, y với x,y >0. Khi 
đó s = 27 IX 2 + 2 jtxy hay y = - ~^* - 2 và thể tích V của khối trụ bằng: 

V = nx 2 y=ịxS-ĩtx 3 ,x>0. 

Vậy V lớn nhất khi và chi khi hàm f(x) = ị-xS- ĨIX 3 lớn nhất. 


Tacó /'(x) = Is-3nx 2 ;/'(x) = 0 «x = 

^ V 6jĩ 


Vậy thể tích khoi trụ lớn nhất khi thiết diện qua trục của hình trụ là hình vuông cạnh 

ỊT 

v6ít 
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I. Mặt nón 

Câu 1: Một hình nón có đường sinh bằng đường kính 
đáy. Diện tích xung quanh của hình nón bằng 9« . 
Tính đường cao h của hình nón. 

A. h = ^ậ. B. h = &. 

2 

c >4 D. H-.ị 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 2: Cho khối nón (w) cỏ bán kính đáy bằng 3 và 
diện tích xung quanh bằng 15«. Tính thể tích V của 
khối nón (N) 

A. v = 12n B. V = 20« 

c.v = 36« D. V = 60« 

(Trích đê minh họa lãn II- BGD&ĐT) 
Càu 5: Một hình nón có bán kính đường tròn đáy 
bằng 3 a và đường sinh bằng 5(1. Thể tích của khối nón 
là: 

A . 5ứ 3 « B.9ứ 3 n C.12 na 3 D. 15 na 3 

(Trích đê thi thứ sờ GD&ĐT Thanh Hóa) 
Càu 4: Cho tứ diện ABCD có đường thẳng AD vuông 
góc với mặt phẳng ( ABC) . Hai đường thẳng BD và BC 

vuông góc với nhau. Khi quay lần lượt các mặt của tứ 
diện đó xung quanh trục là đường thẳng AB. Khi đó 
SỐ hình nón khác nhau được tạo thành là: 

A. 1 B. 3 c. 4 D. 2 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 
Càu 5: Môt hihh non co' ban kihh đường tron đa'y 
băng 40 cm, độ daì đườhg sinh băng 44cm . Thể tích 
khôi non nay co' giá trị gâh đuhg la' 

A. 30700cm 3 . B, 92090cm 3 . 

c. 30697cm 3 . D. 92100cm 3 . 

(Trích đê thi thử THPT Ngô Gia Tự - Vĩnh Phúc) 
Câu 6: Trong không gian, cho tam giác ABC vuông 


Cáu 7: Cho khối nón đinh o, trục OI. Mặt phẳng 
trung trực của OI chia khối nón thành 2 phần. Tỉ số 
thể tích của hai phần là: 

A. ị B. ỉ c. \ D.ị 
2 8 4 7 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu) 
Càu 8: Một hình nón có chiều cao bằng a-JỈ và bán 
lánh đáy bằng a. Tính diện tích xung quanh 4 của 


hình nón. 


A.S m =2jm 2 

B. = 'Bm 2 

C. s^=ra 2 

D. s m =ư 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Phan Bội Châu lãn ĩ) 

Câu 9: Cho tam giác 

ABC vuông tại A, AB = 3a, 

AC = 4a. Gọi M là trung điếm của AC . Khi quay 
quanh AB, các đường gấp khúc AMB,ACB sinh ra 
các hình nón có diện tích xung quanh lần lượt là 

S 1 ,S 2 . Tính ti số -|ỉ-. 


2 

B. â.=I 

S 2 10 

s 2 4 

c 

D. Ểui 

s 2 5 

s 2 2 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Phan Bội Châu lãn ì) 
Cáu 10: Cho hình chóp đều S.ABC có cạnh đáy bằng 
ữ/ góc giữa mặt bên và đáy bằng 60°. Tính diện tích 

xung quanh Sq của hình nón đinh s có đáy là hình 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

A.S 


3 

* 8 

* 4 

na? 'Jỹ 

D. s 

« 6 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu lãn 1) 
Câu 11: Trong không gian, cho tam giác ABC vuông 
tại A,AB = 6a, AC - 8(7. Tính độ dài đường sinh l 
của hình nón nhận được khi quay tam giác ABC xung 
quanh trục AB. 

A. í = 10fl B. ỉ = 100« 

c. ỉ = 12 a D. í =14« 


tại A, AC = 2 a, ABC = 30°. Tính độ dài đường sinh 
của hình nón nhận được khi quay tam giác ABC 
quanh trục AB. 

A. 1 = 4 a B. ỉ = aS 

C.l = ?ệ D. l = 2a 

2 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 


(Trích đê thi thử THPT chuyên Sơn La) 
Câu 12: Nếu hình nón có độ dài đường sinh bằng ỉ. 
Thiết diện qua trục là tam giác vuông, tìm thể tích của 


khối nón. 


A.V.** 

4 

B.V ** 
6 

12 
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Chủ đê 6: Mặt cầu, mật trụ, mặt nón 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Cau 13: Cho hình nón có dueu cao bằng 3cm, góc giữa 
trục và đường sinh bằng 60°. Thể tích của khối nón 
là: 

A - 9 ncm 3 B. 37rcm 3 

c. 18jtcm 3 D. 27 nan 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐH SP HN) 
Câu 14: Cho hình nón có độ dài đường sinh bằng 2 
cm, góc ờ đinh bằng 60°. Diện tích xung quanh của 
hình nón là: 

A. 6ncm 2 . B. 3tkw 2 

c. 2ncm 2 D. ncm \ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Càu 15: Tam giác ABC vuông tại B có 
AB = 3a, BC — a. Khi quay hình tam giác đó xung 
quanh đường thẳng AB một góc 360° ta được một 
khối tròn xoay. Thể tích của khối tròn xoay đó là: 

A. Ị ta 3 B. 3tw j c ^1. D. — 

3 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Càu 16: Một khối nón có thế tích bằng 30rc. Nếu giữ 
nguyên chiều cao và tăng bán kính mặt đáy của khối 
nón lên hai lần thì thể tích khối nón mới bằng: 

A. 120 Jt B. 60ĩt c. 40ix D. 480* 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Thái Bình lần 2) 
Câu 17: Cho hình nón có bán kính đáy là 4 a, chiều 
cao là 3 a. Diện tích xung quanh hình nón bằng: 

A. 24tw 2 B. 20tw 2 

c. 40*a 2 D. 12ra 2 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Thái Bình tân 3) 
Càu 18: Cho hình nón tròn xoay (w) có đinh 5 và 
đay là hình tròn tâm o bán kính r nằm trên mặt 
phẳng (p), đường cao SO = h. Điềm O' thay đổi 
trên đoạn so sao cho SO' = * (o <x<h). Hình trụ 
tròn xoay (r) có đáy thứ nhất là hình tròn tâm o 
bán kính r (0<r <r) nằm trên mặt phẳng (p), đáy 
thứ hai là hình tròn tâm O’ bán kính r ' nằm trên 
mặt phẳng (Q), (Q) vuông góc với SO tại 0' 
(đường tròn đáy thứ hai của (T ) là giao tuyến của 

(Q) với mặt xung quanh của (N) ). Hãy xác định giá 
trị của * để thế tích phần không gian nằm phía trong 
M nhưng phía ngoài cúa (r) đạt giá trị nhỏ nhất. 


The best or nothing 

A.x = ~h B -x = ịh 

2 3 

c.x = ịh D.x = ịh 

3 4 

(Trích đê thi thử tạp chí Toán học và Tuổi trẻ ĩẫn 5) 
Cau 19: Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 

A. Mặt trụ và mặt nón có chứa các đưòng thẳng. 

B. Mọi hình chóp luôn nội tiếp được trong mặt 
cầu. 

c. Có vô số mặt phẳng cắt mặt câu theo những 
đường tròn bằng nhau. 

D. Luôn có hai đường tròn bán kính bằng nhau 
cùng nằm trên một mặt nón. 

II. Mặt trụ 

Càu 20: Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy ABC 

là tam giác vuông tại A, AC = a, ACB = 6 0 °. 

Đường thẳng BC' tạo với ( ACC'A ') một góc 30° . 

Tính thể tích V của khối trụ ABC.A'B'C' . 

A. V = cp~j6 . B.V = ẺẶ. 

3 

C. l/ = 3a 3 . D.v = c?s. 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 21: Cho hình lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' 
có độ dài cạnh đáy bằng a và chiều cao bằng h. 
Tính thế tích V của khối trụ ngoại tiếp lăng trụ đã 
cho. 

A. v = ?ộ. B.v= — 

9 3 

c. v=3 na 2 h D. V = na 2 h 

(Trích đê minh họa lăn II- BGD&ĐT) 

Câu 22: Một hình trụ tròn xoay có đường sinh bằng 

đường kính của đường tròn đáy và bằng 4. Diện tích 

xung quanh của hình trụ là: 

A. Ĩ2n B. 10tc c. 8rc D. 16 jĩ 

(Trích đê thỉ thử sở GD&ĐT Thanh Hóa) 

Câu 23: Cho một hình trụ có bán lánh bằng r và chiều 

cao bằng h. Viết công thức tính diện tích toàn phần 

Sạ của hình trụ. 

A. S lp =iư(2r+h) B.S lĩ =2ĩĩr{r+h) 

c .s ¥ =nr(r+h) D. S íĩ =iư{r+2h). 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐTNinh Bình) 
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Câu 24: Một hình trụ có bán kính bằng R, chiều cao 
bằng R-j3. Tính diện tích s của thiết diện song song 

rJ3 

và cách trục hình trụ một khoảng -y- . 


a.s = r1 ^ 


4 

3 

c.s^ 

2 

D. S = R 2 S 


(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 25: Cho hình trụ có trục là 00', có thiết điện qua 
trục là hình vuông cạnh 2 a. Mặt phẳng (p) song 


song với trục và cách trục một khoảng Tính diện 


tích thiết diện cùa hình trụ cắt bời (p). 


A. B. a 2 c. 2 Sa 2 D. Jtfl ỉ 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân 2) 
Câu 26: Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn tâm 
o và 0' có bán kính R và chiều cao bằng RyỊ 2. Mặt 
phẳng (p) đi qua oơ cắt hình trụ theo một thiết 


diện có diện tích bằng bao nhiêu? 

A. V2 R 2 B. 2 V 2 R 2 

c. 4jĨR 2 D. 2 R 2 

(Trích đê thi thừ THPT chuyên Phan Bội Châu ĩân 1) 
Câu 27: Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 2a, 
BC=3a. Gọi M,N là các điểm trên các cạnh AD,BC 
sao cho MA = 2 MD,NB - 2 NC. Khi quay quanh AB 
các đường gấp khúc AMNB, ADCB sinh ra các hình 
trụ có diện tích toàn phần lần lượt là Sj,S 2 . Tính tỉ số 


ẼL. 

V 


A.£l = H 

B. ẼL 

s 2 21 

Si 

c 

D. ẼL 

's 2 9 



(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu tân ĩ) 
Câu 28: Cho hình lăng trụ đứng ABC. A'B'C' r có đáy 
là tam giác đều cạnh 2 a, khoảng cách giữa hai đáy 
bằng 3 a. Thể tích khối trụ ngoại tiếp hình lăng trụ 
ABC. A’B'C' là: 


A. ro 2 3 B. 2tm 3 c. 3jw 3 D. 4ĩta 3 
(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Văn Trỗi ĩân 3) 
Câu 29: Trong không gian cho hình chữ nhật ABCD 
có AB = 1, AD = 2 . Gọi M, N lần lượt là trung điểm 

của AD và BC . Quay hình chữ nhật đó xung quanh 
trục MN ta được một hình trụ. Tính diện tích toàn 
phần của hình trụ đó? 


Ngọc Huyền LB 

A 10rt . B. 4ic . c. 2 k . D. 6n . 
(Trích đê thi thửTHPT chuyên Biên Hòa - Hà Nam) 
Câu 30: Khối trụ có thiết diện qua trục là hình vuông 
cạnh ữ = 2 cm có thể tích là: 

A. 3ncm 3 B. 4itcm 3 

c. 2ncm 3 . D. ncm 3 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 31: Cho hình trụ có bán kính đường tròn đáy 
bằng chiều cao và bằng 2 cm. Diện tích xung quanh 
của hình trụ bằng: 

A. ^-cm 2 . B. 4ncm 2 . 

3 

c Incm 1 D. Bncm 2 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên ĐHSP - HN) 
Câu 32: Một hình trụ có bán kính 5 cm và chiều cao 

7cwi. Cắt hình trụ bằng mặt phẳng (p) song song vói 


trục và cách trục 3 cm. Diện tích thiết diện tạo bời hình 
trụ và mặt phẳng (p) bằng: 


A. 112 cm 2 B. 28 cm 2 

C.54 cm 2 D. 56 cm 2 

(Trích đê thi thả THPT chuyên Thái Bình lần 2) 
Câu 33: Một hình trụ có tâm các đáy là A, B. Biết rằng 
mặt cầu đường kính AB tiếp xúc với các mặt đáy của 
hình trụ tại A, B và tiếp xúc với mặt xung quanh của 
hình trụ đó. Diện tích của mặt cầu này là 16n. Tính 
diện tích xung quanh của hình trụ đã cho. 

B. 1671 c. 8tc 


A. ~ B. 1671 c. 8ji D. 871 


3 3 

(Trích đê thi thử tạp chí TH &TT lãn 5) 
Cáu 34: Một hình nón có độ dài đường sinh bằng 2 a 
và mặt phẳng qua trục cắt hình nón theo thiết diện là 
tam giác vuông. Tính thế tích V của khối nón. 


A. V = 


2-j2n 


c. v = 


3 

2^3na 3 


B. V = 


V371 


D. v = 


3 

'ĩĩ.ru? 


3 3 

(Trích đẽ thi thử THPT Tran Hưng Đạo ĩãn 2) 


III. ứng dụng thực tế 

Câu 35: Một cái trục lăn sơn nước có dạng một hình 
trụ. Đường kính của đường tròn đáy là chiều dài lăn 
là 23 cm (hình bên). Sauk hi lăn trọn 15 vòng thì 
trục lăn tạo nên sân phẳng một diện diện tích là: 
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5 cm 

A. 172571 cm\ B. 345071 an 2 . 

C.1725 Kcm 2 . D. 862,57 icm 1 . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Nguyễn Quang Diêu) 
Câu 36: Cho hai hình vuông cùng có cạnh bằng 5 
được xếp chồng lên nhau sao cho đinh X cùa một hình 
vuông là tâm của hình vuông còn lại (như hình vẽ 
bên). Tính thê tích V của vật thể tĩòn xoay khi quay 
mô hình trên xung quanh trục XY 




T/ _ 125(1 + 72)* 

~ 6 

c.vJ^Ẽt 

24 

(Trích đê minh họa Un II- BGD&ĐT) 
Càu 37: Một thùng hình trụ có thể tích là 4871, chiều 
cao là 3. Diện tích xung quanh của thùng đó là: 

A. 12 n B. 24 7t c. 4ít D. 187T 

(Tnch đê thi thử THPT Tran Hưng Đạo ~ Ninh Bình) 
Cảu 38: Người ta cần đố một ống thoát nước hình trụ 
vói chiều cao 200c7n, độ dày của thành ống là 15cm, 
đường kính của ống là 80cw. Lượng bê tông cần phải 
đổ là: 

A. 0,195tt m 3 B. 0,18 tot 3 

c. 0,1 w D. nm 3 

(Tnch đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo - Ninh Bình) 
Câu 39: Người ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính r vào 
một cái lọ hình trụ sao cho tất cả các viên bi đều tiếp 
xúc với đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc với 6 
viên bi xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đềù 


125(5 + 272)71 

B. = — 

125(2 + 72)71 

D. v = r ' 

4 


■ The best or n othing 

tiếp xúc vói các đường sinh của lọ hình trụ. Tính diện 
tích đáy s của cái lọ. 

A. S = lÓ7ư z B. s = 25iư 2 

c.s = 9nr 2 D. s = 36rư ? 

(Trích đê thi thử sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Càu 40: Một cái tháp khổng lồ có thân là hình trụ và 
mái là một nửa hình cầu. Người ta muốn sơn toàn bộ 
mặt ngoài của tháp (kế cả mái). Tính diện tích s cần 
sơn (làm tròn đến mét vuông). 

, . 

30m 


48m 

A. s = 8143 (mỉ) B. s = 11762 (m 2 ) 

c. s = 12667 (m 2 ) D. s = 23524 (m 2 ) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Càu 41: Một bồn nước inox được thiết kế có dạng hình 
trụ (có nắp) đựng được 10 mét khối nước. Tìm bán 
kính r của đáy bồn nước biết lượng inox được sử 
dụng để làm bồn nước là ít nhất? 

Ar =ễ ( ” 0 Br -ễ (m) 

c -r = ^(m) D. r = ĩỊEn (m) 

(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Ninh Bình) 
Câu 42: Một cốc nước hình trụ có chiều cao 9 cm, 
đường kmh 6 cm, mặt đáy phẳng và dày 1 cm, thành 
cốc dày 0,2 cm. Đố vào cốc 120 mỉ nước, sau đó thả 
vào cốc 5 viên bi có đường kính 2 cm. Hỏi mặt nước 
trong cốc cách mép cốc bao nhiêu (làm tròn đến hai 
chữ số sau dấu phẩy)? 

A.3,6 7cm B.2,6 7 cm 

c. 3,28 cm D. 2,28 cm 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Phan Bội Châu Un 2) 
Câu 43: Một bình đựng nước dạng hình nón (không 
có năp đáy), đựng đầy nước. Biết rằng chiều cao của 
bình gấp 3 lần bán kính đáy của nó. Người ta thà vào 
bình đó một khối trụ và đo được thể tích nước trào ra 

ngoài là — (dm 3 ) . Biết rằng một mặt của khối trụ 

năm trên mặt đáy của hình nón và khối trụ có chiều 
cao băng đường kính đáy của hình nón (như hình vẽ 
dưới). Tinh bán kính đáy R của bình nước. 



LOVEBOOK.VN I 303 




Công Phá Toán - Lóp 12 



A. R = 3(dm). B. R = 4(dm). 

c. R = 2(dm). D. R = 5(dm). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hùng Vương - Gia Lai) 
Cáu 44: Một nhà máy cần thiết kế một chiếc bể đựng 

nước hình trụ bằng tôn có thể tích là 64 ti ịm 3 ) . Tìm 

bán kính đáy r của hình trụ sao cho hình trụ được 
làm ra tốn ít nhiên liệu nhất. 

A. r = 3(m). B. r=yfĨ6(m). 

C. r = Ễ(4 D. r = 4(m). 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Biên Hòa - Đồng Nai) 
Càu 46: Cho hai hình trụ cỏ cùng thế tích. Bán kính 
của hình trụ thứ hai lớn hơn 10% so với bán kính của 
hình trụ thứ nhất. Hỏi mối quan hệ của chiều cao giữa 
hai hình trụ là như thế nào? 

\ . Chiều cao thứ hai nhỏ hơn 21% so với chiều cao 
thứ nhất 

B. Chiều cao thứ nhất lớn hơn 21% so với chiều 
cao thứ hai 

c. Chiều cao thứ nhất lớn hơn 10% so với chiều 
cao thứ hai 

D. Chiều cao thứ hai nhỏ hơn 10% so với chiều cao 
thứ nhất. 

(Trích đê thi thử THPT Biên Hòa - Đồng Nai) 
Cảu 47: Một tấm bìa gồm nửa hình tròn bán kính R 
uống cong lại sao cho hai bán kính sát vào nhau tạo 
thành hình nón. Tính thể tích khối nón tạo thành. 



B.V-ĩg-£ 

22 

24 


D.V^S 

12 

25 


(Trích đê thi thử Sở GD&ĐT Phú Thọ) 
Cảu 50: Một cái nồi nấu nước người ta làm dạng hình 
trụ, chiều cao của nồi là 60cm , diện tích đáy 900cm 2 . 
Hỏi người ta cần miếng kim loại hình chữ nhật có 
kích thước là bao nhiêu đế làm tâm nồi đó? (bò qua 
kích thước các mép gấp). 

A. Chiều đài 180cm, chiều rộng 60 cm . 

B. Chiều dài 900cm , chiều rộng 60 cm . 


Ngọc Huyền LB 

c. Chiều dài 30 ncm , chiều rộng 60cm . 

D. Chiều dài 60ncm, chiều rộng 60cm . 

(Trích đê thi thử THPT chuyên Hưng Yên ĩan 2) 
Cáu 51: Khi sản xuất vỏ lon sữa hình trụ, nhà sản xuất 
luôn đặt mục tiêu sao cho chi phí nguyên liệu làm vỏ 
lon là thấp nhất, tức diện tích toàn phần của vỏ lon 
hình trụ là nhò nhất. Muốn thể tích của lon sữa bằng 


1 ảm 3 thì nhà sản xuất cần phải thiết kế hình trụ có 
bán kính đáy R bằng bao nhiêu để chi phí nguyên 
liệu thấp nhất? 



(Trích đê thi thử THPT Lam Kinh) 
Cảu 53: Một cái phễu có dạng hình nón. Người ta đổ 
một lượng nước vào phễu sao cho chiều cao của 


lượng nước trong phễu bằng ^ chiều cao của phễu. 

ó 


Hỏi nếu bịt kín miệng phễu rồi đảó lộn ngược phễu 
lên thì chiều cao của nước bằng bao nhiêu? Biết rằng 
chiều cao của phễu là 15 cm. 



(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Càu 54: Một cái xô bằng inox có dạng như hình vẽ. 
Đáy trên có đường kính 42cm, đáy dưới có đường 
kính 18cm, cạnh bên AB = 36 cm. Tính diện tích xung 


quanh của cái xô. 



c. 144Cht(cm 2 ) D- 486rc(cm 2 ) 


(Trích đê thi thử THPT Hàn Thuyên) 


tOVEBOOK.VNl 304 
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Huống dẫn giải chi tiết 


I. Mặt nón 

Càu 1: Đáp án A. 



s =s TtrẤ <=>9 k~ K.r.2r 


»9 = 2/0? = ^ 

2 

Lại có: ỉ 2 = h 2 +r 2 o (2r) 2 =h ì +r 2 


o3r*=fc 2 o^- = r 2 
3 


ự_ 

3 



Câu 2: Đáp án A. 


=>BCì(aDB) =>BC±AB 
Các hình nón được tạo thành là: 

Hình nón tâm B, đường cao AB, đường sinh AC. 

Càu 5: Đáp an A. 

v = \ iư 2 Ji = \ K.r 2 .yjl 2 -r 2 
3 3 

= |il 40 2 .744 2 -40 2 ~30713(cm 3 ). 

Cáu 6: Đáp án A. 



Khi quay AABC quanh trục AB thì 
2 a 


l = BC~- 


sin 30' 
Câu 7: Đáp án B. 


. = 4 a 


N 



s *, <=>15tc = jl3ì=>ỉ=5 
3 3 =4 

=>V = ~n.r 2 Jỉ = ~n.3 2 A = 12n. 


Câu 3: Đáp án c. 

Tac ° h = ^5af ~(3af =4a . 



Gọi Vj là thế tích của mặt nón tâm E, h = OE. 
Gọi V 1 là thể tích của mặt nón tâm ỉ ,h = 01. 

Vị _ 0F.EH 2 ĩ 
v 2 OỈ.IK 2 8 

Vậy ti SỐ hai phần thê’ tích là: — 1— = 1. 


Vậy V = .n.90 2 ,4a = 12m 3 

0 

Càu 4: Đáp án D. 


D 



Ta có: ADXBC và DBXBC 


Câu 8: Đáp án A. 


S iq = n.rl = n.r.yjh 2 +r 2 
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Ta có s = nrl 

ở đây để tính tì số hai điện tích xung quanh ta chi cần 
xét: 

s, _r ì ỉ 1 2aẬ3af +(2af 7Ĩ3 
s[ - r 2 l 2 4a.5fi 10 

Câu 10: Đáp án D. 


s 



Gọi M là trung điểm AC và G là trọng tâm A ABC 
=> SG -L ( ABC) => SMG = 60° và MG = — - — g— 

=>SG = MG.tanSMG = ^.tan60° = ^. 

6 2 


Ta có bán lánh mặt nón đinh s là: 

rmM .íệ.í.ỉệ 

2 3 3 

=> $ = iưl = 7I.AG.SA = Tt^.VsC 2 +AG 2 

XIỊ 3 



Ỉ = BC = 'IaB 2 +AC 2 = 10 a. 

Câu 12: Đáp án c. 

y - - 11,1-3 - — { _!_ì = ĨẽJẴ 

3 3 ~3\^J ” 12 

Câu 13: Đáp án D. 



r = 3. tan 60° = 3^3 (em) 



r = 2. sin 30° = 1 =>S BỊ =n.rJ = n.l.2 = 2nịcm 2 ). 
Câu 13: Đáp án A. 


A 



Càu 16: Đáp án A. 

V=30t i = ĩ-r 2 Jĩ 
1 3 


v a = 7L(2r) 2 Ji=>v 2 = 4V, = 120«. 

Cáu 17: Đáp án B. 

= id.r - n.r.yỊh 2 +r 2 = 7t.4ứ.^(4đ) 2 +(3«) 2 = 20O 2 n. 
Câu 18: Đáp án c. 
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Chu de 6: Mật càu, mật trụ, m ài nón 

Áp dụng định lí Thales ta có: ặ = — = > r' = ~. 

h r h ' 

Khi đó ta có công thức tính thể tích của khối trụ là 


The best or nothing 


1 7 ^ 3 


v=m=*(rf.(h- x ) = xịs.(h-z). 

Khi dó /'W=^(2to-3^) = 0«x=| do ,>0 

• Đến đây ta chọn c. 

Câu 19: Đáp án B. 

II. Mặt trụ 

Càu 20: Dáp án A. 



A 


Vì BALAC và BA1AA’ nên AB L(ACCA') 

=> BCA = 30° => BA = AC.tan30° 
o AC. tan 60° = AC. tan 30° 

=> AC = 3 a=>AA’ = Ị(3af -V = 2^2 a. 

— > V _ AA’.AB.AC 2'fĩa.axi>Ĩ3 , r 

v ** C.A-BT- 85 ữVô. 

Câu 21: Đáp án B. 

Đáy của khối trụ chính là đường tròn ngoại tiếp tam 
giác đều ABC. 

Vậy bán kính của đường tròn là R = ^ệ. . Khi đó 

3 

thể tích của khối trụ là V = nỉ Ji = lỂb. 

1 3 ) 3 • 

Càu 22: Đáp án D. 

S xq =l.n.(2r) = ịn.4 = 16 n. 

Câu 23: Đáp án B. 
s * =h-K-(2r)+2n.r 2 = 2iĩr{h+r). 

Câu 24: Đáp án c. 




“ 1 

1 

í 

1 

1 

1 

1 

' \ 

1 

1 

r 

1 

1 

- 4 - - 
1 

1 


Câu 25: Đáp ân A. 



Càu 26: Đáp án 8. 



S = 2R.RyỈ2 = 2jĨR 7 . 

Cáu 27: Oap án D. 



s t -K-2BN.AB + 2.K.BN 2 =2n.2a.2ũ + 2n.{2àf =16m 2 

S 2 =k.2BC.AB+2ti.BC ĩ = 2n.3aị2a + 3a') = 30a 2 n. 

Vậyậ = 2Ẻ 8 
s 2 30 15 

Cáu 23: Đáp án D. 

Câu 29: Đáp án B. 



S lp =2nMD.AB+2.(2KMD) = 2n.(l + l) = 4n. 

Câu 30: Đáp án c. 
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f\ 3 cm 5cm^\ 

i 

1 

1 

1 

1 

\ * 

1 

1 

1 

r 

1 

_ J ^ 


1 

' \ 

1 ^ 


7cm 


Ta có: r=l(cm) và h-2{cm) 
=>v = *r 2 Jí = 2n(c7tt 3 ). 

Câu 31: Đáp án D. 


Phàn tích: Khi quay quanh trục XY thi thể tích khối 
tròn xoay thu được chính là tổng của ba khoi: khoi trụ 
phía trên cùng, khối nón cụt ờ giữa, và khoi nón ở 
dưới cùng. 

Lòi giải: 


.5 = 


125* 


1. Thê’ tích khối trụ là: Vj = *.Ịj^ 

Ta thấy khối nón cụt có đáy nhỏ chinh là đáy của khối 
trụ, đáy lớn là đáy của khối nón, gọi đáy nhỏ là r, đáy 
5 „ 5-ã 

lớn là R. Khi đó r = -- và R = — r- . 


= 2*r.fc = 2*2.2 = 8*(cm 2 ). 

Câu 32: Đáp án D. 
ữ = 7 5 2 -3 2 =4 ịcm). 

Vậy diện tích thiết diện là: s = 2.4.7 = 56 ịcm 2 ). 

Câu 33: Đáp án B 
Ta có 

4rtr 2 = 16* o r = 2 
Vậy =2*2.4 = 16* 

Câu 34: L)áp án A. 



2 - 2 ^ 5 . 

3 3 à 

III. úng dụng thực tế 

Câu 35: Đáp án A. 

s = 15^ = 15.(2*rJí) = 15.^2*. 1 .23 j = 1725* (cm 2 ). 


2. Vậy thể tích khối nón cụt Hu 

v 2 =|.(B+B'+VãB ĩ ) = ^.(R 2 +r*+Kr) 

1 5(^-l) r 5 2 

"3 2 [4 4 2 2 

125(272-1) 

= 24 * 

3. Thể tích khối nón dưới cùng là 

1 S^ísTSỴ 125* 

2 { 2 J* 12 

Vậy thể tích khối cần tìm là: 

125.(5+472) 

V -V l +V 2 +V 3 = v - 4 - *«. 

Cảu 37: Đáp án B. 
v = 48 n^hS 4 

Do h = 3=>S đ = 16*=>B = 4 
= 2*RJj = 2.71.4.3 = 24* 

Câu 38: Đáp án A. 

SỐ lượng bê tông cần đố có thê’ tích là: 

V =(*0,4 2 - * ( 0 , 4 - 0, 15) 2 ) .2 = 0, 195* (m 3 ) 

Câu 39: Đáp án c. 

Bán kính đáy của hình trụ là: R = r + 2r = 3r 
=> S đ = *R 2 =9*R 2 . 


Câu 36: Đáp án c. 

Khi quay xung quanh trục XY ta được vật thể tròn 
xoay ỏ bên dưới: 



Câu 40: Đáp án A. 

Diện tích xung quanh của khối cầu là: 
S c = 4*R 2 = 4*24 2 = 2304* 

Diện tích xung quanh của khối trụ là: 
s, = 48.*30 = 1440* 

Vậy điện tích cần sơn là: 

S = ^- + S ( = 2592*« 8143 (m 2 ). 

Câu 41: Đáp án A. 
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Chủ đề 6: Mặt cầu, mặt trụ, mặt nón 

Ta cỏ: V = lo(m 3 ) => nR 2 h = 10 « h = -iíL 
1 ’ xR 2 

S tp =2S đ +S XíỊ =2nR 2 +2R.h 

= 2nR 2 +2R.-^ = 2nR 2 +~ 

TĩR 2 R 

Xét /(*) = 2rcx 2 + — 

f'(x) = 47 ĩx~=> F(x) = 0 <=>x = 3ỈI 

Y 71 

Càu 42; Đáp án D. 

Dung tích của cốc là: 

v = 7t.2,8 2 .8 

Thế tích của nước và bi là: 

V ỉ =120 + 5Â.n.l 3 . 

3 

Thế tích còn hống ữong cốc là: V - V ì 
Vậy mặt nước cách thành cốc: 

v-v. 

7—^-* 2,28 

tt.2,8 2 

Cáu 43: Đáp án c. 

Gọi bán kính đáy là R => Chiều cao nón là 3 R. 
Vì bán kính hình trụ bằng 2 R 
^Rtru _ 3R~2 a ĩ_/ R 
Kén 3R 3 3 

=> = *.(!) .2 R = I nR 3 

-“*=>*- 2. 

Cáu 44: Đáp án c. 

v tm = 64n(m 3 ) => K R 2 h = 64n<*h = ~ 

V ì R 2 

s , tp = 2 nR 2 + 2nRh = 2nR 2 +2 iđL~ = 2nR 2 + H? 

R 2 R 

Xét /(*)-2«*+H£ 

r{x).f{x)=i„-ỉỆL 

f'{x) = 0 < 2 >x = ỉỊ32. 

Vậy f{x) đạt giá tri nhỏ nhất tại X = ^32. 

Câu 46: Đáp án B. 

V 1 =v 2 <** R |*1 = JĨ <»«2 


The best or nothing 


Khối nón có r = — = — , 


A-(|J=u^u, 


Lúc này h = Jỉẽj^=*ầ 

KUđóV-I.** 

3 4 2 24 

Câu 50: Đáp án D. 

/i = 60(cm) 

S,=900»(i)^ Sí=llR2=5R = 30 W 


Câu 47: Đáp án B. 


Vậy cần một hình chữ nhật có chiều đài 60ncm và 
chiều rộng 60cm. 

Câu 51: Đáp án A. 

\ = 2S đ + 2S^ = 2 nR 2 + 2nRh 

Mà V B 1 dm 3 => nR 2 h = 1 => h = — ì- 

nR 2 

s v =2^ + | 

Xét f(x) = 2nx 2 +l 
f'( x ) = 4xx-~ 

X 

Do vậy khi R = 3ỊX thì tiết kiệm chi phí nhất. 

Cáu 53: Đáp án D. 

Ta sẽ tính phần thế tích nước đố vào ban đầu: 

s, = ỉ 

Do f c v m 

h ỊL= ĩ 3 27 " 3 

. h 3 

Khj lật ngược nón ta sê được 2 hình nón nhò và lớn. 
Thể tích khối nón nhỏ là: V = V. -V_t= 

nừn n 2 y 

Giả sử Rj là bán kính đáy nón nhỏ 

hị là đường cao nón nhò 

_ R, \ , 

k = * => Thể tích khối nón nhỏ là: 

V = *Rfo = nk 2 R 2 kh = k 3 nR 2 h = k 3 .v^ 

=>* 3 =^=>A:=^=>^=^J I= :l4,812(cm) 

Do đó chiều cao nước là: 15-14,812 = 0,188(0«). 

Câu 54: Đáp án A. 

Ta có = 7t(ỉ? + r)j = 71.(21 + 9) .36 = 1080rc 
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Cồng Phá Toán - lớp 1 2 

Chủ đề 7: Phướng pháp tọa độ trong không gian. 

Hệ tọa độ trong không gian 

1. Hệ trục tọa độ trong không gian. 

Trong không gian, cho ba trục x'Ox, y'Oy, z'Oz vuông góc với nhau trừng đôi 
một. Gọi i, j,k lần lượt là các vecto đơn vị trên các trục x'Ox, y'Oy, z'Oz. 

Định nghĩa 

Hệ gồm ba trục x'Ox, y'Oy, z'Oz đôi một vuông góc được gọi là hệ trục tọa độ 
Đề các (Descartes) vuông góc Oxyz trong không gian (hình 7.1). 

y Điếm o được gọi là gốc tọa độ. 

* Các mặt phẳng [Oxy) ,[Oyz) ,{Ozx) đôi một vuông góc với nhau được gọi là 
các mặt phẳng tọa độ. 

Không gian với hệ tọa độ Oxyz được gọi là không gian Oxyz 
Nhận xét: i = j =k =1 và i.]=].k = ki= 0. 

2. Tọa độ của vecto 

Trong không gian Oxyz với các vecto đơn vị i,j,k trên các trục Ox, Oy, Oz, cho 
một vecto u . Khi đó tồn tại duy nhất bộ ba số thực [x, y,z) sao cho 

u=x.i + y.j + z.k 

Bộ ba số thực (x, y, z) thỏa mãn hệ thực trên được gọi là tọa độ của vecto u 
đối với hệ trục Oxyz. 

Kí hiệu M =(x;y;z) hoặc u(x;y;z), trong đó X là hoành độ, y là tung độ, z là 

cao độ của vecto u . 

Tính chất 

Chocácvecto ù~{u l ;u 2 ;u 3 ) r v={v ì ;v ì ỉv 3 ) . Khi đó 

a. H=ĩOH 1 =5 I ,«j -v 2 ,u 3 =v 3 . 

b. u+v = ịu l +v l ;u 2 +v 2 ;u 3 +v 3 ). 

c. ku = [ku l ;ku 2 }ku 3 ) với mọi số thực k. 

d. ũ.v = u 1 v i +u 2 v 2 +u 3 .v 3 

e. |uị = + u 2 + « 3 2 

Ị f. Hai vecto u;v có phưong vuông góc với nhau khi và chi khi 
u ì v J +u 2 v 2 +u 3 v. 3=0 

g. Hai vecto u,v cùng phương với nhau khi và chi khi 
u ĩ :u 2 :u 3 =v 1 :v 2 :v 3 
y 3. Tọa độ của một điếm 

Nếu [x, y, z) là tọa độ của vecto ÕM thì ta cũng nói (x, y, z) là tọa độ của 
điểm M với hệ tọa độ Oxyz (hình 7.2). 
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1:3 2:2 



STUDY TIP: 


Ỵectọr? 
l:Vctộ 2: VctB 
3: Vctc 


Kí hiệu M=(x;y;z) hay M(x-,y,z). 

Trong đó X là hoành độ, y là trung độ, z là cao độ của điểm M. 

4. Liên hệ giữa tọa độ của vecto và tọa độ của hai điểm đầu mút 
Trong không gian Oxyz cho hai điểm Mịx ỉ ;y 1 ;z l ) và N(x 2 ;y 2 ;z 2 ) thi khi đó 

tọa độ của vecto MN và độ dài của nó là: 

MN = (x 2 -x ĩ ;y 2 -y ì lz 2 ~z 1 ) 

5. Tích có hướng của hai vecto 
Định nghĩa 

1 Tích có hưón 8 của hai vecto uvằv, kí hiệu là vecto <x xác định bời 
Ị ỉ. a có phương vuông góc với u và V , 

1 “• Bộ ba ( u ' ơ ' a ) là b 9 ba vecto thuận (đọc thêm vì trong SGK cơ bản không giải 
I thích vẩn đề này). 

I iii. |a| =|m|.Ịĩ)|.sũic() / trong đó (p là góc giữa hai vecto u và V . 

Định lý 

! Trong không gian Oxyz cho hai vecto m = và V = (v l ;v ĩ ;v 3 ) . Khi đó 

v,\ V, -vvvt -mì 

Một vài mẹo để tính nhanh tích có hướng của hai vecto. 

- Cách 1: Viết hai t( ?a độ của hai vecto song song sau đó nhớ nhanh như sau: 

Ví dụ hai vec tơ u = (u 1 ;ụ ỉ ;« J ) và V = (v,;v 2 'v 3 ) ta viết tọa độ của hai vecto 

song song và ghép các định thức theo chiều tam giác mũi tên từ giữa sang 
phai roi trai như ơ STƯDY TTPS. Cách nhớ mẹo này đế độc giả dùng khi 
không nhớ công thức. 

Đến đây ta tìm được công thức tính tích có hướng 
-U 3 V 2 iU 2i V x -H^n^ -U 2 V,) 

Cách 2: Sử dụng máy tính cầm tay. 

Tôi xin nhắc lại cách tính tích có hướng bằng máy tính/j - 570 VN Plus mà tôi 
đã giới thiệu trong cuốn "Bộ đề tình túy môn toán" như sau: 


l.Vàoi 


I máy tính sang chế độ tính toán với 


2. Khi máy hiện như ở góc trái chọn 1: VctA để nhập tọa độ vecto thứ nhất, 
tiep theo máy hiện VctA(m), ta chọn 1:3 đế nhập tọa độ vecto có hoành độ, 
tung độ, cao độ. 

3. Tiếp theo, máy hiện như bên, ta sẽ nhập tọa độ vecto thứ nhất vào. 
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4. Sau khi đã nhập tọa độ vecto thứ nhất, ãh |AC| để xóa màn hình. Tiếp tục 
thực hiện nhập vecto thứ hai như các bước trên, tuy nhiên ờ bước 2, ta không 
chọn 1 nữa bới 1: VctA đã có tọa độ, nên ta chọn 2: VctB và tiếp tục thực hiện 
gán tọa độ vecto thứ hai. 


5. Tiếp tục ấn |ACj để xóa màn hình. 


l:Dim 

2: Data 

3:vctfi 

4: Vctẽ 

5: VctC 

6: Vctfìns 

7:Dot 



6. Ấn SHĨFĨ 5 máy hiện như bên, chọn 3 để hiện VctA, ấn nút nhân tiếp tục 


lần nữa chọn 4 để hiện Vct B. Máy hiện như bên. 


7. Ấn = để nhận kết quả. 


Tính chất 


UCTg 


UctAxUcta 


0 


1. Ịw,pj=0<s>H)|ữ. 

2. = -Ịy,áJ 

3. 

4. Ịj« + o),a] = [«,a]+[v,a] ; 


u,ịv + a /] = [“' D ] + ["' a ] 


Hệ quà 



D c 

Hình 7.3 


I 1. Ba vecto và a đồng phẳng khi và chi khi Ị^u,yJ.a = 0 (tích hỗn tạp). 

Ị 2. Diện tích hình bình hành ABCD là s = ỊaB, Ad] và AdJ. 

3. Nếu ABCD.A'B'C'P' là hình hộp có thế tích V thì V = I^AB, AdJ.A 4'Ị và do 

« V** AịAB.AÓlAAị 

Từ hệ quả trên, ta có thế tính nhanh các thê’ tích, diện tích mà không cần tìm 
các độ dài. 


Phuong trình mặt phẳng 



1. Vecto pháp tuyến của mặt phăng. 

Vecto ĩl*0 được gọi là vecto pháp tuyến của mặt phẳng nếu giá của n 
vuông góc với mặt phẳng (p) (hình 7.4). 

Chú ý 

Nếu n là vecto pháp tuyến của mặt phẳng (p) thì k.nịk * o) cũng là một 
vecto pháp tuyến của mặt phẳng (p) . 

Cho mặt phẳng (p) đi qua điểm M 0 (x 0 ; y 0 ;z 0 ) và có vecto pháp tuyến 
w = * 0 . Khi đó phương trình mặt phẳng (p) có dạng 

(p):a(x-x 0 ) + b(y-y 0 ) + c(z-z ữ ) = 0. 


ĐỊnli nghĩa 
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The bcst or 


lOthin; 


Chủ dc 7: Phương pháp íọ,ì dộ trong không gian 

|Phưcrng trình có dạng Ax + By + Cz + D = 0, trong đó A, B, c không đồng thòi 
} bằng 0, được gọi là phưong trình tổng quát của mặt phẳng. 

Nhận xét 


jị i. Nếu mặt phẳng (p) có phương trình tôrìg quát là Ax + Bỵ+Cz + D -0 thì nó 
ị có vecto pháp tuyến n = (A; B;C) . 

I ii. Phương trình mặt phăng đi qua điểm M 0 (x 0 ;y 0 ;z 0 ) nhận vecto n(A;B;C) 

I khác 0 làm vecto pháp tuyến có dạng A(x-x o ) + B(y-y o ) + C( 2 -z 0 ) = 0 

Các trường hợp áậc biệt 


Trong không gian Oxyz, xét mặt phẳng (p):ax + by + cz + d = 0với 
a 2 +b 2 +c *0. 

1. Trường hợp d = 0 thì mặt phẳng (p) đi qua gốc tọa độ. 



2. Trường hợp « = 0 thì mặt phăng (p) cóvtpt n = (0;&;c) khi đó mặt phẳng 
(p) song song hoặc chứa trục Ox. Khi đó mặt phăng ( p ) chứa trục Ox khi và 
chi khi (p) đi qua gốc tọa độ o, hay d= 0 . 



3. Trường hợp b - 0, mặt phẳng (p) song song hoặc chứa trục Oy. 
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4. Trường hợp c = 0, mặt phẳng (p) song song hoặc chứa trục Oz. 



5. Trường hợp a = b = 0,c * 0 . Khi đó mặt phẳng (p) có vtpt n = (0;0;c) . Trong 
trường hợp này, mặt phẳng (p) song song hoặc trùng với mặt phẳng (Oxy ) . 
Khi đó (p) = (Qry) khi và chi khi (p) đi qua gốc toạ độ o, hay d= 0. 



6. Trường hợp a = c = 0,b 0, mặt phẳng (p) song song hoặc trùng với mặt 
phẳng [Oxz). 



7. Trường hợp b = c = 0, a * 0 , mặt phẳng (p) song song hoặc trùng với mặt 
phẳng (Oyz). 
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Chu dẽ 7: Phu' 0 'ng pháp tọa dộ trong khống gian 


The best or nothing 




8. Trường hợp a,cd* O.Đặt a=-ẩ, p=-|,y=-|, phưong trình mặt phẳng 

đuợc đưa vê dạng ^ + 1 + ệ - 1. Mặt phắng Sn lượt cắt các trục tọa độ Ox, 

Ọy, 02 tại các điểm n(a;0;0), B(0;ft0),c(0;0;y) và phưong trinh mặt phăng 

b y viết dưới dạng này được gọi phương trinh mặt phẳng theo đoạn chắn. 

Đến đây ta có bài toán tổng quát: 


Mặtphẳng (p) (hình 7.5) đi qua ba điểm M(a; 0;0), N(ơ;fe; 0),p(0;0;c) có 


phương trình (p):- + ^ + £ = i. 


2. Vị tri tương đối cùa hai mặt phang. 

' Trong không gian Oxỵz cho hai mặt phẳng (P,);(P 2 ) lần lượt có phương trình 
+^ + ^2 + 4 =0 / (P 1 ):a 2 x+b 2 y+c 2 z+d 2 = 0, 

với a 2 +b 2 +c 2 *0 (k = 1;2) . Khi đó 




(p,)ii(p 2 )«ìl=Ì=£l*Ì 

«2 Ỉ7 2 c 2 ^ 

«2 &2 c 2 d 2 


| (p t )cắt(p 2 ) 

(Pj ) 1 (p 2 ) o Cj « 2 + ố J fc 2 + c,c 2 = 0. 

3. Khoảng cách tù một điếm tới một mặt phắng. 

/ Tronv khrino- oi an Pl-vi/T /-V-ir-. mít / n\ J 


Trong không gian ƠXỊ/2 cho mặt phẳng (p):ax + bỵ + cz + d = 0, với 

a 2 + & 2 + c 2 * 0 và điếm M (x 0 ; y ữ ; 2 0 ) . Khi đó khoảng cách từ M đến mặt 

phăng (p) là độ đài đoạn MH, vói MH là đoạn thẳng vuông góc với (p) tại H 
(hình 7.6) 


Hinh 7.6 


Độ dài MH được tính bằng công thức: 
Hệ quá 


dịM;{P))=Mĩ = ^~~ 
______ V* 2 


\ax 0 +bỵ 0 +cz 0 +d\ 


+ b 2 +c 2 
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Với (p):ax + by+cz+d = 0 và ịp'y.ax + by + cz + d' = 0 (s 2 +b 2 +c 2 ¥=0;d*d') 
là hai mặt phẳng song song thì khoảng cách giữa (p) và (p') được tính bằng 

công thức: 

4. Góc giữa hai mặt phăng. 

Góc giữa hai mặt phẳng (p) và (Q), kí hiệu Ị(P),(C?)Ị là góc giữa hai đường 
thẳng a và b mà a -l-(p) và & -L (Q) - 



Từ đó suy ra 0<((p),(ữ))<|. 

Từ đây ta 

Phương trình đường thẳng. 

1. Hai dạng biêu diễn cùa phương trình đường thẳng trong không 
gian. 

Trong không gian Oxyz cho đường thẳng A đi qua điểm M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) và có 
vecto chi phưong u = (do u*0 nên a 2 +b 2 +C 2 ), khi đó phương 

trình tham số của đường thẳng A có dạng 
x = x 0 +at 

y-y 0 +bt vói t là tham số. 
z = z 0 +ct 

Khi abc* 0, khử í từ hệ ta được: 



x-x 0 = y-y 0 z~z 0 
a bc 

Phưcmg trình trên được gọi là phirong trinh chính tắc của đường thẳng A . 

2. Vị trí tưong đối giữa hai đường thẳng. . 

Trong không gian Oxyz cho đường thẳng Aj đi qua Mj có vecto chi phương 



Hình 7.S 


và đường thẳng A 2 đi qua điểm M 2 có vecto chi phương u 2 . 

1. Aj =A 2 khi và chỉ khi ba vecto u l ;u ĩ ;M 1 M ỉ đôi một cùng phương, tức là 
[i^,m 2 ]=[w 1/ M i AÍ 2 ']=0 (hình 7.7). 

2. A x II Aj khi và chỉ khi Uj jj u 2 nhung không cùng phương với AÍjM 2 , tức là 

ịị' .(hình 7.8) 

Ị Uj,Ã4jM 2 j * 0 

3. Aj và A 2 cắt nhau khi và chi khi Hj không song song vói u 2 , đồng thời ba 
vecto «J,W 2 và MjM 2 đồng phẳng, tức là 
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i ÍM * 0 


(hình 7.9) 


Hình 7.10 



/ r - - -1 - - . _ '■?) 

/ I [K ,M J- M * M 2 =0 

I 4. A l và A 2 chéo nhau khi và chỉ khi ba vecto Uj,u 2 và MjM 2 không đồng 
1 phẳng, tức là ịụ x ,u^ị.M ỉ M í *0(hình 7.10) 

Ta cũng có thê xét tính tương đối của hai đường thẳng dựa ữên hệ phương 
trình hai ẩn như sau: 

x 0 +tữ ĩ ~ x ó +t ' a í 

y 0 +ta 2=yó +^2 (/) 

2 0 + ta 3 — z 0 ' +t'a 3 ' 

: L Hai đường thẳng d và d’ cắt nhau khi và chi khi hệ phương trình (/) có đúng 
~~ Ị một nghiệm. 

: 2. Hai đường thẳng d và d' chéo nhau khi và chỉ khi hệ phương trình vô 

■ nghiệm. 

3. Khoảng cách tu một điếm tới một đường thẳng. Khoáng cách giữa 

hai đường thắng chéo nhau. 

a. Khoáng cách từ mọt diêm dẻn một dường tháng. 

Trong không gian cho điểm M và đường thẳng A đi qua điểm N, với vecto chỉ 

phương V. . Khoảng cách từ M đến A là độ dài đoạn vuông góc ĩvíH kẻ từ M 
đền A (hình 7.11) 

Cách 1: L ẩy điếm p trên A sao cho NP = u . Khi đó MH là độ dài đường cao kẻ 


Hình 7.11 


từ M của tam giác MNP. Vì MH=- 


STUDY T1P: 

Khoảng cách giữa điếm M 
đến đường thẳng A tong 
không gian được tính bằng 
công thức 

d(M 

N 

Trong đó N là một điếm 
thuộc A . 


rũ/NÀíl 


Cách 2: Để tính khoảng cách từ M đêh đường thẳng A , ta có thể xác định tọa 
độ hình chiếu H của M hên A rồi tính độ dài MH. 

Chú ý: ơ cách 2, đê tính được tọa độ điểm H ta phải đưa phương trình đường 
thẳng A về dạng tham số, từ đó tham số hóa tọa độ điếm H. 

Dựa vào dữ kiện MH _LA ta sẽ tìm được tọa độ điếm H. 
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STUDY TIP: 

Cà hai cách làm đều 
khá là nhanh, tùy theo 
lựa chọn của độc giả 
mà áp dụng, tuy nhiên 
để nhớ công thức 
nhanh, căn nắm vững 
cách đế suy luận ra 
công thức đó. 


Công Phá Toán - Lđp 1 2 Ngọc Huyền LB 

Cách 1: Lấy điểm B (0; 1; -3) trên (íỉ) . Khi đó khoảng cách từ điểm A đến 


đường thẳng ịct) được tính bằng công thức: dịA; (d)) = 


ịu,BĂ] 

Ú 


Ta có BẢ = (-1; -1; -4) . Khi đó ịu, BA~ị = (15; -11; -l) 


~d(A;(d)) = 


V3 2 +4 2 +l 2 


^347 

•Jĩ 6 ' 


Cách 2: Gọi H là hình chiếu của A lên (d) . Khi đó H(3í;l + 4f;-3 + í) 
=> AH=(3f-l;4í-l;í-4) 


Mà AH -L(íỉ), do vậy 

(3í-l).3+(4í-l).4 + f-4=0<=>í=iị=>^H=f^r;Ặ;^\ 
v ’ v ’ 26 1^26 13 26 ) 


B «, N A, 


Hinli 7.12 


STUPY TIP : 
Khoảng cách giữa hai 
đường thăng Aj và A 2 
trong không gian được tính 
bằng công thức 

Íu’ / u 2 1.ab| 

trong đó A, B là hai điềm 
lần lượt thuộc Aj và A 2 . 


Khi đó AFỈ = 


>/347 

Jĩẽ ' 



b. Khoáng cách giừa hai đường thắng chéo nhau. 

Khoảng cách giữa hai đường thẳng chéo nhau A, và A 2 là độ dài đoan vuông 
góc chung của chúng. 

Lấy điếm A thuộc A , , điểm B thuộc A 2 . 

Gọi Uj ; íần lượt là vecto chi phương của hai đường thẳng A 1 và A 2 . 

Trên Aj và A 2 lần lượt lấy hai điểm M, N sao cho ÁM~U Ì ;BN = U 2 . Khi đó 
khoảng cách giữa Aj và A 2 là khoảng cách giữa hai đáy của hình hộp dựng 
trên ba cạnh MA, AB, BN (hình 7.12). 

Mặt khác ở phần hệ quả của bài hệ tọa độ trong không gian ta có công thức 


của hình hộp bằng ||^M 1 ,M 2 J.ì4bỊ. Do vậy 


d ( A iA)= 


Kj,ỉq1.AB 


1 

[«iX] 


4. Góc giữa hai đường thắng. Góc giữa một đường thăng và một mặt 
phẳng. 

a. Góc giữa hai đuòng thảng. 

Góc giữa hai đường thẳng , d 2 được kí hiệu là ) , được xác định bởi 

các trường hợp: 

- Nếu cùng phương với ả 2 thì ^,(^=0°. 


- Nếu và d 2 cắt nhau tại í thì )bằng số đo góc nhò nhất trong bốn 

góc tạo thành. 
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-Nếu ị và ả 2 chéo nhau ữủ (á, / íỉ 2 )=(ứ / b) / trongđó a}\d ĩ ,bỊ\d 2 và 
an& = ỊíỊ. (Hình 7.13) 

Do góc giữa hai đường thẳng là số đo góc nhỏ nhất ừong bốn góc tạo được. 

Do vậy Do vậy nếu đặt (dj,íỉ ! ) = athi ta có 



Hĩnh 7.13 





W 1 

«2 



b. Góc giữa một dường thảng và một mặt phẳng. 

Góc giữa đường thẳng đ và mặt phẳng (p), kí hiệu là (đ,(p)), xác định bởi: 
-Nếu đ±(p) thì (íỉ;(p)) = 90°. 

- Nếu d không vuông góc vói (p) thì (d, (p)) bằng góc giữa d và hình chiếu 
của d trên (p) (hình 7.14). 

Tacó 0s(í,(p))sí 

Gọi u, n lần lượt là vecto chỉ phương của d và vecto pháp tuyến của mặt 


Mii-.il 7.14 


phẳng (p) . Khi đó nếu đặt ịd, (p)) = a thì ị sin a = Ịcos (u, n| = Ị ' Ị 

I I |u|.n| 
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Ngọc Huyền LB 


Đọc thêm: Bài toán cực trị trong không gian 

1. Bài toán cục trị ve mặt phang, đưòng thẳng quay xung quanh một điếm cô 
định 

Bài toán 1: Cho hai điếm phân biệt AvàB. Um vị trí của mặt phẳng (a) 
chứa B và cách A một khoảng lớn nhất 

Lời giài 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của A trên mặt phẳng (a). Khi đỏ tam giác ABH 
vuông tại H và d(A;(ct)Ị = AH < AB. Vậy khoảng cách đó lớn nhất khi H trùng 
B, khỉ đó (a) là mặt phẳng đi qua B và vuông góc vói AB. 

Bài toán tương tự là tìm đường thẳng qua B ,và cách A một khoảng lớn nhất. 

2. Bài toán cục trị về mặt phang quay xung quanh một đuòng thang cố 
định 

Bài toán 2: Cho điểm A và đường thẳng A không đi qua A Tìm vị trí của 
mặt phẳng (ct) chứa A sao cho khoảng cách từ A đến mặt phẳng đó là lớn 
nhất. 

Lòi gioi 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của A ữên (a), K là hình chiếu vuông góc của 
A ữên đường thẳng A. 

Ta thấy dị A;(a)) - AH < AK (quan hệ giữa đường vuông góc và đường xiên). 
Vậy d(A;(a)) lớn nhất khi cà chi khi H = K, hay vị trí mặt phẳng (a) cần tìm 
là (a) chứa A và vuông góc với AK. 

Lúc này mặt phẳng cần tìm có vecto pháp tuyến 
MeA. 

Ví dụ 1: Vecto pháp tuyên của mặt phẳng (a) chứa đường thẳng 
'x=ĩ + 2t 

d : • y = t (f € A.) và cách A (l; 2; 5) một khoảng lớn nhất là 

z = -2 -t 

A. (10;17;37) B. (9;-14;4) C.(l0;-17;37) D.(9;14;4) 

Đáp án A 

Lòi giãi 

Ta có u d = (2; 1; -l), M (l; 0; -2) => MA = (0; 2; 7) . Vậy áp dụng công thức vừa 
chứng minh ta có n = ỊỊu^*, MA j , u d j = (10; 17; 37) . 

Bài tập áp dụng 

1. Viết phương trinh mặt phẳng chứa đường thẳng d : = Y = —Ỵ cách M(2;l;l) 

một khoảng lớn nhất 

A. (a):x+y+3z + 5=0 B. (a) :4x-7y + z = 0 
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The best or nothing 


c. (a):6x + 6y+18z + 5 = 0 D. (a) : -4x + 7y-z = 0 

2. Viết phương trình mặt phẳng (p) đi qua gốc tọa độ và vuông góc với mặt phăng 
(Q) : 2x - y + z - 1 = 0 và cách điềm M (l; 0; l) một khoảng lớn nhất. 

A. x-2y+z = 0 B. x-2y-z=0 

c.x+y-z = 0 D. x-y+z = 0 

»- — - — — Đáp án: l.A; 2.B 

Bài toán 3*: Cho hai đường thẳng Aj,A 2 phân biệt và không song song với 

nhau. Viết phưcmg trình mặt phẳng (ct) chứa A a và tạo với A 2 một góc lớn 
nhất. 



Lời giãi 

Vẽ một đường thẳng bất kì A 3 song song với À, 

và cắt A, tại K. Gọi A là điểm cố định trên Aj 

và H là hình chiếu của A trên mặt phẳng (a). 

Ta có góc giữa A 2 và (a) chính là góc AKH. Kẻ 

ATI^TsAẬ 

Khi đó A HKT vuông tại T, nên: 

cos AKH = > ~ (không đổi). 

AK AK 

Vậy góc AKH lớn nhất khi và chỉ khi HK = KT hay H = T. 

Góc lớn nhất đó chírth bằng góc AKT = Ịa,, A 2 j. 

Khi đó mặt phắng (a) cần tìm chứa Aj và vuông góc vói mặt phẳng (Aj,A 3 ) 
hay nó có một vectơ chi phưong là J . 

Do đó vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (a) là: n a = [« v [« v 


Ví dụ 2: Viết phương trình mặt phẳng (p) chứa d : X — = . ? + 1 = và 


. . ... uuuimạtpnang ir 1 cnưa a: 

2 1 

với đường thẳng d’:~ =1 = ^ một góc lớn nhất. 

A. x-4y+z-7=0 B. x-t- 

c. 2x + 5y-10=0 D. 2x 


và tạo 


B. x+4y-z+7=0 
D. 2x - 5y + 10 = 0 


Đáp án A. 


Lòi giải 


B 



Ta có n = [[u d/ u d ;]«;j = (3;-12;3) . 
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3. Bài toán cực trị về họ đường thẳng quay xung quanh một điếm cố định 
trong mặt phăng cố định 

Bài toán 4*: Cho mặt phẳng (a) và điểm A thuộc (a) , điểm B khác A . Tìm 
đường thẳng A nằm trong (a) đi qua A và cách B một khoảng nhỏ nhất, 
lớn nhất. 

Lời giải 

Gọi H là hình chiếu vuông góc của B trên A. 

Ta thấy d(B;À) = BH<AB. 

Vậy khoảng cách đó lớn nhất khi và chi khi H = A. 

Khi đó A là đường thẳng qua A và có mootịu vectơ chi phương là 
u ủ =[n a ,ABị 

Gọi T là hình chiếu của B hên (a). Ta thấy BH > BT. 

Vậy khoảng cách BH nhỏ nhất bằng BT khi và chi khí H =T hay đường thẳng 
A đi qua A và T. 

Đê’ viết phương trình đường thẳng A ta có 2 cách: 

- Tìm hình chiếu vuông góc T của B hên A, từ đó viết phương trình đường 
thẳng A đi qua A và T. 

- Tìm tọa độ một vectơ chi phương của đường thẳng 

Bài toán b'*: Chomặtphẳng (a) và điểm A thuộc (a), đường thẳng d không 
song song với (a), không nằm trên (a), không đi qua A. Tun đường thẳng 
A nằm trong mặt phẳng (a) đi qua A sao cho khoảng cách giữa A và đường 
thẳng ả là lớn nhất 




Lời giãi 

Gọi d' là đường thẳng qua A và song song với 
á và B là giao điểm của d vói mặt phẳng (a). 
Gọi H là hình chiếu vuông góc của B hên mặt 
phẳng ự, À). Khoảng cách giữa d và A bằng 


BH. Gọi c là hình chiếu vuông góc của B hên d'. 


Ta thấy BH < BC, nên BH lớn nhất khi và chi khi H=c. 

Khi đó đường thẳng A có một vectơ chỉ phương M s = n a ,BC . 
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Chủ đề 7: Phương pháp tọa dỏ trong không gian 



Câu 1: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
điếm A( B(3;0;-l) và mặt phăng 

(p):x+y-z-l = 0. Gọi M và N lần lượt là hình chiếu 
của A và B trên (p). Độ dài đoạn thẳng MN là: 

A.2ựỉ C.Ậ U.4 

V3 

(Trích đê thi thỉt THPT Chuyên Phan Bội Châu-LSn U) 
Cáu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điếm 
A{l;2;l) vàmặtphẳng (p):x + 2y-2z-l = 0. Gọi B 
là điểm đối xứng với A qua (p). Độ dài đoạn thẳng 
AB là: 



(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Chãu-Lần II) 
Càu 3: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

a = (l;2;l) / ử = (-2;3;4), c = (0;l;2;)và d»(4;2;0). 
Biết d-xa + yb+zc. Tống x+y+z là: 

A -2 B.3 C.5 D.4 

(Tnch đẽ thi thừ THPT Chuyên Phan Bội Cliâu-Lần ỈI) 
c,ỉ u 4: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điếm 

A(l;2;l) và đường thẳng d:~ — = 

1 - 11 ' 

Phương trình mặt phẳng chứa A và vucng góc với d 
là: 

A. x-y+z-l=0 B. x-y+z+l=0 

c. x~y+z = 0 D. x-y+z-2=0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Chău-LSn ỉỉ) 
Cáu 5: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
mặt phăng (p):2x+y-z-l = 0 và (Q):x-2y+z-5 = 0. 

Khi đó giao tuyến của (p) và (Q) có một vectơ chi 
phương là: 

A. w = (l;3;5) B. « = (-l;3;-5) 

C.K = (2;l;-l) D. tt = (l;-2;l) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lăn II) 
Cáu 6: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 

Mặtphẳng { p ) thay đổi đi qua Aí lần lượt 
cắt các tia Ox, Oy, Oz tại A, B, c khác o. Giá trị nhò 
nhất của thể tích khối tứ diện OABC là: 

A.54 B .6 c. 9 D. 18 

(Tnch đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Vân II) 


The best or nothing 


C.Ù 1 7: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d:^ = 4 = 7 và mặt cầu 

2-14 

(s):(x-l) +(y-2) +(z-l) =2. Hai mặt phẳng 
(p) và (Q) chứa d và tiếp xúc với (s). GọiMvàNIà 


tiếp điếm. Độ dài đoạn thẳng MN là: 

A. 2 V 2 C. D.4 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lãn II) 
Câu S: Cho hai điểm A(3;3;l),B(ũ;2;l) vàmặtphẳng 

(p):x + y + z~7 = 0. Đường thằng d nằm trên (p) 


sao cho mọi điểm của ả cách đều hai điếm A,B có 
phương trình là: 


A. 


c. 


* = f 
= 7~3t 
z = 2t 

x = -t 
= 7-3/ 
z = 2/ 




D. 


x = t 
= 7 + 3/ 
z = 2 1 

x~2t 
= 7-3/ 
z~t 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 9: Cho bốn điếm A(a;-l;6),B(-3;-l;-4), 

C(5;-l;0),D(l;2;l)và thể tích của tứ diện ABCD 
bằng 30. Giá trị của a là: 

Ă - 1 8. 2 

c. 2 hoặc 32 D. 32 

(Trích đê thi thừ THPT Chuyên KHTN) 
ịx = 2 + t 

Câu 11: Cho hai đường thẳng d i :ịy = l~t và 

( z = 2t 

ịx = 2-2 1 

d i : ị y = 3 . Mặt phẳng cách đều hai đường thẳng 


và d 2 có phương trình là: 

A. x + 5y+2z + 12 = 0 B. x+5y-2z + 12 = 0 
c. x-5y+2z-12 = 0 D. x+5y+2z-12 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 

Câu 12: Cho đường thẳng d : — — - = = £ — Ê 

Hình chiếu vuông góc của d lên mặt phẳng (Oxy) là: 
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A. 


X-Q 

y = -\-t 
z = 0 


ịx = -l+2t 

c. y-l+í 


B. 


ịx = ĩ+2t 

y*-i+í 


D. 


X = -1 + 2f 
y = -l+t 
2 = 0 


(Trích đề thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Cầu 13: Cho A(2;l;-l),B(3;0;l),C(2;-l;3), điếm D 
nằm trên trục Oy và thề tích của tứ diện ABCD bằng 
5. Tọa độ của D là: 

A. (0;-7;0) B. (ữ;-7;0) hoặc (0;8;0) 

c. (0;8;0) D. (0;7;0) hoặc (0;-8;0) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Câu 14: Cho A(5;l;3) / B(-5;l;-l), C(l;-3;0), 

D(3;-ó;2).Tọa độ của điểm A' đối xứng với A qua 

mặtphẳng (BCD) là: 

A. (-1;7;5) B. (l;7;5) 

c. (l;-7;-5) D. (l;-7;5) 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên KHTN) 
Càu 15: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

điếm M(2;6;-3) và ba mặt phẳng (p) : x-2 = 0; 
(Q) : y-6 = 0;(jR) : z 4-3 = 0. Trong các mệnh đề sau, 
mệnh đề sai là: 

A. (p)điquaM B. (Q)ỉ/(Oxz) 

C.(R)//Oz D. (P)l(Q) 

(Trích đê thi thừ THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 16: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho d 
là đường thẳng qua M(l;2;3) và vuông góc với 
(Q) : 4x + 3y -7z + 1 = 0. Phương trình tham số của d 


là: 


íx = l + 4f 


A. 


y = 2 + 3f 
2 — 3 +7f 


í x = 4+f 
c. I y = 3+2t 
[z = -7 + 3t 


B. 


X = 1 + 4í 
y = 2 + 3f 
2 = 3 -li 


D. Đáp SỐ khác 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 17: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm A(2; -3; -l); B(4; -1; 2). Phương trình mặt 

phẳng trung trực của AB là: 

A. 4x+4y+6z-7 = 0 B. 2x+2y+3z-5 = 0 


Ngọc Huyền IB 

c. 4x— 4y+6z-23 = 0 D. 2x-3y-z-9 = 0 

( Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
mặtphẳng (d):3x-y+mz-3 = 0 và (p):2x + Hy+2z-2 = 0. 
Giá trị của m và n đểhaimặtphẳng (a) và (p) song 

song vói nhau là: 

. „ 2 

A. m = -3;n = -r 

3 

B. Không có giá trị của mvàn 

c. m = 3;n = -~ 

3 

D. m = 3;n - \ 

3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 19: Cho điểm M(l;0;ơ) và đường thẳng 

= Gọi M'[a;b;c ) là điếm đối xứng 

với M qua d. Giá trị của a-b+c là: 

A. -1 B. -2 G 1 D. 3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 20: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (?):2x-y+z+2=0 và (Q):x+y+2z-l = 0. 
Góc giữa (p) và (Q) là: 

A. 45° B. 90° C. 30° D. 60° 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 21: Cho điểm M (-3; 2;4) , gọi A, B, C lần lượt là 
hình chiếu của M trên trục Ox, Ọy, Oz . Trong các 
mặt phang sau, tìm mặt phang song song với mặt 
phẳng (ABC). 

A. 6x-4y-3z-12 = 0. B. 3x-6y-4z + 12 = 0. 

C. 4x-6y-3z + 12 = 0. D. 4x-6y-3z-12 = 0. 

(Trích đê thi thừ THPT Chuyên Biên Hòa-Lần I) 
Câu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
điếm A(-4;-2;4) và đường thẳng 

ả : = = P^ ươn ỗ hành đường 

thẳng A đi qua A, cắt và vuông góc với đường thẳng 

d. 

A A - x+4: y +2 - 2 ~ 4 
: -4 ” -4 “ 1 

B . A; £±í=ỉ±? = ĩịì 
-12 1 

c A; a:+ 4 r ,y +2 rr 2 ~ 4 

2 -2 -1 
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Chủ dê 7: Phưong pháp tọa dộ trong không gia n 

D. A: — = = 

'3 2-1 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lẫn I) 
Câu 23; Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba 
điểm A(l;0;0), B(0;3;0) và C(0;0;-4). Phương 

trình nào dưới đây là phương trình của mặt phẳng 
(ABC)? 


, X y z 

A. - + ^+— = 1 

B. 

X y z , 

3 1 -4 

' i — 1 

1 -4 3 

r- x y 2 , 

D. 

X y z , 
— +— +-=1 

13-4 


-4 3 1 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La- Lãn Ị) 
Câu 24: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, viết 

phương trình mặt phẳng (p) đi qua hai điếm 


A(2;l;l) / B(3;2;2) và vuông góc với mặt phẳng 

x+2y-5z-3=0. 


A. (P):7x-6y-z-7 = 0 B. (p):7x-6y-z+7 = 0 

c. (P):x-3y-z+2 = 0 D. (P):x-3y-z + 5 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lăn I) 
Câu 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba 

điểm A( a ;0;0),B(0;fc;0),C(0;0;c) với a,b,c lànhững 
SỐ dương thay đổi sao cho a 2 +4 b 2 +16 c 2 = 49. Tính 
tổng F = a 2 +b 2 +c 2 sao cho khoảng cách từ o đến 
mặtphẳng (ABC) là lớn nhất. 


B.F=f Cf.ạ D.F.ạ 
4 5 4 5 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-LSn I) 
Câu 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 
diêm A(-3;5;-5), B(5;-3;7) và mặt phẳng 
(p):x + y + z = 0. Tính độ dài đoạn thẳng OM, biết 
rằng điểm M thuộc (p) sao cho MA 2 + MB 2 đạt giá 
trị nhỏ nhất? 

A. OM = £ B. OM = ĩ 

c. OM = 0 D. OM = VĨÕ 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Sơn La-Lân I) 
Câu 27: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (a) đi qua điếm H(3;-4;l) 

và cắt các trục tọa độ tại các điểm M, N, P sao cho H 
là trực tâm của tam giác MNP. 

A. 2x-4y+z-26 = 0 B. 2x+y-z-l=0 
c. 4x-3y-z + l = 0 D. *+2y-z+6 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Scm La-Lần I) 


The best or no thing 

Cáu 28: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho ba 
vectơ ã(5;7;2), &(3;0;4), c‘(-6;l;— 1) . Tun tọa độ của 
vectơ th = 3ẩ~2b+c. 


A. ĩh = (-3; 22; -3). B. m = (3;22;-3). 

c. rii ± (3;22;3). D. m = (3;-22;3). 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Hưng Yên-LSn II) 
Càu 29: Cho điểm M(3;2;l) . Mặt phẳng (p) đi qua 

điếm M và cắt các trục tọa độ Ox, Oy, Oz tại A, B, c 
sao cho M là trực tâm tam giác ABC. Phương trình 
mặt phẳng (p) là: 

. X y z 

A ’ 3 21°' B. x + y + z-6 = 0 . 


C. 3x+2y + z-14 = 0 D. ị + ị+-=\. 

3 2 1 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biền Hòa-Lănỉ) 
Cảu 30: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz , cho 

A(fl;0;0) / B(0;fr;0), c(0;0;c) vói a, b, c dương. Biết 


A,B,C di động trên các tia Ox, Oy, Oz sao cho 
a+b+c = 2. Biết rằng khi a,b,c thay đổi thì quỹ tích 
tâm hình cầu ngoại tiếp tứ diện OABC thuộc mặt 
phẳng (p) cố định. Tính khoảng cách từ 
M(2016;0;0) tớimặtphẳng (p). 

A.2017. B.“ỉí. D.BỈ. 

£ £ £ 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lầnl) 
Cáu 31: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 


cho đường thẳng 


d: 


x~l + 2t 
y = t 

z = -2-3 1 


và mặt phẳng 


(P):2* + y + z-2 = 0. Giao điểm M của dvà (p) có 
tọa độ là: 

A. M(3;l;-5) B. M(2;l;-7) 

c. M(4;3;5) D. M(l;0;0) 

(Trích đê toán học tuốỉ trẻ-Lần UI) 


Câu 32: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, gọi 
(a) là mặt phẳng cắt ba trục tọa độ tại ba điểm 

A(4;0;0),B(0;-2;0) / C(0;0;6). Phương trình của (a) 


là: 


a -ỉ + 3 + !=° b.£ + 4 + £-i 

4 -2 6 2 -1 3 

c. 3r-6y+2z-12 = 0 D.3^-6y+2z-l = 0 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lẫn III) 
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Câư 33: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho mặt phẳng (p) :z-y+z+3=0 và ba điểm 

Tọa độ điềm M thuộc 
(p) sao cho |MA+MB + Mc|nhỏnhấtlà: 

A. (4;-2;-4) B. (-1;2;0) 

c. (3; -2; -8) D. (l;2;-2) 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lãn III) 
Câu 34: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 

* = 2 + t 

cho đường thẳng d: - y-1+mt và mặt cầu 
2 = - 2 1 

(s) : X 2 + y 2 + z 2 - 2x + 6y - 4z + 13 = 0. Có bao nhiêu 
giá trị nguyên của m đẽ d cắt (s) tại hai điểm phân 
biệt? 

A.5 B. 3 C.2 D. 1 

(Trích đê toán học tuồi trẻ-Lần IU) 
Câu 35: Viết phương trình đường thẳng d qua 
M(l;-2;3) và vuông góc với hai đường thẳng 

x = l-t 

d 'i A z iàì '- \ y=2 !: 

1 1 3 z = l+3f 


* = l+3f 
15. . y = -2+í 
z = 3+f 

[ * = , 1 . 
D. )y = -2+t 

z = 3+f 


Ngọc Huyền LB 


c l: y- 2 -_- z ~ 3 

' 1-2 1 


D x + 8 _ y-2 _ z-3 
1 “ 2 “ 1 


A. ịy = -2+t 
2 = 3 


c. <y = l- 2 t 
z = 3t 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Câu 36: Viết phương trình mặt phẳng (Q) chứa 

. , , x-2 y+3 z-4 , , , 

đường thang d : — — - = = — — và vuông góc với 

V * 

mặt phẳng Oyz. 

A. x+y~2z+4=0 B. y-3z + 15 = 0 
C. x + 4y-7-0 D. 3x + y-z+2 = ũ 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-tìậu Giang) 
Câu 37: Chomặtphẳng (p) :x + y + z + 3 = 0 và đường 

thằng Ph ươn ê trình đường 

thẳng ầ nằm trong mặt phẳng (p), cắt đường thẳng 

ả và vuông góc với tt(l;2;3) là: 

£+1 y + 1 z + l B x + 8 _ y-2 _ z-3 
1 ■ -2 ~ 1 1 " -2 1 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Scm-Lần I) 
Câu 38: Cho mặt phẳng (p) đi qua các điểm 

A(-2;0;0), B(0;3;ơ), C(0;0;-3). Mặt phẳng (p) 
vuông góc với mặt phẳng nào trong các mặt phẳng 
sau: 

A. z+y+z+l = 0 8. 2* + 2y-z-l = 0 

c. x-2y-z-3 = 0 D. 2x + 3y + z-l = 0 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Scm-Lân I) 
Câu 39: Cho tam giác ABC có A(l;2;3), B(-3;0;l), 
c(-l;y;z ). Trọng tám G của tam giác ABC thuộc 
trục Ox khi cặp (y;z) là: 

A. (l;2) B. (2;4) C. (-l;-2) D. (-2; -4) 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Scm-Lãn I) 
Câu 40: Cho 3 điểm Ạ(0;l;2), B(3;1;1), c(0;3;0). 
Ehrờng thẳng đi qua trọng tâm G của tam giác ABC và 
vuông góc vói mặt phẳng (ABC) có phương trình: 

, x-1 y-1 _ z-l x-1 _y-l z-ĩ 
“1-11 1 1 1 

£-l = y^l = z-l D. — 7— = 
-111 11-1 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-Lẵn I) 
Cáu 41: Cho A ABC có 3 đinh A(m;0;0),B(2;l;2), 

C(0;2;l).ĐểS A/ưc =^-thì: 

A. m = l B. m = 2 c.m = 3 D. m = 4 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên Lam Sơn-iăn I) 
Câu 42: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba 

vectơ « = (l;m;2);Ế> = (m+l;2;l);c = (ơ;m-2;2). Giá 

trị của m để a,b,c đồngphẳnglà: 


(Trích đẽ thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lẵn Ịỉ) 
Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
phẳng (p) đi qua điểm M(9;l;l) cắt các tia 
Ox,Oy,Oz tại A,B,C( A, B, C không trùng với gốc tọa 
độ). Thế tích tứ diện OABC đạt giá trị nhỏ nhất là: 

A ạ B.ĩạ c. 243 D.ạ 
6 2 2 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 

Câu 44: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho ba 

mặtphẳng (p):x + y + 2z + l = 0, (Q) :z + y-z + 2 = 0, 


IOVEBOOK.VN I 326 



Chu dê 7: Phứong pháp tọa dộ trong không gian 
(R):x-y + 5 = 0. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề 


nào sai? 

A. {Q)-L(K) B.(P)±(Q) 

C.(P)//(R) D.(P)1(R) 

(Trích đê thi thừ THPT Chuyên Thái Bình-Lãn II) 
Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 


phẳng (?) cắt các trục tọa độ tại Aí(8;0;0), 
N(ũ;2;0), p(0;0;4). Phương trình mặt phẳng (p)là: 
A. x + 4y + 2z-8 = 0 8. x+4y + 2z + 8 = 0 


c.w = l 

4 1 2 


Đ.ị + ị + ị = 0 
8 2 4 


(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lần II) 
Câu 46: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho mặt 

phăng (p) đi qua gốc tọa độ o và vuông góc với hai 

mặtphẳng (Q):2x-y + 3z-l = 0; (R):*+2y + z = 0. 


Phương trình mặt phẳng (p) là: 

A. 7x+y-5z = Q B. 7x-y- 5z = 0 

c.7x+y + 5z = 0 D. 7x-y + 5z = Q 

(Trích đê thi thử TtìPT Chuyên Thái Bình-Vẵn II) 
Cáu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho hai 
điêm i4(l;l;2); B(3;-l;l) và mặt phẳng: 

(p):x-2y + z-l = 0. Mặt phẳng (Q) chứa A;B và 


vuông góc với mặt phắng (p) có phương trình là: 

A. 4a + 3y+2z = 0 B. 2ar-2y-z + 4 = 0 
c. 4x+3y+2z + ll = 0 D. 4x+3y+2z-ll = 0 

(Trích đẽ thi thử THPT Chuyên Thái Bình-LSn II) 

Cảu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho các 
điếm rì(l;-l;l), B(0;l;-2) và điếm M thay đổi trên 
mặt phăng tọa độ (Oxy). Gía trị lớn nhất của biểu 
thức T = |MA-MB| là 

A. Vô. B. VĨ2. C. VĨ4. D. Vẽ. 
(Trích đê thi thử THPT Chuyên ĐHSP Hà Nội-LSn I) 
Câu 49: Cho ba điếm A(l;6;2),B(5;l;3),C(4;0;6), 

khi đó phương trình mặt phẳng ( ABC ) là: 

A. 14* + 13y+9z + 110=0 

B. 14*+13y-9z-110 = 0 
c. 14x-13y+9z-110 = 0 
D. 14x+13y + 9z-110 = 0 

(Trích đê toán học tuữi trẻ-Vãn IV) 
Câu 50: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, vị trí 
tương đối của hai đường thẳng 


The besl or nothìnự 

í x = l+2f 

í x = 7 + 3m 

đ 1 :ịy = -2-3t và d 2 

y = -2 + 2 m là: 

[z = 5 + 4t 

[ z = l-2m 

A. Chéo nhau 

B. Cắt nhau 

c. Song song 

D. Trùng nhau 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lần IV) 

Cả u 5 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho ba 
điềm rì(-2;l;0),B(-3;0;4),C(0;7;3). Khi đó 

cos Ị AB,BC) bằng: 


A 14VĨĨ8 

7VĨĨ8 

354 

177 

c >1798 


57 

57 


(Trích đê toán học tuồi trẻ- Lăn IV) 
Cầu 52: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho tứ 

diện ABCD có A(2;3;l),B(4;l;-2), c(6;3;7), 
D(-5;-4;8). Độ dài đường cao kẻ từ D của tứ diện 
là: 

A. 11 B. — C. ệ D.^Ậ 

7 5 3 

(Trích đẽ toán học tuổi trẻ-Lần IV) 
Cảu 53: Cho diêm Al(l;2;-l). Viết phương trìiìh mặt 

phẳng (a) đi qua gốc tọa độ O(ũ;0;0) và cách M 
một khoảng lớn nhất. 

A. x+2y-z = 0 B. ị + ị + -ị = l 

12-1 

c. x-y-z = 0 Đ. x + y+z-2 = 0 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lăn V) 


Càu 54: Tim điểm M trên đường thẳng d : 


x = ĩ+t 
y = l-t 
z = 2t 


sao cho rìM = V 6, với A(0;2;-2). 

A. M(l;l;0) hoặc M(2;l;-l) 

B. M(l;l;0) hoặc M(-l;3;-4) 

c. M(-l;3;-4) hoặc M(2;l;-l) 

D. Không có điểm M nào thỏa mãn yêu cầu của 
bài toán 


(Trích đê toán học tuoĩ trẻ-Lan V) 
Càu 55: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai 

điểm rì(l;2;-l), B(0;4;0) và mặt phẳng (p) có 

phương trình 2x-y-2z +2015 = 0. Gọi a là góc nhỏ 

nhất mà mặt phẳng (q) đi qua hai điểm A, B tạo với 

mặt phẳng (p) . Giá trị của cosa là 





(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lan Vỉ) 
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Cáu 56: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz , cho 
đường thẳng d : X ^ - = Y = — và điểm A (2; 0; -l) . 

Mặt phẳng (p) đi qua điếm A và vuông góc với 

đường thẳng d có phưong trình là 

A. 2x+y-z+5=0. B. 2x+y+z+5=0. 

c. 2x+y-z-5 = 0. D. 2x+y+z-5 = 0. 

(Trích đe toán học tuồi trẻ-Lãn VI) 
Câu 57: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 

đường thẳng A = = —ị và mặt phẳng 

( p) :x + 2y - 3z + 4 = 0 . Đường thẳng d nằm trong mặt 
phẳng (p) sao cho d cắt và vuông góc với A có 
phương trình là 

^ x + 3 _ y-ĩ _ Z-1 g £+1 _ y-3 _ z + 1 
1 ~ -1 ~ 2 “12 1 

c . D i±3 = ỵ-Ị = £-Ị 

1 -1 2 -1 2 1 

(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Lãn VI) 
Cáu 58: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng A có phương trình — ~i‘ v ' â 
mặt phẳng (p) : 2x - y + 2z - 1 = 0. Viết phương trình 
mặt phẳng (Q) chứa Avà tạo với (p) một góc nhỏ 
nhất. 

A. 2x-y+2z-l = 0 B. l(k-7y + 13z+3 = 0 

c. 2* + y-z = 0 D. -z + 6y + 4z+5 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi - Lần I) 
Câu 59: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tính 

góc giữa hai đường thẳng d J : Y = — - = —— và 

d . *+! _ y _ 2-3 
-1 ~1 1 

A. 45° B. 30° c. 60° D. 90° 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lãn I) 
Câu 60: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) chứa đường thẳng 

J.*-1 y_z+l , . . , „ .. ,4 

vuông góc với mặt phăng 

(Q):2z + y-z = 0. 

A. x+2y+z=0 B. *-2y-l=0 

c. *+2y-l = 0 D. *-2y+z=0 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lần I) 
Câu 61: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng (á) có phương trình 

x-1 y+2 Z“3 _. M 

= ~Zị' Đieín nao sau đây không thuộc 

đường thẳng (d)? 


Ngọc Huyền LB 

A. N(4;0;-l) B. M(l;-2;3) 

c. p(7;2;l) D. Q(-2;-4;7) 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi -Lãn I) 
Câu 62: Trong không gian với hệ trục Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) đi qua điểm A(l; 2; o) 


, , - . , , 1-1 y z+l 

và vuông góc với đương thăng d : — = Y = — — ■ 

A. z + 2y-5 = 0 B. 2x+y-z + 4 = 0 

c. -2x-y-t-z-4 = 0 D. -2*-y+z+4 = 0 

( Trích đê thi thừ Chuyên Thái Bình -Lãn III) 
Cảu 63: Trong không gian với hệ trục Oxyz, mặt 
phẳng chứa 2 điểm A(l; 0; l) và B(-l; 2; 2) và song 

song với trục Ox có phương trình là: 

A. x+y-z = 0 B. 2y-z+l = 0 

c. y-2z+2 = ữ D. z+2z-3 = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lân Iỉỉ) 
Câu 64: Trong không gian vói hệ trục Oxyz, cho 

đường thẳng d = = và mặt phẳng 

(p):x + 4y+9z-9 = ũ. Giao điểm I của d và (p) là: 
A. z(2;4;-l) B. í(l;2;ũ) 

C. r{l;0;0) D. l(0;0;l) 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Un III) 
Càu 65: Trong không gian với hệ trục Oxyz, mặt 
phẳng đi qua điếm A(l;3;-2) và song song với mặt 
phẳng (P):2x-y + 3z + 4 = 0 là: 

A. 2x-y+3z + 7 = 0 B. 2x+y-3z+7 = 0 

C. Zt+y+3z+7 = 0 D. 2*-y+3z-7 = 0 

(Trích đê thi thừ Chuyên Thái Bình -Lãn ỈIỈ) 
Câu 66: Trong không gian với hệ toạ độ Oxyz, cho 

A(2;0;0); B(0;3;l); C(-3;6;4). Gọi M là điếm nằm 
trên đoạn BC sao cho MC = 2MB. Độ dài đoạn AM 
là: 

A. 2 77 B. >/29 C. 3n/3 D. >/30 

(Trích đê thi thử Chuyên Thái Bình -Lãn ỈỈI) 
Câu 67: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho tứ 
diện ABCD với A(-l;2;l) / *(0;0;-2), 
c(l;0;l), D(2;l;-l). Tính thể tích tứ diện ABCD. 



B. f . c ị D. |. 

3 3 3 

(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -Lân IĨI) 
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Chu đê 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 
Càu 68: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng (p) song song và cách đều 


hai đường thẳng ÍL - = £ = £ và il ; - = y l = 

-111 ^'2 -1 -1 ' 

A. (p):2x-2z+l = 0. B. (p):2y-2z+l = 0. 
c. (p):2x-2y+l = 0. D. (p):2y-2z-l = 0. 


(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -Lãn IỈI) 
Câu 69: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

hình hộp ABCD.A'B'CƠ có A(l;2;-l), 
c(3;-4;l), B’(2;-l;3) và D'(0;3;5). Giả sử tọa độ 
D (*;y;z) thì giá trị của x + 2y-3z là kết quả nào 
dưới đây? 

A. 1- B. 0. c. 2. D. 3. 

( Trích đê thi thử Chuyên KHTÌrí -Lãn IU) 
Câu 70: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 

mặt phăng (P):2x + 2y-z + 3 = 0 và đường thẳng 

= ~~ = -• Gọi A là giao điểm của (d) và 
(p); gọi M là điểm thuộc (d) thỏa mãn điều kiện 
MA = 2. Tính khoảng cách từ M đếnmặtphẳng (p). 

■>; ■!• ‘I »4 

(Trích đê thi thử Chuyên KtìTN -Lãn ỈU) 
Câu 71 : Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 

đường thẳng d : = = £±1 và 

-3 1-2 


“ : g - = —Ị- • Mệnh đề nào sau đây là đúng? 

A.d/Ịd' B. d = d' 

C. d và d’ căt nhau D. d và d’ chéo nhau 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lần Ị) 
Câu 72: Trong không gian hệ tọa độ Oxyz, cho các 

điểm A(-l;2;4) / B(-l;l;4) / C(0;0;4). Tìm số đo của 


ABC. 

A. 135°. B. 45°. c. 60°. D. 120°. 

(Trích đê thi thử Chuyên Đtì Vinh -Lăn Ị) 
Câu 73: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 

điểm M (2; -3; l) và đường thẳng A : . 

Tìm tọa độ điểm M' đối xứng với M qua A . 

A. M'(3;-3;0). B. M'(l;-3;2). 

C. M’(0;-3;3). D. M’(-l;-2;0). 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lân I) 


The best or n othing 

Cầu 74: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 

cầu (S):x*+ y 2 + z 2 - 2x - 4y + 4z -16 = 0 và đường 

.ji , x-1 y+3 z , , » 

thang a : — j— - = - . Mặt phăng nào trong các 

mặt phẳng sau chứa d và tiếp xúc với mặt cầu (S) . 

A. (P):2x-2y + z-8 = 0 

B. (p):-2x + lly-10z-105 = 0 

C. (P):2x-lly + 10z-35 = 0 

D. (p):-2x + 2y-z + ll = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lần l) 
Càu 75: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho hai 
điểm M(-2;-2,l), A(l;2,-3) và đường thẳng 
, x+1 y-5 z 

“ : = — ị • Tù 11 vectơ chi phương u của 

đường thẳng A đi qua M , vuông góc với đường 
thẳng d đồng thòi cách điếm A một khoảng bé nhất. 
A. ti = (2;l;6). B. H = (l;0;2). 

C. « = (3;4;-4). D. u = (2;2;-1). 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lần I) 
Càu 76: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng (d);£^ = y±l s £±l. Viết phương 

trình mặt phẳng qua điểm A(3;l;0) và chứa đường 
thẳng {d). 

A- x+2y + 4z-l = 0 B. x-2y + 4z-l = 0 

c. x~-2y+4z + l = 0 D. x-2y-4z-l = 0 

(Trích đê thi thử Chuyên KHTN -Lăn ỈI) 
Câu 77: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng có phương trình: 

x-4 _ y-1 _ z-2 
2 11' 

Xét mặt phằng (P):x-3y + 2mz-4 = 0, với m là 
tham số thực. Tim m sao cho đường thẳng d song 
song với mặt phẳng (p). 

A. m = y B. m = c. m = l. D. m = 2. 

ó 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hông Phong) 
Câu 78: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho hai 

điếm A(-1;1;0) và B(3;l;~2). Viết phương trình mặt 
phẳng (p) đi qua trung điểm I của cạnh AB và 
vuông góc vói đường thẳng AB. 

A. -x + 2z + 3 = 0. B. 2x-y-l = 0. 

c. 2y~z-3 = 0. D. 2x-z-3 = 0. 
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Công Phá Toán - Lđp 1 2 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hông Phong) 

Cáu 79: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
điểm A(l;-1;3) và hai đường thẳng: 

ầ ,*-4_y+2 2-1 . x-2_y+l_z-l 
1 1 4 -2 ' 2 1 -1 1 

Viết phưong trình đường thẳng d đi qua điếm A, 
vuông góc với đường thẳng đ, và cắt đường thẳng d r 

A. đ: ĩẠ = ỵìllĩẠ. B, </ : ĩzl=ĩ±l=ỉA. 

4 14 2 13 

c. đ: ĩzl = ỵ±l = ^. D. = = 

'2-1-1 -2 2 3 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hông Phong) 

Câu 81: Cho tọa độ các điểm A(2;2;3), B(l;3^3), C(l;2;4). 

Chọn phát biểu đúng? 

A. Tam giác ABC là tam giác đều 

B. Tam giác ABC là tam giác vuông 
c. Các điểm A, B, c thẳng hàng 

D. Tam giác ABC là tam giác vuông cân 

(Trích đê thi thử Chuyên Mặt Trăng) 
Càu 82: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đường thẳng d:^- = y~ = — ^ và mặt phẳng 
1 z ô 

(P):x + 2y~2z + 3 = 0. Tun tọa độ điếm M có các tọa 
độ âm thuộc d sao cho khoảng cách từ M đến (P) bằng 2. 

A. M(~2; -3; -1) B. M(-l;-3;-5) 

C. M(-2; -5; -8) D. M(-l;-5;-7) 

(Trích đê thi thử Chuyên Mặt Trăng) 
Câu 83: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho ba 
điểm A(l;3;5), B(2;0;l), c(0;9;0). Tun trọng tâm 
G của tam giác ABC. 

A. G(3;12;6). B. G(l;5;2). 

c. G(l;0;5). D. G(l;4;2). 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Nguyễn Quang Diệu) 

Câu 84: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng 

A : Y = Y = và điểm M(0;3;-2). Phưong trình 

của mặt phẳng (p) đi qua Mvà i là: 

A. 5x-y-z+l=0 B. 5x+y-z-l=0 

C. 5x+y-z+l=0 D. 5x-y+z-l=0 

(Trích đê thi thử Sớ GD-ĐT Phú Thọ) 

Câu 85: Trong không gian Oxyz cho đường thẳng 

A:~ = ^ = ~pvà điểm M(0;3;-2). Phưorng trình 

của mặt phẳng (Q) đi qua M, song song với í. và cách 
i một khoảng bằng 3 là: 


Ngọc Huyền LB 

■ A- 4x-8y+z+26 = 0 B. 4x-8y+z-26 =0 

c. 2x-2x + z-8 = 0 D. 2x+2y-z-8 = 0 

Câu 86: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho 
các điểm A(0; 1; 0), B(2; 2; 2) và đường thẳng 

(d) : ■ Tim tọa độ điếm N G (d) sao 

2-12 

cho diện tích tam giác ABN nhỏ nhất. 

A. (l;0;-4) B.(3;-l;4) 

c.(-l;0;4) D.(-3;0;l) 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 87: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz cho 
tam giác BCD có B(-l; 0; 3), C(2; -2; 0), D(-3; 2; 1) . Tính 
diện tích tam giác BCD. 

A. >/26 B. >/62 c# D. 2-761 
4 

(Trích đê thỉ thử sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Càu 88: Trong không gian Oxyz, cho 3 điếm 
M(l;0;2), W(-3;-4;l), p(2;5;3). Phương trình mặt 

phẳng (MNP)ỉk 

A. x+3y-16z+33 = 0 B. x+3y-16z+31 = 0 
c. x+3y+16z+33 = 0 D. x-3y-16z+31=0 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Um) 
Câu 89: Trong không gian Oxyz, cho mặt cầu (S): 
x 2 +y 2 +z 2 -2x+4y-2z-3 = 0, đường thằng 

A : Y = = 2 • Mặt phẳng (F) vuông góc với A và 

tiếp xúc với (S) có phương trình là: 

A. 2x-2y+z + 2 = 0 và 2x-2y+z-16 = 0 

B. 2x-2y + 3>/8-6 = 0 và 2x-2y-3>/8 -6 = 0 
c. 2x-2y-3>/8+6 = 0 và 2x-2y-3^-6 = 0 

D. 2x+2y-z + 2 = 0 và 2x+2y-z-16 = 0 

! (Trích đê thi thử THPT Bảo Um) 
Câu 90: Trong không gian Oxyz, cho A(4;-2;3), 


x=2+3 t 
y=4: , 


đường thẳng d đi qua A cắt và vuông 


[z = l-f 

góc A có vectơ chỉ phương là: 

A. (-2; -15; 6) B. (-3;0;-l) 


c. (-2; 15; -6) D. (3;0;-l) 

(Trích đẽ thi thử THPT Bảo Um) 
Câu 91: Trong không gian Oxyz, cho 2 mặt phẳng 
(p): x-y+4z-2 = 0 ,và (Q): 2x-2z + 7 = 0. Góc 
giữa 2 mặt phẳng (P) và (Q) là 

A. 60° B. 45° c. 30° D. 90° 
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The hest or nothin; 


Chu đẽ 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 


(Trích đê thi thử THPT Bảo Lãm) 
Câu 92: Trong không gian Oxyz, cho 2 điểm 

A( 1;2;0), B(-2;3;l), đường thẳngA:^ỉ = | = ^p. 
Tọa độ điểm M trên A sao cho MA = MB là 


A. » M) 

4 6 12' 

c. (45; 38; 43) 


B. 

4 6 12 ; 


D. (—45; -38; -43) 

(Trích đê thi thử THPT Bảo Um) 
Câu 93: Đường thẳng d đi qua H(3;-l;ũ) và vuông 

góc với (Ox z) có phưong trình là 


A. 


c. 


Ịy — 1 

z = f 
* = 3 + f 

y — 1 

2 = 0 



Cáu 94: Trong hệ tọa độ Oxyz, cho hai điếm 
i4(-l;l;0),B(-2;3;0).Tim tọa độ của điểm M thuộc 
trục Oy sao cho MA + MB nhò nhất. 

A. M(0;2;0) B. M(ũ;-1;0) 

c. M|0;|;oì D. M(0;1;0) 


(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVir.h) 
Câu 95: Trong hệ tọa độ Oxyz, cho ba điếm 

i4(l;2;l),B(l;l;0),C(l;0;2).Tìm tọa độ điếm D đế 
ABCD là hình bình hành. 

A. (-l;l;l) B. (l;-l;l) 

c. (1;1;3) D. (l;-2;-3) 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 96: Viết phương trình mặt phẳng đi qua ba điểm 
A(l;0;0),B(0;2;0),C(0;0;3) 

A. 6x+3y+2z-6 = 0 8. x-y+z-2=0 

c. *+2y-3z + 16 = 0 D. x—y+2z = 0 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 97: Nếu mp(P): x-2y + mz + 5~0 song song với 
2x-ny + 3z+3 = 0 thì các giá trị của m và n là: 

0 o 

A. m = ~; n = 4 8. m = -ị; n = 4 

2 2 

c. m = -^;n = -4 D. m=-4; n-ị 
2 2 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 

Câu 98: Phương trình chính tắc của đường thẳng đi 

qua điểm M(-2;l;3) và vuông góc với mp(P): 

x + 2y-2z+l = 0 là: 


x+2 y~ 1 

z-3 

B x ~ 2 -y +1 

z+3 

1 2 

-2 

1 2 

-2 

x-l y-2 

z + 2 

D x+1 _y +2 - 

z-2 

-2 " 1 

3 

-2 1 

3 


(Trích đẽ thi thử THPT Xuân Trường C) 
Càu 99: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tìm tọa 
độ điểm N thuộc trục Oz sao cho khoảng cách từ N 
đến M (2; 3; 4) bằng khoảng cách từ N đến mặt phẳng 
(p):2x + 3y+z-17 = 0? 

A. N(0; 0; 3) B. N( 0; 0; 4) 

c. N( 2; 3; o) D. không tôn tại điềm N 


(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Câu 100: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 


đường thẳng d: 


X = 2+ 4t 

y = 3+2f và mặt phẳng (PJ: 
z = -3 + t 


-x + y+2z + 5 = 0. Đường thẳng A nằm trong (P), song 

song với d và cách d một khoảng là 7ĨĨ có phương 
trình là: 


A. A, : — = i^ = £±Ễ :A , x ~ 3 -y - z + l 

4 2 1 2 4 2 1 

B. A •£±i = y±í = £zỄ.A . x+3 y Z-1 

■ 1 4 2 1 2 4 2 1 

c. A : — = £ZẺ = £Ìẽ.a - x ~ 3 - y 2 + 1 
*' -4 -2 1 2 -4 -2" 1 

D. A. : — = ^1Í=:£±Ễ*a -*~ 3 _y 2 + 1 
1 8 4 2 2 8 4 2 

(Trích đê thi thử THPTXuân Trường C) 
Câu 101: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

hai điểm A(3;3;2) và B(5;l;4). Tim tọa độ trung 
điếm / của đoạn thẳng AB. 

A. ỉ(|;3;-f} B. /(4;2;3) 

CỈ Í ; H DỈ H ; !] 

(Trích đê thi thử THPT Tran Hung Đạo-Ninh Bình-Lãn 

, ỉỉỉ) 

Câu 102: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

. í *«» , 

đường thăng d:ịy = 2-t (íer). Vectơ nào dưới đây 

(z = 4+í 

là vectơ chi phương của d? 

A. Mj‘ =(0;2;4) B. =(2;-l;0) 

c. «J=(1;-1; l) D. Hj'=(-2;3;5) 

(Trích đê THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Un III) 
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Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán - Lóp 1 2 
Càu 103: Trong không gian vcd hệ tọa độ Oxyz, cho 
ba điểm A( 4;2;5), B( 3;1;3), c(2;6;l). Phươngtrình 
nào dưới đây là phương trình của mặt phẳng (Asc)? 
A. 2x-z-3=0 B. 2x+y+z-3=0 

c. 4x-y-5z + 13 = 0 D. 9x-y + z-16 = 0 

(Trích đê thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lần 

ỈIỈ) 

Càu 104: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 


Cằu 107: Mặt phẳng (P)song song vói mặt phẳng 
(Q):x+2y+z = 0 và cách D(l;0;3) một khoảng bằng 
\Ỉ6 thì (P) có phương trình là: 


A. 

x+2y+z+2=0 

B. 

"x + 2y-z-10 = 0 

x + 2y + z-2 = 0 

x + 2y + z-2 = 0 

C. 

"x + 2y + z + 2 = 0 

D. 

x+2y+z+2=0 


-x-2y-z-10 = 0 


x + 2y + z-10 = 0 


(Trích đẽ thi thử THPT Vĩnh Chân) 


điểm A(2;2;l) và đường thẳng : ^ = 2-1 = ^-1; 
đ 2 : ^-1 = 2 —— = . Phưcmg trình đường thẳng d đi 

1 L. ó 

qua A, vuông góc với ả l và cắt d 2 là: 

A. ă -*-Ạ=ĩzỊ,ỉ4 B .d:ĩẠ*:Ị=ĩẠ 

1 -3 -5 2 3 -4 


c. d: 


x = 2 + t 
y = 2(teĩ) D.d:^- 

z~l—t 


. x-2 y-2 _ Z-1 
: 2-3 


(Trích đê thi thử THPT Trần Himg Đạo-Ninh Bình-Vân 

ỈU) 

Cáu 103: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, cho 
đường thẳng A : Y = 2rl - ĩ—1 và mặt phẳng 
(p):x+2y+2z~4 = 0. Phương trình đường thẳng d 
nằm ữong (p) sao cho d cắt và vuông góc với đường 
thẳng A là: 


í X = -3 + 1 

A. d:|y = l-2í(teS) B. d: 
z = ĩ-t 


' x = 3f 
y = 2 + f (feX) 
z = 2 + 2f 


[x = -2-4í ịx = -l-t 

c. d:\y = -l + 3í(í e ã) D. d: jy = 3-3f(f 6â) 
l z = 4-t [z = 3-2f 

(Trích đê thi thử THPT Trân Hưng Đạo-Ninh Bình-Lãn 

UI) 

Câu 106: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm rì(l;0;2); B^O;— 1;2) và mặt phẳng 
(p):x+2y-2z+12 = 0. Tun tọa độ điếm M thuộc 
(p) sao cho MA + MB nhỏ nhất? 


A. M(2;2;9) 


B. 

1 11 11 11 


lí 7 - 7 -!} 

n Ế. • 

11 

18 ì 

{6' 6' 4 J 

t 15 

15 ; 



(Trích đê thi thử THPT Trân Hưng Đạo-Ninh Bình-Lẵn 

IIỈ) 


Câu 108: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hai điểm A(2;4;l);B(-l;l;3) và mặt phẳng 

(P) : X - 3y + 2z - 5 = 0. Viết phương trình mặt phẳng 

(Q) đi qua hai điểm A, B và vuông góc với mặt phẳng 

(4 

A. 2y + 3z-ll = 0 B. y-2z-l = 0 

c. -2y-3z-ll = 0 D. 2x+3y-ll = 0 


(Trích đê thi thử THPT Vĩnh Chân) 
Câu 109: Trong không gian Oxyz cho các điểm 

A(3M;0);B(0;2;4);C(4;2;l). Tọa độ diếm D trên 


trục Ox sao cho AD = BC là: 
D(0;0;0) 

D(6;0;0) 

’d(2;0;0) 

[d(6;0;0) , 


A. 


c. 


B. 


D. 


D(0;0;2) 

D(8;0;0) 

D(0;0;0) 

D(-6;0;Ó) 


(Trích đê thi thử THPT Vĩnh Chân) 


Câu 110: Trong không gian Oxyz cho A(0; 1; o), 
B{2; 2; 2), C(-2; 3; l) và đuờng thẳng d: 


x-1 y+2 

2 -1 


z-3 


. Tun điểm M thuộc d đế thể tích 


tứ điện MABC bằng 3. 



(Trích đê thi thử THPT Nho Quan A) 
Câu 111: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho 
A(3;0;l),B(6;-2;l) . Viết phương trình mặt phẳng (P) 


đi qua A, B và (P) tạo với mp{Oyz) góc athỏa mãn 
2 _ 

cosa = - ? 

7 
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Chú dê 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 


A. 

2x-3y + 6z-12 = 0 

B. 

2x + 3y + 6z + 12 = 0 


2x-3y-6z = 0 

_2x+3y-6z-l =0 

c. 

' 2x + 3y + óz~12 = 0 

D. 

2x-3y + 6z-12 = 0 

2x + 3y-6z = 0 

2x-3y-6z+l = 0 


(Trích đê thi thử THPT Nho Quan A) 
Câu 112: Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng 
(p):2x + y-2z+ĩ = 0 và hai điếm A(l;-2;3); 
B(3;2;-l). Phương trình mặt phẳng (Q) qua A; B và 
vuông góc với (P) là 

A. (Q):2x + 2y+3z-7 = 0 

B. (Q):2x-2y + 3z-7 = 0 
c. (Q) : 2x + 2y + 3z - 9 = 0 
D. (Q):x-ỉ-2y+3z--7 = 0 

(Trích đẽ thi thử THPT Triệu Sơn 2) 
Cáu 114: Cho hai đưòng thẳng d i : íd? = y + 2 _ £zj . 
far = l-í 


The bcst or nothi ng 

A.s = s B. S = yỊĨ c. s=4 D.'s = 1 

2 

(Trích đê thi thử THPT Lưcmg ThếVinh) 
Càu 119: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 
cho M(l;2;l). Viết phương trình mặt phẳng (p) qua 
M cắt các trục Ox,Oy,Oz lần lượt tại A,B,C sao cho 

ae + ÕB ỉ ' + õc ỉ ' đ9t 8 iátt ' nhỏI * ất - 

A. x+2y+3z-8 = 0 B. x+y+z-4=0 

c. x+2y+z-6=0 D. - + ^ + - = 1 

1 2 1 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Càu 120: Trong không gian vói hệ trục tọa độ Oxyz, 

cho G(l;2;3). Viết phương trình mặt phẳng (p) đi 

qua điểm G và cắt các trục tọa độ tại ba điếm phân 
biệt A, B, c sao cho G là trọng tâm tam giác ABC. 

A. ^ + y + ^ = l B. x + -+- = 3 

3 6 9 2 3 


d 2 : 


y = l + 2f và điếm A(l;2;3). Đường thằng Ađi 
z = -l + f 


qua A, vuông góc với íi và cắt d 2 có phương trình là: 


A y~ 2 _z-3 

—1 -3 —5 


B x ~y +1 _ z ~ l 
2 1 1 


c. x+y+z-6=0 D. x + 2y + 3z-14 = 0 

(Trích đê thỉ thử THPT Lương ThếVinh) 
Cáu 121: Cho ba điểm A(l; 1; o), 8(3; -1; 2), 

c(-l;6;7). Tìm điếm M e [Oxz) sao cho 
MA 2 + MB 2 + MC 2 nhỏ nhất? 


c *-l_y~2 2-3 x-1 _ y-2 _ z-3 

'1 3 5 1 -3 — 

(Trích đê thi thử THPT Thuận Thành ỉ) 
Cáu 116: Trong không gian với hệ tọa độ Oxy z cho 

A(l;-2;l),B(-2;2;l),C(l;-2;2). Đường phân giác 
trong góc A của tam giác ABC cắt mặt phằng Oyz 
tại điểm nào trong các điểm sau đây? 


4*411 

B. Ũ-Ì-A) 

l 3 3) 

{ 3 3) 

c. fo;~-;~ì 
l 3 3 ì 


(Trích đê thi thử THPT Yên Lạc-Lãn 3) 

Càu 117: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 

cho A(l;0;2) / B(l;l;l) / C(2; 
mặtphẳng (ABC). 

3;0). Viết phương trình 

A. x+y-z+l =0 

B. x-y-z+l=0 


c. x+y~ 2z-3 = 0 D. x+y+z-3=0 

(Trích đê thi thử THPT Lương ThếVinh) 
Câu 118: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, 

cho A(l;2;0),B(3;-l;l) và c(l;l;l). Tính diện tích 
s của tam giác ABC. 


A. M(3;0;-l). B. M(l;0;0). 

C.M(l;0;3). D. M(l;l;3). 

(Trích đẽ thi thử THPT Trần Hưng Đạo-Nant Định) 
Câu 122: Cho mặt phẳng (a):3x-2y-z + 5 = 0 và 

dường thẳng = = Gọi (p) là mặt 

phăng chứa d và song song vớ (a) . Khoảng cách giữa 
(a) và (P) là: 






(Trích đê thi thừ Sở GD-ĐT Hà Tĩnh) 
Câu 123: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, Cho 

đường thẳng d-.~i = ± = ĨLZẴ ' điểm A(2;5;3). 

Phương trình mặt phẳng (P) chứa d sao cho khoảng 
cách từ A đến (P) là lớn nhất là: 

A. 2x+y-2z-10 = 0 B. 2x+y-2z-12 = 0 
c. x-2y-z-l = 0 D. x-4y+z-3=0 


(Trích đê thi thử Sở GD-ĐTHà Tĩnh) 
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Công Phá Toán - Lóp 1 2 


Ngọc Huyền U3 


Hướng dẫn giải chi tiết 

Câu 1: Đáp án B 

Nhìn vào hình vẽ , áp dụng định lý Talet ta có: 


^=^ 2 -|'VrVií 
, _ M-M _ 1 
m Ậ> ĩ * 

J _ |3 + 0-(-ì)-í| _ 3 

1, 11 3 2 

AB = ij(3 - 1 f + (0 - 2/ + (-1 - ự = 2V3 
^MN^AB 2 -|^ r d s/(p) 


.Aa-ị-iệ 

V 3 V3 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 2: Đáp án B 

Ta có: 

B là điểm đối xứng với A qua (p) nên: 

_ _ jl-t-2.2-2.l-l! 9 4 

" (f) ^ + 2> + (-2f * 9 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 3: Đáp an A 
d = x«+yb+zc 

o(4;2;Ố) = x(l;2;l) + y(-2;3;4) + z(0;l;2) 

*-2y = 4 [2 = 2 

<=>-2x + 3y + z = 2<=>y = -l=>x + y + z = 2 
x + 4y + 2z = 0 Z=1 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 4: Đáp án c 

Ta có: u d = (l;-l;l) . Đường thẳng (d) vuông góc với 
mặt phẳng (p) nên: n p =u d = (l;-l;l) . Do đó (p) có 
dạng:(p):x-y + z + m = 0. Vì (p) đi qua A(l;2;l) 
nên: 1-2 + 1 + m = 0=> m = 0 . Do đó, đáp án đúng là 

c. 

Càu 5: Đáp án A 

Cách 1: Giao tuyến của (p) và (Q) là nghiệm của hệ 
phương trình: 


2x+y-z-l=0 




2x+y = z + l 
x-2y = -z + 5 


x-2y+z-5=0 

2(z + l) + (-z + 5) z+7 




5 5 

_ (z.+ì)-2(-z + 5) 3z-9 
y 5 5 


x-2_y_z-3 
1 3 5 

Do đó, đáp án đúng là A. 
Cách 2: Uứ =Ị^íí*,Ho] = (l;3;5) 
Câu 6: Đáp án C 


Giảsừ A(fl;0;0);B(ữ;b;0);C(0;0;c} . Do cắt tại các tia 
nên: a;b;c > 0 . Khi đó, phương trình mặt phẳng (p) 

là:(p): — + ^ + - = 1. (p) đi qua M(l;2;l) nên: 
12 1 , 

-+4+- = l.Ảp dụng bất đãng thức Cauchy ta có: 
a b c 


ẠAẠ>3>ỊíỊJ^Í± 

a b c \a b c VóV 


1 

=>v >9 


12 11 


He(d) 

IHl(d) 


Dấu "=" xảy ra khi: 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 7: Đáp án B 

Mặt cầu (s) có tâm là: l(l;2;l) và bán kính R = VĨ 
Gọi fí(x H ;y H ;z H ) là hình chiếu của I lên (d). Khi đó, 
ta có: 

X H Zầ = ầiL = z « -lc 

2-14 
IH.u d =0 

=>H(2*+2;-*;4*)=>/H = (2fc+l;-*-2;4Jfc-l) 
« rf =(2;-l;4) 

IH.u d = 0 o (2* + 1) .2 + (-k - 2). (-1) + (4k - 1).4 = 0 
o* = 0=>H(2;0;0) 

=>/H = ^(2-1) 2 +(0-2) 2 +(0-1) 2 = Vẽ 

Gọi K là giao điểm của ỈH và MN .Áp dụng hệ thức 
lượng trong tam giác vuông MIH có: 

MK.IH = MI.MH = M1.Mh 2 -ỈM 2 
IM.yJlH 2 -IM 2 


■ MN = 2.MK = 2.- 


IH 


Vó V3 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 8: Đáp án A 

Gọi K là điểm bất kì trên (đ) . Theo giả thiết: KA = KB 
tức là tam giác KAB cân, điều này chỉ xảy ra khi (á) 
nằm trên mặt phẳng (q) là mặt phẳng trung trực của 
AB . Ta đi xác định (q) : 
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Chủ dé /: Phương pháp tọa độ trong không gian 


x = i 

y = 7-3t 
z = 2t 


Gọi M là trung điếm AB thi: 

<”¥%)-*#§») 

Mặt phăng (Q) đi qua M và vuông góc với AB tức 
là nhận AB = (-3;-l;0) là vecto pháp tuyến. Do đó: 

(Q):-3^-|j-lỊy_|j + o( 2 -i) = o 
o(Q):3* + y-7 = 0 

Do đó, (đ) là giao tuyến của (p) và (Q) nên là nghiệm 
của hệ: 

x+y+z-7 =0 
3x + y-7 = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Cáu 9: Đáp án c 

BẢ=(a+ 3;0;10) 

BC = (8;0;4);BD = (4;3;5) 

=>v = ~Ịba[bC;BdJ 

= |.|(fl+3;0;10).(-12;24;24)| 

= |.|-12 (a + 3) + 10.24| = \~2a + 34| 
v = 30oa = 2;a = 32 
Vậy đáp án đúng là c. 

Càu 11: Đáp án D. 

Dễ dàng nhận thấy hai đường (d, );(d 2 ) chéo nhau. Ý 
tường ở đây là tìm hai điểm Hj e(d;);H 2 e(rf 2 ) sao 

cho H Ì H 2 là đường vuông góc chung của (í/,);(<í 2 ). 

H 1 6 MiH, e(dỊ,)=> '“v 2 ") 

v 7 \H 2 (2-2b;3;b) 

=> H, H 2 = (— 2b - a; a + 2; Ỉ7 - 2fl) 


HjH 2 J_ d 


HjHj =0 

tf,H 2 =0 

í(-2Ỉ7-fl)-(fl + 2) + 2(6-2a) = 0 

Ị-2.(-2&-a)+0.(fl+2)+(ỉ>-2fl) = 0 

-6« -2 = 0 a = zỉ 

>=0 °L 0 3 

ít phẳng cần tìm (p) đi 

H - . TT , 


Mặt phẳng cần tìm (p) đi qua trung điếm M của 
HjH 2 và vuông góc với H l H ỉ nên: 


.Ỵ"X-[ĩỉl) 

=*(p):x + 5y + 2z-12 = 0 


The best or nothing 


Vậy đáp án đúng là D. 

Càu 12: Đáp án B 

Giao điểm A(x AỈ y A ;z A ) của (d) vói mặt phẳng 
(Oxy) là: 

2 1 1 o^(-3;-3;ũ) 

, Z A = 0 

Dễ thấy điếm M(l;-l;2)e(d) .Hình chiếu B của M 
lên mặt phăng (Oxy) là: B(l;-1;0). Phương trình 
đường thẳng cần tìm chính là phương trình đường 

|x = l + 2f 

thăng AB và là: I y = -1 + / . Vậy đáp án đúng là B. 

[ z = 0 

Càu 13: Đáp án B 
DeOy=> D(0;y;0) 

A(2;1;-1) / B(3;0;1),C(2;-1;3) 

AB = (l;-l;2);AC = (0;-2;4) 

AD = (-2;y-l;l) 

V = Ì|aD.[aB;AC]| 

= i|(-2;y-l;l).(0M;-2)| 

= ||-4(y-l)+l(-2)| = ỉ| 2 y-l| 

V = 5oy = -7;y = 8 
Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 14: Đáp án c 

Mặtphẳng {BCD):ax + by + cz+d = 0 nên có: 
fl(-5) + fc.l + c.(-l) + (ỉ = 0 
«.l+b.(-3)+c.0+d = 0 
a.3 + ỉ?.(-6) + c.2 + d = 0 
d 


<=> 


5 
2 d 


& = ^-^>{BCD):x+2y+2z + 5 = 0 


5 

2 d 


Gọi H(x H ;y H ;z H ) là hình chiếu cùa A lên (BCD), ta có: 

He M o k+2y H+ 2 ZH+ 5 = 0 

AH 1 (p) ° I AH = k.n {p) = k.( 1; 2; 2) 
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Công Phá Toán - Lớp 12 


Ngọc Huyền L8 


Ịx H +2y H +2z H +5 = 0 

°k " 5 y*~ l _ Z H " 3 ỷ 
1 1 2 = 2 
=> X H = fc+5;y H = 2fc+l;z H =2fc+3 
=>(fc+5) + 2(2fc + l) + 2(2fc+3) + 5 = 0 
o9fc+18=0<»* = -2 
=>H( 3;-3;-l) 

Khi đó, /1 ' đối xứng với A qua (BCD) khi và chi khi 
H là trung điểm AA' . Do đó ta có: 
A'(2.3-5;2.(-3)-l;2.(-l)-3) 

=>A’(l;-7;-5) 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 15: Đáp án c 

Khẳng định A,B,D hiển nhiên đúng. Khẳng định c sai 
vì mặt phẳng (R):z + 3 = 0 giao với Oz tại điểm 

c (0; 0; -3) . Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 16: Đáp án B 

(d) vuông góc với (Q) nên: u đ = n (Q) = (4;3;-7) 

(đ)đi qua điểm M(l;2;3) nên: 

x = l + 4 t 
((*):■ y = 2+3f 
[z = 3-7f 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 17: Đáp án A 
Trung điểm AB là: 

./2+4. -3-1. -1+2Ì ./,. 0 .l'] 

H 2 : 2 ; 2 rT ; ĩj 

Phương trình mặt phẳng trung trực AB nhận 
AB = (2; 2; 3) là vecto pháp tuyến và đi qua điểm M 
nên nó có dạng: 

2(x-3) + 2(y+2)+3^-ỈJ=0 

<2>4x + 4x + 6z-7 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 18: Đáp án c 

( a )"W° "(«)=*•"(< 

«1 


)//(P)« ”(«)=*•"(,») 

.(3;-l;m) = fc.(2;n;2) 

„3 -1 2 

o 3 = — = -r o m =3;n = 

2 n 2 3 


Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 19: Đáp án A 

Ta có: «J=(l;2;l) . Mặt phắng (p) đi qua M và 
vuông góc với (d) hay nhận u i là vecto pháp tuyến 
là: 


l.(x-l)+2.(y~0) + l.(z-0) = 0 
<=>x+2y + Z-1 = 0 

Giao điểm H(x H ;y H ;z H ) của (d) và (p) chính là hình 
chiếu vuông góc của M lên (d), ta có: 


ĨZ-L = hLZl = hi ( 21-1 

1 2 1 


*k +2 Ị/h +2 h- 1 = 0 v3 3 3 
M' đối xứng với M qua (d) khi và chi khi H là trung 
điểm MM’ . Do đó, ta có: 


ứ = 2.~-l 
3 

b = 2.ị-0 « 

C = 2 .í-ỉì -0 


1 

a = - 
3 

»-ĩ 

3 

2 

c — — — 
3 


cos 


=>a-b+c = -l 
Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 20: Đáp án D 
Góc giữa (p) và (Q) là: 

n„=(2;-l;l);n Q =(l;l;2) 

Í.-A ,M. .. l 2 - ĩ+ (- 1 )- ĩ + 1 - 2 l 1 

~ | n r|K1 - yj2 2 +(-l) 2 +1 2 .Vl 2 +Ỹ +2 2 2 

=>a = 60° 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 21: Đáp án D 

Theo giả thiết ta có: A(-3;0;0);B(0;2;0);C(0;0;4) 
Phương trình mặt phẳng (ABC) là: 

-2L+4 + 4 = l<»4x-6y-3z+12 = 0 
-3 2 4 9 

Do đó, mặt phẳng song song với ( ABC) có dạng: 

4x - 6y - 3z + m = 0;(m *■ 12) 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 22: Đáp án D 

Gọi B(* B ;y s ;z 8 ) là giao điếm của (d) với (a) . Khi 
đó, ta có: 

ĨỀll = ầlll = = k => B (2k -3;-k + 1;4* - 1) 

=> ẨB = (2Jt+l;-ifc+3;4*-5);K d ' = (2;-l;4) 

AB 1 (d) o AB.u d = 0 
o2(2k+l)-(-A:+3) + 4.(4fe-5) = 0 

o = 1 => B(-l;0;3); AB = (3;2; -l) 

Phương trình (á) chính là phương trình AB và là: 
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Chù dề 7: Phương pháp tọa (lộ trong không g ian 
A . x+i y + 2 z-4 
3 2 “ -1 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 23: Đáp án c. 

Thực chất bài toán chi là kiếm tra kiến thức phương 
trình mặt phẳng dạng chắn: 

A(a;0;0);B (0; b ; o) ; c (0; 0; c) 

=>(ABC):-+ị + ỉ = l 
a b c 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 24: Đ,*ip án A 

Gọi H( x h !ỉ/h' z h) là hình chiếu của A lên 


(Q) :x + 2y-5z-3 = 0 . Khi đó ta có: 

^ í - L (Q) 0 Ị^ = ^ q) =*:(1;2;-5) 

Hs ( Q ) k+2y w -52 H -3 = 0 
AH = ( x h “2;y H -1 ;z H -l) 

12 -5 ' 

x u + 2 y« “ 5 z h -3 = 0 
=> X H =* + 2;y„ =2k+ì;z H =-5k+l 
=>(Ẵ:+2)+2(2Ì+l)-5(-5A:+l)-3 = 0 

ot-ặ.-UHÍỈẬa 

30 5 [55 

Mặt phăng (?) là mặt phăng (ABH)có dạng: 
ax + by+cz+d = Q . Từ đó suy ra: 


2a+b+c + d = 0 
3a+2b + 2c + d = Q <T> 

9 3 

-r« + ^ỈH-2c+d = 0 
o ố 


a = -d 

b Jị 

7 

d 

c ~ 7 


=>(p):7x~6y~z~7 = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 25: Đáp án A 

Phương trình mặt phẳng (ABC) là: 

0 0 0 I 

+ = _ a + b + c 

a ị c d ^rf ± JJ 

V Vv 

^11/1 , 1 
d 2 a 2 b 2+ c 2 

=*(f) =(«= + tf + l^)(ì t ỉ + 2) i( l t 2 + 4) 

=>^>7=>d<l 

d 


Dấu "=" xảy ra khi: 


The best or nothing 


a 2 b 2 7 

a 1 + 4b 2 + 16c 2 = 49 o 4c 2 + 8c z + 16c 2 = 49 


=>c 2 =^ = l=>a 2 + b 2 + c 2 =7c 2 =^ 
28 4 4 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 26: Đáp án c 

Gọi M(x 0 ;y 0 ;z 0 ) e (?) thi ta có: 


*0 + y o +2 0 = °=>z 0 -~ x 0 - y ữ 

=> to* + MB 2 -k + 3) 2 + (y a -5) 2 + (z 0 + 5) 2 + 

+ ( ar o-5) 2 +(y ũ +3) 2 + ( 2o -7) 2 

= 2 [h - !) z + (y 0 - 1) 2 ] * 2 (z 0 - 1) 2 + 136 

ằ (*0-l + y 0 -l) 2 +2(z 0 -l) 2 +136 

= (2 + z 0 ) 2 + 2 (z 0 - 1) 2 + 136 = 3z 2 + 142 > 142 

Dấu xảyrakhi: * 0 =y 0 ;z 0 =0^* 0 = y 0 =z 0 =0 

Do đó, M = o . Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 27: Đáp cir. A 

Bài toán này sử dụng tính chất quen thuộc của tứ diện 
vuông: H là trực tâm của tam giác MNP khi và chi khi: 
OH± (MNP). Ta có: 

ÍHe(a) , x w 

[OH = n -~( a ) :3 (*- 3 Mừ+4M2~l) = 0 
o(a):3x-4y + z-26 = 0 
Vậy đáp án đúng là A. 

Cảu 28: Đáp án B 

m = 3á- 2 b + c = 3(5; 7; 2) - 2 (3;0; 4) + (-6;1; -l) 

=>m = (3;22;-3) 

Vậy đáp án đúng là B. 

Cáu 29: Đáp án c 
Ta có: 

Mg(ABC) 

oM: Vc ;^^ c ) :3 (- 3 ) +2 ừ- 2 ) +i (-i)=0 

o(a):3x+2y + z-14 = 0 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 30: Đáp án D 

Gọi l(x;y;z) là tâm mặt cầu ngoại tiếp tứ diện OABC 
Khi đó ta có: 

IO=IA = IB = IC 
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o 


'x 1 + y 2 +z 1 ~(x-a)\y 1 +z 1 
x 2 +y 2 +z 2 =x 2 +{y-bf +z 2 o 
X 2 + y 2 + z 2 = X 2 + y 2 + (z - cf 



/ t \ 

=>I Ọ--, c - 

u 2 2 ) 


Do a+b+c = 2 nên ỉ thay đổi ữên mặt phẳng 
(p):x + y+z~ 1 = 0 
^ [2016 + 0 + 0 -lị _ 2015 

^ Mlự) ~ Vl 2 +1 2 +1 2 ~ s 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 31: Đáp án A 

Vì Me (á) nên: M(l + 2m;m;-2-3m) 
M e(p) nên: 

2(l + 2m) + /n + (-2-3m)-2 = 0 
om = | = loM(3;l;-5) 


Vậy đáp án đúng là A. 

Gi ú 32: Dãp án c 

Phương trình mặt phẳng (a) là: 

(a.):ị + -¥-+ị = lo3x-6y + 2z-12 = 0 
w 4 -2 6 y 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 33: Đáp án B 

Gọi M(a;b;c ) .Vì Me(p) nên: fl-b+c+3=0 
Ta có: 


AM = (fl;b-l;c-2);MB = (fl-l;fc-l;c-l); . 

MC = (ữ-2;fc + 2;c-3) 

=> |mẩ + MB + Mc| = ^(3a - 3) 2 + (3Ỉ>) 2 + (3c - 6) 2 
=>|mẤ+AÍB + MC| = - l) 2 + (-bf + (c - 2) 2 J 

-b+c-2) 2 =j3.Ậa-b + c- 3) 2 =èS 

Dấu xảy ra khi: 

a-l = -b = c-2;a-b-hc + 3 = 0 

Ofl = -l;b = 2;c = 0=>M(-l;2;0) 


Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 34: Đáp án A 

(s) : X 2 +Ị / 2 +z 2 -2x+ 6y -4z + 13 = 0 
«(s):(x-l) 2 + (y+3) +(z-2) 2 =l 
d cắt (s) tại hai điếm phân biệt khi và chi khi phương 
trinh sau có hai nghiệm phân biệt 


Ngọc Huyền LB 


((2 + ỉ) - 1) 2 + ((1 + ) + 3) 2 + (-2f - 2) 2 = 1 

•»(í + l) 2 +(mf + 4) 2 +(2f + 2) 2 =1 
o(m z +5)í 2 + 2(4m + 5)f + 20 = 0 
A‘ =(4m + 5) 2 -20ịm 2 + 5 } = -im 2 +40 m-75 


A'>ũo 4 tk 2 - 40m + 75<0«^<m<^ 
2 2 

meZ=> me |3;4;5;6;7} 

Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 35: Đáp án A 

h 4 =(l;-l;3);u 4 =(-l;l;3) 


x = l+t 


= > M : 


y = 2 + í 
z = 3 


Vậy đáp án đúng là A. 

Càú 36: Đáp án B 

Mặt phẳng vuông góc vói Oyz có dạng: ay + bz + c = 0 
Dễ thấy A(2;-3;4);B(4;0;5)e(d) nên ta có: 


í-3fl+4b+c = 0 
4 <=> 

|0ữ+5ỉ>+c = 0 


c_ 

15 =>( í i):y-3z + 15 = 0 
~c 

T 


Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 37: Đáp. án B 

Gọi M là giao điểm của à;d. Khi 
M(3w+l;-m-l;-m) .Do Ae(p) nên Me(p) 

=>M(3m + l;-m-l;-m)(P):x + y + z + 3 = 0 
(3m + 1) + (-m -l)-m + 3 = 0<=>m = -3 
=>M(-8;2;3) 

Giả sử A đi qua N(«;b;c) khác M.Tacó: 

ÍNe(P) ífl + Í7 + c+3 = 0 

[MN.« = 0 C> |(« + 8) + 2(b-2) + 3(c-3) = 0 

c = 1 => ị a ~ ^ => N (-10;6;l) 

\b = 6 

=>MN = (- 2; 4; -2) 

=>(A ) : ĩ±8 = iZ LĩỊỀ 

K ’ -2 4 -2 

^( A ) : f±8 = ệ = £z3 

v ' 1 -2 1 


Vậy đáp án đúng là B. 
Cáu 38: Đáp án B 
Ta có: 




đó. 
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Chủ để 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 
Bằng cách kiểm tra n r n ịp) = 0 thì đáp án đúng là B. 
Càu 39: Đáp án D 

G thuộc Ox khi: G(g;0;0) . Theo công thức trọng tâm 
ta suy ra: 

2 + 0+y 


3 

3 + l + z 


-^- = 0 


= 0 


'y =- 2 

z = -4 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 40: Đáp án 

J 0+3+0, 140+3 2 4-1+0 
l 3 3 ; 3 ) 


• c '4- 1 


AB = (3;0;-l);AC = (0;2;-2) 

=>« (p) = ị-AB; Acj = ( 2 ; 6 ; 6 ) 

w 1 3 3 

Câu 41: Đáp án c. 

Ta có: 

M = (m-2;-l;-2);BC = (-2;l;-l) 

=>S '^c = 2 |[ SA ' sc j = ^1(3; m +2; m - 4)1 

S ABC = 2 o9 + ( m + 2 ) 2+ ( m-4 ) 2 =35 
O2m z -4ffl-6 = 0om=3;m = -l 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 42: Đáp án A 

a = (l; m;2j;b~ (m + 1; 2; l ); c = (0; m - 2; 2) đồng phẳng 

khi: 

[a;fcj.c = 0 

(m - 4; 2m + 1; -m 2 - m + 2).(0; m -2;2) = 0 

o(2m+l)(m-2)+2(-m ỉ -m+2)=0 

2-4 2 

: -4 + 1-2 - 5 


<x>m = - 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 43: Đáp án D 

Giả sử A(«;0;0);B(0;&;0);C(0;0; C ) . Theo bài ?? ta có: 


1 à 3 -ềỉ = 3 -ỉÍt7~ 

a 0 c \Ịabc V6V 


>v> 


81 


Vậy đáp án đúng là D. 

Cáu 44: Đáp án c 

Dễ dàng nhìn ra ngay điều này. 


Càu 45: Đáp án A 
Ta có: 

(py* + l + ị sl 
v ' 8 2 4 
ox + 4y + 2z-8 = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 46: Đáp án B 

(p) đi qua gốc tọa độ nên: (P):ax+by + cz^Q 

(P)-i-(Q)^ị2a~b+3c = 0 

(P)±(R) [a + 2b + c = 0 


o 


a = ~ 


7c 


b = ỉ 

5 


o(p):7*-y-5z = 0 


Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 47: Đáp án D 

Cách 1 : Gọi H(a;b;c) là hình chiếu của B lên { p ) . Khi 
đó, ta có: 

H e (p) 


BH = k( l;-2;l) 




o 


a-2ỉ> + c-l = 0 
a-3 ^ b + ĩ c - 1 

1 = -2 = T 


a~ — 

bẨ-Hịụ.Ậị 

3 u 36 
1 

c = 4 
6 

(Q) chính là (ABíí) : ax + by + cz + d = 0 
ta _ ~4đ 

a+b+2c + d = 0 
3a-b+c+d = 0 o 


13a f 2b c , 

6 + f 6 +i=0 


a = - 


& = 


c = 


11 
-3 d 
11 
-2d 
11 


=>(Q):4x+3y+2z-ll=0 

Cách 2: AB = (2; -2; -l) ; n R = (l; -2; l) 

=>'n p =[AB / « R ] = (4;3;2) 

=>(p):4ar+3y+2z-ll = 0 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 48: Đáp án C 

T = ịMA - mị < AB = ẶÕ~L) 2 7 (l-(-l)) 2 + (-2 - 1 ) 2 
T<-JŨ 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 49: Đáp án D 
(ABC) : ax + bỵ + cz + d = 0 
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Ngọc Huyền LB 


a+6b+2c+d = 0 
5a+fe+3c+ổ = 0o 
4a + 6c + d = 0 


b = 


-7 ả 
55 
-13 d 
110 
-9d 
110 

=> (ABC) : 14x + 13y + 9z - 110 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 50: Đáp án A 
Xét hệ: 


1 + 2f = 7 + 3m 
-2-3f = 2 + 2m « 
5 + 4í = l-2m 


,4 

2 

5 

m = ~— 

3 

4f + 2m = -4 


Hệ vô nghiệm nên loại B và D. Dễ thấy chúng không 
sòng song với nhau. Vì thế đáp án đúng là A. 

Cáu 51: Đáp án 0 
A(-2;1;0),B{-3;0;4),C(0;7;3) 

=>AB = (-1;-1;4);BC = (3;7;-1) 

=> AB.BC = -1 .3 - 1 .7 + 4. (-1) = -14 

■M-Si-TỂs 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 52: Đáp án A 

Xác định ( ABC) :ax+by+cz + d~0 

-3 d 


•cos 


•cos 


2« + 3&+c+d = 0 
ía+b-2c+d = 0 <=> 
6s + 3fc + 7c+<i = 0 


a = 


b = 


22 

ÍỀÍ 
11 
d 

c 11 


=>(ABC):3x + 6y-2z-22 = 0 

|3.(-5) + 6.H)-2.8-22| 
=>h = d,. ■ ■ ====== 


U DI[ABC) 


77 

• fc = ~ = ll 
7 


■ỊĩTi =44 


Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 53: Đáp án A 

Do (a) điquagốctọađộnên:(a):ax+fcy + cz = 0 




\a+2b-cị 

~~ Vứ 2 + b 2 +c 2 ~ > la 2 +b 2 +? . 

<; >/6 


Dấu xảy ra khi: 


i = 2 = ả o(Q):x * 2y ~ z ‘° 

Đáp án đúng là A. 

Câu 54: Đáp án B 

M thuộc d nên: M(l + m;l-m;2m) 

AM = ^o(l+m-0) 2 +(l-m-2) 2 +(2ffl+2) 2 =6 

o(m + l) 2 + (m + l) 2 +(2m + 2) 2 =6 
/ >2 „ |"r« = 0 

M(l;l;0) 

M(-l;3;-4) 

Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 55: Đáp án D 
(q) đi qua A nên: 

(Q):a(x-l) + &(y-2) + c(z + l)*0 
(q) đi qua B nên: 

fl.(0-l) + &.(4-2) + c(0 + l) = 0 
=>-a+2b+c = 0 
=$a = 2b+c 

^(Q):(2b+c)(x-l)+&(y-2)+c(z+l) = 0 
=*n (Q) =(2b + c;b-,cỳ 

(p):2x-y~2z + 2015 = 0 => n (p j = (2; -1; -2) 

=> cos((P);(Q)) =Ịco S (n ( , ) ;r> (0) )| 

\2{2b+c)-b-2t\ 


• cosỊ(p);(Q)Ị = 


=>cos 


<«)-: 


Ậỉb+cỴ *?+<?£'+{- ự+2’ 

N 


3.>/5b z +4Bc + 2c 2 
Ta cần tìm a„„ <=> (cosa) n 

M 


cần tìm o (cosa)^ 

n N M < 1 

3.j5b 2 +4bc + 2c 2 ftb 2 +2(b+c) ^ 

Dấu "=" xảy ra khi: b = ~c 
Đáp án đúng là D. 

Câu 56: Đáp án c 
(P)l(d)«n, p) =«,=(2;l;-1) 
=>(p):2(x-2)+(y-0)-(z+l) = 0 
<i>(P):2x + y-z-5 = 0 
Vậy đáp án đúng là.c. 

Câu 57: Đáp án D 

Giao điểm A của A và (p) là nghiệm của hệ: 


x+2 y-2 z 
1 “1 -1=>A(-3;1;1) 

x+2y-3z+4 = 0 


LOVEBOOK.VN I 340 



xaatoBXđsNt íiMMĩtaBBaattaaa 


Qui để 7: Phương pháp tọa dộ trong khô ng gian 

Già sử d đi qua B(x;y;0) . Khi đó, ta có: 

ÍSe(P) fx+2y+4 = 0 

[AB.n A = 0 ° Ị(* + 3).l + (y - l).l + (-l).(-l) = 0 

° Ịy “ lỉ => B ("2;-l;0) => AB = (l;-2;-l) 

= >(d):£±l = id = £zl 
w 1 - 2-1 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 58: Đáp án c 

Dễ thấy ^(ĩ;0;-l);B(3;l;-2)e(A) 

Giả sử: (Q):a(x-i) + by + c(z+i) = 0 

=>fl(3-l)+Ặ».l+c(-2+l) = 0 

=>b = c-2a 

=>(Q)-a{x-ì) + (c-2a)y + c(z+ĩ)=:0 
(p):2x + y+2z-í = 0 

•Ja 2 +(la-cf +c 7 \Ỉ9 

=» = 77- , == — 

' 3v5a 2 -4ac+2c 2 


>((P)i(Q))- 


J n _ 2 6 , 

5 fl-^c +^c 2 
5 5 


Dấu"-" xảy ra khi: 

« s -fc«(Q):|(*-l)+^l-|jy+(z+l) = 0 

o(Q):2x + y+5z + 3 = 0 

Đáp án đúng là c. 

Cáu 59: Đáp án D 

cos Ịdj ; íf 2 j = ịcos n^l 

_ ịl.(-l) + (-l).l + 2.l| 

yj?+(-ìf+2 2 > /(-1) 2 + 1 ỉ -M 2 

= 0 

->(á i; d 2 ) = 90° 

Vậy đáp án đúng là D. 

Cáu 60: Đáp án B 

A(l; 0;-l); B (3; 1;2) e d : ~ = 1 = ^±1 
=>(P):a(x-l)+B(y-0) + C :(x+l) = 0 
=>«(3-l)+&.(l-0)+c(2+l) = 0=ì>l7=-2đ-3c 
=>(p):a(x-l)-(2a+3c)y + c(x+l) = 0 
(Q):2x+y-z = 0 

( p ) -i- (Q) <=> 2a-(2a + 3c )- c = 0 o c = 0 


- The best 0 r nothiiụ 

=>(p):x-l-2y = 0 

Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 61: Đáp ăn c 

Kiểm ưa ta thấy đáp án đúng là c. 

Càu Ó2: Đáp án D 

(p) vuông góc với d nên: 

n ịP] =u d =(2;V,-l) 

=>(P):2(x-l)+l(y-2)-(z) = 0 
o(p):2x+y-z-4 = 0 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 63: Đáp án c 

Mặt phẳng (p) song song với Ox nên: 

(p):ạy+fe+c = 0 

ía.0 + B.l+c = 0 ị b = ~ c 

=> |fl.2 + b.2 + c = 0 <r> |ữ = £ 

=>(P):y-2z + 2 = 0 

Đáp án đúng là c. 

Cáu 64: Dáp án D 

Giao điếm I là nghiệm của hệ: 

í T _l-.y- 2 - 2 - 4 

12 3 o/(0;0;l) 

[x+4y+9z-9 = 0 

Đáp án đúng là D. 

Càu 65: Đáp án A 

Mặtphẳng (Q) song song với (p) nên: 

(Q):2x-y + 3z + m = 0 

A thuộc (ọ) nên: 2.1-3+3.(-2)+m = 0=> m = 7 
Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 66: Đáp án B 

M ( x o'ỉ/o' z ù) là điếm nằm ưên đoạn BC sao cho 
MC = 2MBửủ: 

x 0 +3 = — 2(x 0 — o) 

MC = -2MBo y 0 -6 = -2(y 0 -3) 
z 0 -4 = -2(z 0 -l) 


k-1 

«|y 0 =4 =>M(-1;4;2) 

ta =2 


=>AM = ^-l-2) 2 +(4-0) 2 +(2-0) 2 =>/29 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 67: Đáp án D 

AB = (1; -2; -3); AC = (2; -2; o) 

AD = (3;-l;-2) 
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V MCD ^ịABỊÀc].Alị 

= ||(-6;-6;2).(3;-l;-2)| = I 

Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 68: Đáp án B 

Gọi Aed l ;Bed ỉ sao cho AB là đường vuông góc 


chung của d v ',d 2 . Khi đó ta có: 

A ed ì ;Bed 2 => A(-a+2;a;a);B(2b;-b+l;-b + 2') 

=> AÉ = (2b + a -2; -b + 1 - cr-b +2-a) 

Ịab ld l 

I ABLd 2 

ị-{2b + a-2')+ị~b+l-a)+ị-b + 2-a) = 0 

< *\2(2b + a-2)-(~b+l-a)-(-b + 2-a) = 0 

Mặt phẳng (p) đi qua trung điểm M của AB và 


vuông góc với AB nên: 


í 

1 

+- 

í 

y - 


9 2 

, ) 

2 

2 


=> (P) ; . y+z .i =0 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 69: Đáp án B 

Gọi M;N là trưng điểm AC;B’D' thì: 
o là trung điếm MN sẽ đồng thời là trung điểm 
B’D. Ta có: 

=>D^2.|-2;2.0-(-l);2.2-3j^D(l;l;l) 

=> x+2y-3z = 0 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 70: Đáp án c. 

Giả sử a là góc giữa d;(p) . Ta có: 

|l.2+2.2 + 2.(-l)| 

sina = -- 1 ì — 

Vl 2 + 2 2 + 2 2 .yj2 2 + 2 2 + (~l) 2 

4 ' ' 8 

=>sina = ~=>đ , . =MAsma = ^ 

9 M/ ự) 9 

Vậy đáp án đúng là c. 


Ngọc Huyền L8 


Câu 71: Đáp án D 


Xét hệ: 


2fj + 3 = 6 í 2 i 

*i-2 = -2f ĩ <=> 

-2íj -1 = 4ỈJ + 2 


4 ■ 

2í, + 4f, =-3 


Hệ vô nghiệm nên hai đường thẳng không có điểm 
chung. Rõ ràng hai đường thẳng không song song nên 
chéo nhau. Đáp án đúng là D. 

Càu 72: Đáp án A 
A(-1;2;4),B(-1;1;4),C(0;0;4) 

=> AB = (0;-l;0 y,BC = (l;-l;0) 

cos ịAB;BC = ——-^ = - 7 = 

V ) AB.BC 
=> 180° - ABC = 45° => ABC = 135° 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 73: Đáp ãn c. ! 

x = -l+2f 
Đường thẳng A: y = -2 - í . 

z = 2t 

Gọi d là đường thẳng đi qua M và vuông góc vói A , 
dr\ A = N , suy ra N là trung điêin của MM' . 

Khi đó N = (-l+2t;-2-t;2t) 

=>MN = (-3+2f;l-í;2í-l). 

Do d vuông góc với A nên 

(-3+ 2f ).2 -1.(1 - f) + 2.(2t - 1) = 0 <=> t = 1. 

Khi đó M’(0;-3;3). 

Câu 74: Đáp án c 
(S):(,-lf + (y-2) 1 + (z +2 ) í =25 
/(l;2;-2);R = 5 

Dễ thấy A(l;-3;0);B(3;l;4)ed nên: 

(P):a(x-l)+fr(y + 3) + cz = 0 
fl.(3-l)+ỉ;(l+3)+c.4 = 0 
=>u- -2 b - 2 c 

=>(p):(-2ỉ>-2c)(x-l) + &(y + 3) + cz = 0 

(p) tiếp xúc với (s) khi: 

K-2 & - 2c )(1-ĩ) + »(2 + 3) + c(-2)| _ | 

Ậ-2b-2cf +b 2 +c 2 

~ ' ỉ 5b - 2c ỉ = 5 ! 
yj5b 2 +8bc+5c 2 

<=> 25ỉ> 2 - 20fcc + 4C 2 = 25 (sỉ? 2 + 8ỉ>c + 5c 2 ) 

<4* 100& 2 + 220ỉ>c +121c 2 = 0 
o (lOè+llc) 2 =0o6= 




■ = 5 
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=>(p) : 2x-lly + 10z-35 =G 


Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 75: Đáp án B 

Giả sử đường thẳng cần tìm là (d’) đi qua M : 

( d '):£±2 = yỊ 2 = £zI 

a b c 

(d)±(d')<ss-2a + 2b-c = 0<z>c = 2a+2b 
Gọi H là hình chiếu của A lên (iỉ‘). 

H e (d ') => H ịah - 2; bh - 2; ch + 1) 

=> AH = (ah - 3; bh ~ 4; ch + 4) 

AH 1 (d 1 ) o (ah -3).ữ + ịbh -4)i> + {ch + 4).c = 0 


o h = 


3a+4b-4c 

a 2 +b , + c 2 


=> 


AH = lỊÃĨ- 2 Jt (3b + 4 b- 4 c) + h 2 (a 2 + ở 2 + c 2 ) 

V « 2 + b + c 2 
AH 


*AH = . 41-%t£líỊ 

V « 2 + b + c 2 

a 2 + ỉ> 2 + (2a + 2fr) 2 

= > AH = ị l4ĩ ^_ a [ +40ab + ĩ6b2 
5a 2 +5b 2 +8ab 

5(5a 2 +5è 2 +8aM 

=> AH > , 41 - -Ạ-I— 11— _ 2 
5a 2 +5b +8ab 

=>AH> 6 

Dấu "=" xảy ra khi b = 0 . Do đó, ta có: 

M^=ì±=><<=(1;0;2) 


Vậy đáp án đúng là B. 

Cáu 76: Đáp án B. 

Chọn B(3;-l;-l),C(l;0;0) là hai điềm nằm trên 

đường thăng d, suy ra hai điểm A, B cũng nẳm trong 
mặtphẳng (p) cần tìm. 


Bài toán trả thanh viết phương trình mặt phẳng (p) 
đi qua ba điểm A (3; 1; o) , B (3; -1; -l), c ( 1; 0; o) . Đây 

là dạng toán mà tôi đã đề cập rất chi tiết trong sách 
"Bộ đề tinh túy môn Toán năm 2017". 

Mặt phẳng (p) có vtpt 

« = [AB,BC] = (-l;2;^)=-l(l;-2;4) 
màmặtphẳng (p) chứa điểm c(l;0;0) nên 
(p):x-2y+4z-l = 0. 
c«ìu 77: Đáp án A 

d song song với mặt phẳng (p) khi: 


The best or n othing 

u đ .n ự) = 0 o (2; 1; l).(l; -3;2ra) = 0 
o2.1+l.(-3)+1.2m = 0 
1 

o m = i: 

2 

Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 7S: Đáp án D 

AB = (4;0;-2) 

=>(p):4(x-l) + 0(y-l)-2(z + l) = 0 
=>(p):4x-2z-6 = 0 

Vậy đáp án đúng là D. 

Càu 79: Dáp án c 

Gọi (p) lạmặtphẳngđiqua A và vuông góc với (d,) 
Khi đó, có: 

(p) : l(ar-l)+4(y+l)-2(z-3) = 0 
(P):x+4y-2z+9 = 0 

Gọi giao điếm (d^Ịp) là B(a;i>;c). 

( a+4è-2c+9 = 0 
a~2 b+l = c-l 
1 -1 1 
=>B(3;0;2) 

=>AB(2;-l;-l) 

Vậy đáp án đúng là c. 


Cẩu 81: Đáp án A 

A(2; 2; 3), B(l; 3; 3), C(l; 2; 4) => 


AB = (-1; 1; 0) 
AC =(-l;0;l) 
BC = (0;-l;l) 


=>AB = BC = AC nên A ABC đều 
Cảu S2: Đáp án B 

M G d => M(m; 2 m - 1;3 m- 2) vói m<0 

|ffH-2(2m-ĩ)-2 (3m-2)+3| o 

Vl 2 +2 2 +2 2 

o|5-w| = 6om = -l=?M (-l;-3;-5) 
Càu 83: Đáp án D 

Theo công thức tọa độ trọng tâm ta có 


rf(M,(P)) = . 


y<5 = 


X A + x,+ x c 

1 + 2 + 0 

3 

3 

y* + y, + y c 

3 + 0 + 9 

3 

3 

Z A + z t + z c 

5 + 1 + 0 

3 

3 
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Câu 84: Đáp án A 
Gọi A(0;0;l)e(A) 

Ta có: MA = (0;-3;3) 

n p =[mÂ;m a ]=(-15;3;3) 

Từ đó: => (p) : -I5x + 3(y - 3)+ 3(z + 2) = 0 
o(p):5x-y-z + l = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Cáu 85: Đáp án A 

Gọi A(0;0;l);B(l;l;5) e A . Khi đó, ta có: 
Me(Q)=>(Q):a(x-0) + fr(y-3) + c(z + 2) = 0 

d A/(Q) =d Bi(Q) =3 

a(0-ữ) + fc(0-3) + c(l + 2) 

0 7fl 2 +B 2 +c 2 

_ ữ(l-0) + &(l-3) + c(5 + 2) 

7fl 2 +ỉ? 2 +c 2 

|3&~3c| _ |«-2fc+7c 

°Vfl 2 +fc 2 +c 2 "v« 2 +fc 2 +c 2 ~ 

Nếu c = 0 thì - 7 1-^ = 3 => a = 0 . Suy ra vô lý. 

7777^ 7 

Nếu c * 0 thì chọn: c = 1 . Giải hệ hai âh trên được: 
a = 4;b--8 

Do đó, đáp án đúng là A. 

Càu 8<>: Dáp án D 
Nerf=>N(2a + l;-a-2;2a + 3) 

=>NA = (2ữ + l;-fl-3;2fl + 3); 

NB = (2fl-l;-a~4;2« + l) 

=>S = ||[NÃ;NB]| = ||(4a + 9MMa-7)| 

S = l.Ậ4a + 9 ) 2 + (-4) 2 + (-4a - 7) 2 
s = ị 732 a 2 + 128« + 146 = ị ^2(4 a + 8) 2 + 18 

ssị 7Ĩ8 
2 

Dấu "=" xảy ra khi: a = -2 => N (-3;0; -l) 

Vậy đáp án đúng là D. 

Càu 87: Đáp án B 
B(-l;0;3), C(2;-2;0), D(-3;2;l) 

=>BC = (3; -2; -3); BD = (-2;2;-2) 

=> Vo - ị\ [BC; Bd]| = ị 7l0 2 +12 2 +2 2 
Vo =762 

Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 88: Đáp án B 


Ngọc Hu) 


{MNPy.ax + by J t-cz + d = 0 


a + 2c+đ = 0 
-3a~4b+c+d = 0 <=> 
2a + 5b+3c+d = 0 


_ d 
a 31 

I-M 

31 


-16rf 

31 


(MNP) : x +3y-16z +31 = 0 
Vậy đáp án đúng là B. 

Càu 89: Đáp án D 

(í)i4eý^'.(Wil) 

=>(P):2(ar-ĩ t )-2(y-y o }+(z-2„) = 0 
(S):(x-l) í + (y + 2) í + ( 2 -l) 2 =9 
=>/(l;~2;l);K = 3 

(p) tiếp xúc (s) khi: 


d //(p) - 3 


o 


|2(l-x,)-2(-2-y,Hi-2:,) 


= 3 


'jĩ 2 + 2 2 +1 2 

o|2x 0 -2y 0 +z 0 -7|=9 

Do đó, đáp án đúng là D. 

Càu 40 : Dáp án c 

Mặtphẳng (p) đi qua A vuông góc với (a) : 
(P):3(x-4)+0(y+2)-l(z-3) = 0 
(p):3x-z-9 = 0 
Giao điểm B của A;(p) là: 


x = 2 + 3í 
y = 4 

z = l-í 
3x-z-9 = 0 


B 


o 


16 
* 5 
y=4 
3 

z= _ 

5 


«,={-2;15;-6) 


*((P);(Q))=- 


Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 91: Đáp án A 

\ji 2 +(-i)\i 2 M I +2 :i 

«s((í>);(Q)) = ^ = I => ((P),(Q)) = 60 " 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 92: Đáp án A 
Me A=>M(3a+l;2a;a-2) 

MA = MB (3a) 2 + (2a - 2) 2 + (a - ìf 
= (3fl+3) 2 +(2a-3) 2 +(a-3) 2 


ền LB 
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Chú de 7: Phương pháp tọa (3 ọ trong không gian 


The best or nothing 


«y=| 


=»«= M M frỉ5 ; rỉ? ; rẹ 
12 .u 6 12 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 93: Đáp án B 

Hien nhiên nhìn ra ngay vì nó vuông góc vói ("Oxz) 

Câu 94: Đáp án c 

MeỌy=>M(0;y;0) 

=> MA + MB = ^ĩ+(y -ìỹ + ^4 + (y-3) 2 _ 

ằ^2) 2 + (y-U3-y) 2 =Jĩ3 

Dấu "=" xảy ra khi: 
y-l,3-y 
1 2 
Vậy đáp án đúng là c. 

Cáu 95: Dáp án c. 

M là trung điếm AC cũng là trung điểm BD nên: 
'x D =1+1— 1 = 1 
yẽ=2+0-l = l=>D(l;l;3) 

Z D =l + 2-0 = 3 

Vậy đáp án đung là c. 

Càu 96: Đáp án A 

o(ABC):6ar+3y+2z-6 = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 97: Đáp án A 

(p)//(e) 

2 -71 3 3 
3 

•»ti = 4;m = ~ 

2 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 98: Đáp án A 

Ta có: 

=*(«j):í±ỉ,tí=ỉỊỈ 

w 1 2 -2 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 99: Đáp án A 

N eOz=>NịO;0;z) 

^j2 2 + 3 ĩ + (z-4) 2 = -l Z ~ 17 i 
'Í2 2 +3 ỉ +1 

Câu 101: Đáp án B 

/3+5 3+12+4) ,, , 

2 ; 2 ; 2 )=>'(*«) 


02 = 3 


Càu 102: Đáp án c 
Cáu 103: Đáp án A 
(ABC) : ax + by + cz + d = 0 


2 ả 


1 

c — _ 
3 


f ếa+2b+5c+d = 0 
3a + b + 3c + d = 0 o 
2a+6b+c+d = Q 

(ABC):2x-z-3 = 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 104: Đáp án: 

Gọi (P) = M P },m đ 6: 

(?): 2(x-2)+-l(y-2) + 2(z-l) = 0 

=>(P):2x+y+2z-8=0 

BịaAc^nịp) 

\a-3J-2_c 

=>| 1 2 ~ 3 

[2« + i>+-2c-8 = 0 

=>B(3;2;0) 

=>ABs«,=(l;0;-l) 

ịx = 2+t 

=>M : |y = 2 (íeR) 

Vậy đáp án đúng là C. 

Câu 105: Đáp án c 
(ổ)c(p)=>tt;x« p 
(d)x(A)=zu,±u A 

[>/«*]= (4; -3; l) 

A = (A)n(P)=>A(f;f + l;-í + 2 ) 
=>í+2(f+l)+2(-í+2)-4 = 0 
<of = -2oA(-2;-l;4) 
íx = -2-4f 

=>(d): y = -l+3f(f 6 ;) 

[ z=4-f 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 106: (sai đáp án) Đáp án 
Dễ thấy: 

( X A + 2ya - 2z a + 12 )(*B + 2 y B - 2 z b + 12) > 0 

Kẻ BH ± (?) ; B' là điểm đối xứng B qua H . Khi đó, 

ta có: 

He(p)=>H(-2b+2c-12;b;c) 

~2b + 2c-12 b+ĩ c-2 
1 2 _ ^2~ 


BHX(P) 


o 
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Ngọc Huyền 18. 


_ .-7. 10_ „(■ -2 -7 10 

3 3 3 3 3 


=> B’f2.^-0;2.^+l;2.^-2Ì 

l 3 3 3 J 

1 3 3 3 J ( 3 3 3 J 

==> ( AB '):^1 = 1. = ^ 

K ’ 7 11-8 

N = AB’n(p) => N (7a + 1; lia; -8a + 2) 

=>(7a+l) + 2(lla)-2(-8fi+2) + 12 = 0 

1 »/-2-11 18) 

<z>a = -~=>N\ -r;-r-;-z- 
5 [5 5 5j 

MA + MB = MA + MB' > AB' 

Dấu "-"khi M=N 

Càu 107: Đáp án D 

Do (P)|ị(Q)=>(P):x + 2y + z + m = 0 

Lại có: 

v v ’’ Vl 2 + 2 2 + 1 2 

|m+4| 


3V 


■ = 2 


V6 


■ = V6 oịm+-4| =6 


o 


Vậy đáp án đúng là D. 

Câu 108: Dap án A 
A,Be(Q)=ì ABLn Q 
(P)±(Q)=>n p ±n ữ 
Có => n ữ = [AB,n p ] = (0; -8; -12) 

fnl 

[ư) *\n ữ =(0-,Sỉ-ĩ2) 
=>(Q):2*+3y-ll.= 0 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 109: Đáp án A 

BC = A /(4-0) 2 +(2-2) 2 +(l-4) 2 =5 
D eOx=> D(a;0;0) 

AD = BC =>Ậa-3) 2 + (0 + 4) 2 + (0-0) 2 =5 
o ^(a-3) 2 +16 = 5 <=> («-3) 2 =9 

"d(6;0;0) 

D(0;0;0) 


8 = 6 
8 = 0 


Vậy đáp án đúng là A. 
Càu 110: Đáp án A 
[aB;Ac] = (-3;-ó;6) 

S- c =1[aB;AcK 


=>ẩ Ml(ABC) = ' S ỌJ2 - 

(ABC):(x-0)+2(y-ì)-2z = 0 
M € (á) => M (2m + ỉ; -m - 2; 2m + 3) 

. |(2m + l)+2(-m-3)-2(2m+3)| „ 
a M/[ABC) n~' tT 7 t T - z 


o|4m+ll| = 6- 


^+2 2 +(-2) : 

(v 4' 2 


... _ -5 
m 4 
-17 


mÍ4;-U 


1 2 4 2 


m = 2 

<*-S 

(P):x + 2y+z + 2 = 0 

l 2 f Sa) 2 


(p):* + 2y + z-10 = 0 

V + í 2 J 


Vậy đáp án đúng là A. 

Cầu 111: Đáp án C 

Gọi n p = ịa r b,cjịa 2 +b 2 +c 2 * o) 

Ta có: 

A,Beự)=*AB±n p =>3a-2b = 0 
o3a = 2&o9fl 2 =4b 2 (l) 

cos(P / Oyz) = ậ=> I l4r4 = 7— 

7 |^|-|v| Va 2 + fc 2 +c 2 .VĨ 

- H ;■ H 


" V - / 

(l),^ 

Chọn: 

fl = 2=>fc = 3=>c = 6=>(p):2x+3y+6z-12 = 0 
8 = -2=>Í7 = -3=>c = 6=>(P): 2x+3y-6z = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 112: Đáp án A 

Gọi H là hình chiếu của A lên (p) . 

H(a;-2a+2c-l;c) 

8-1 _ -2a + 2c + l _ c-3 

=> ~2~~ ĩ ~ -2 

19 
9 
17 


HAl(P)‘ 


•HI 2^-2 
1 9 9 9 


(p) s ( ABH) : mx + ny + pz + ^ = 0 


m-2n + 3p + íj = 0 
3m+2tt-p+íj = 0 o 
19m-13n+17p+9^ = 0 


_2£ 

7 

2* 


3? 

p 7 
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Chu dề 7: Pímong pháp tọa dộ trong không gian 


(p):2x+2y + 3z-7 = ữ 

Đáp án đúng là A. 

Câu 114: Đáp án D 

Gọi (P).M P ) , khi đó: 

(P):2(r-ì)-l(y-2)+l(z-3).0 

=>(p):2x-y+z~3 = 0 
B(a,b,c) = (À)r\(p) 
a = ì-t 
b = ĩ + 2t 

=> 

c = -l + t 
2a-b+c-3 = 0 
=>B( 2;-l;-2) 

=>AB*íí 4 =(1;-3;-5) 

w 1 -3 -5 

Vậy đáp án đúng là D. 

Càu '116: Đáp án c 
AB = (-3;4;0);ẤC = (0;0;l) 

^ = 4! + 4C (ặ 4 
AB AC [5 5 

1 ' 3 -4 -5 

(d)n(Oyz) = A(0;«;&) 

_ 0-1 _ g+2 _ fe-l 
3 = -4 -5 

l 3 3 
Vậy đáp án đúng là c. 

Càu 117: Đáp án B 

{ABC):ax + by + cz + d = 0 
a + 2c + d-0 Ịa = d 

<=>• a + b + c + d = 0<^ịb = -d 
2ã + 3b+ d — 0 [c = ~d 

=>(ABC):x~y-z + l = 0 
Vậy đáp án đúng là B. 

Câu 118: Đáp án A 
Sử dụng công thức: 

AB = (2; -3; l); AC = (0; -1; l) 

Vậy đáp án đúng là A. 

Câu 119: Đáp án c 

Gọi H là hình chiếu của o lên (ABC) . Theo bài??? 
Ta có: 


The.best or nothing 


1^1 1 1 
OA 2 OB 2 + oc 2 “ OH 2 ~ OM 2 
Dấu "=" xảy ra khi: H~M tức là OM ± (ABC) . 

=>{ABC):(x-ì)+2(y-2)+(z-ĩ) = 0 
o(ABC):x + 2y + z-6 = 0 
Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 120: Đáp án A 

Giả sử A(«;ữ;0);B(ữ;b;0);C(0;0;c) thì: 
a b c 

J a+0+O o+b+o 0+0+c'l 
1 3 ; 3 ; 3 J 

=>(p) : £ + £ + £ = 1 

w 3 6 9 

Vậy đáp án đúng là A. 

Càu 121: Dáp án c 

Yi Me (Oxz) nên A4(x;0;y) . Ta có: 

MA 2 +MB 2 +MC 2 = 

.(*-l) 2 + (0-ự+(y-0)‘ 

+ (k-3) i + (0-(-l)) í + (y-2) í 
+ (z-(-l)) 2 + (0-6) ỉ +(y-7) i 
= 3(ar-l) 2 +3(y-3) 2 +73S73 
Dấu "=" xảy ra khi: X = 1; y = 3 => M (l; 0; 3) . 

Vậy đáp án đúng là c. 

Câu 122: Đáp án c. 

Dễ thấy Aí(l;7;3)«(,í):í7Ì-írZ_ĩ=Ẽ . Khi đó 
ta có: 

A 13.1-2.7-3+51 9 

^4W -«<.] - 

Vậy đáp án đúng là c. 

Cảu 123: Đáp án D 

Theo tính chất đường xiên đường vuông góc dễ thấy: 
*Aị p) - d A.ịd) - const • Điều này xảy ra khi: H («;fc;c) là 
hừừi chiếu của A lên (d) cũng là hình chiếu của A 
lên (p) . Do đó, ta có: 

He(d)=>H(2b + ĩ;bỉ2b + 2) 

AHl(d)=>2.(2b + l-2) + l.(b~5) + 2(2b + 2-3) = 0 

=>b = 9 = 1=> H ( 3 ^' 4 ) => AH = (l;-4;l) 

=>(P):(x-3)-4(y-l)+(z-4) = 0 
=>(P):x-4y+z-3 = 0 
Vậy đáp án đúng là D. 


LOVEBOOK.VN I 347 



Công Phá Toán - Lóp 12 


Ngọc Huyền LB 


STy.DV.nr: 

Phương trình mặt phẳng 
(p) tiếp xúc với mặt cầu 

(s) tâm l(a;b;c) bán 
kính R tại điếm 
• M ( x o/To'‘ z o) có phương 

trình 

(x 0 -a)(x-a)+ 

+ (y ơ -t>)(y-b) + 

+ (z 0 -c)(z-c) = R 2 


Mặt cẩu 

1. Phương trình mặt câu. 

Định lý 

Trong không gian Oxyz, mặt câu (s) tâm l[a;b-,c) bán kính jR có phương trình 
là (x-a) 2 +(y-ỉ>) 2 +(z-c) 2 =R 2 (l). 

Phương trình có dạng như phương trình (l) được gọi là phương trình chính 
tấc của mặt cầu tâm 1 , bán lánh R. 

Nhận xét: Khi biến đổi phương trình (l) ta được: 

X 2 + y 2 + z 2 - 2ax - 2by - 2cz + a 2 + b 2 + c 2 - R 2 = 0 

Nếu đặt ứ 2 +b 2 +C 2 -R 2 =d thì phương trình trên trở thành 

X 2 +y 2 + z* -2ax-2by~2cz + d = ũ ( 2 ) 

Vợi điều kiện á 2 +b 2 +c 2 -d>0 thì phương trình ( 2 ) được gọi là phương 
trình tông quát của mặt cầu có tâm I ( a ; và bán kính R = yja 2 +b 2 +C 2 -d . 

2. Vị trí tương đối cúa mặt câu và mặt phăng. 

Cho mặt cầu s ( J; R) và mặt phẳng (p) . Đặt d = d (í; ( p)) . Khi đó ta có các 
trường hợp: 

a. Trường hợp 1: í/>K<=>(s)r>(p) = 0 

b. Trường hợp 2: d = R<=>(S)r\ịP) = {M), M là hình chiếu của / lên mặt 
phẳng (p) . Trường hợp này ta nói mặt phẳng (p) tiếp xúc với mặt cầu (s) tại 
M. Lúc này (p) được gọi là tiêp diện của mặt cầu (s) , M được gọi là tiếp điểm 
của (p) vầ (s) . 

Đọc thêm: Với trường hợp 2: Ta dễ thấy với VN, ta có N € (p) <=> IM.ĨN = R 2 . 
Từ đó ta thu được kết quả sau 

Cho mặt cầu (s):(x-a) 2 +(y-b) 2 +(z-c ĩ ) = k 2 và điểm M(x 0 ;y 0 ;z 0 )e(S).Khi 
đó tiếp diện của (s) tại M có phương trình 

(x 0 -đ)(x-fl) + (y 0 -b)(y-b) + (z D -c)(z-c) = R 2 . 

V í dụ: Viết phương trình mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu X 2 +y 2 +z 2 = 9 tại 
điếm M (2; -2; 1). 

Lời giài 

Áp dụng công thức ờ trên ta được mặt phẳng (p) có phương trình 
2x-2y + 2-9 = 0. 

c. Trường hợp 3: d<R<=>(S)n(P)=(C) / (c) là đường tròn có tâm H là hình 
chiếu của ỉ trên (p), có bán kính r = -Jr 2 -d 2 . 

3. Các dạng toán thường gặp liên quan đến mặt cầu. 

Dạng I: Viết phương trình mặt câu cho trước tâm l(a,b,c) . 

a. Mặt cầu tiếp xúc vói mặt phẳng (p) : Ax+Bỵ+Cz+D=0 . 
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Phương trình mặt phẳng 
(p) cần tim có dạng 

(x 0 -a)(x-a)+ 

+ ừo“ b )(y-b)+ 

+(z 0 -c)(z-c) = R 2 

Do vậy khi đã biết phương 
trình mặt phẳng 

(P):Ax + By + Cz + D = 0 

ở đề bài, do vậy ta chi căn 
giải hệ: 

k-a = A 

T Yo — 1> = B thì bài toán 
(z 0 -c = C 

được giải quyết 


Chu dề 7: Phương pháp tọa độ trong không gian 


The best or nothir.2 


mặt cầu có bán kính 


R = 


\Aa + B.b+C£ + D\ 


2 + B 2 + c 2 


b. Mặt cầu cắt mặt phăng (P):Ax+B ỉ/ +Cz+D =0 theo một đường tròn có 
bán kính r cho trước. 


bán kính mặt cầu được xác định bởi: 


R 2 =r 2 + 


[á(l;(P))J. 


c. Mặt cầu tiếp xúc vói đường thẳng đ : — x ° = — = 2 2 o 

A B c ' 


bán kính mặt cầu được xác định bời công thức: 


í? - 

U Í ,MỈ 



u đ 



trong đó M 


d. Mặt cầu căt đường thẳng ả theo một dây cung có độ dài l cho trước. 
^ bán lánh mặt cau được tính bằng công thức: 


Dạng 11: Viết phương trình mặt cầu có tàm / thuộc đường thảng (i cho 
truoc và thoa màn một đièu kiện nào dó trong phần I. 

Cách làm: Viết phương trình đường thẳng ả về dạng tham số, khi đó tham số 
hóa tọa độ điếm 7 theo một ấn, sử dụng dữ kiện đề bài tìm ra 7, từ đó quay về 
dạng ĩ, tìm R. 

Dạng III: Viết phương trình mặt cầu tiếp xúc với mặt phảng 
(p) : Av + Bụ + Cz + D = 0 tại diêm M cho trước. 

Cách 1: 

Ở phần 2. Vị trí tưcmg đối của mặt cầu và mặt phẳng (trưòng hợp 2) ta có bài 
toán ngược của bài toán này. 


Vớỉ mặt cầu (s) : (* a) + (y - b) + (z ~ cf = R 2 tiếp xúc với mặt phẳng (p) 
tại M (x 0 ; y 0 ; z 0 ) thì có phương trình 

Vậy ở đây khi đã biết mặt phẳng (p) ; điểm M nênta sẽ tìm tâm 7 và bán kính 
R bằng cách đồng nhất hệ số phương trình mặt phẳng ( p) . 

Cách 2: 

Mặt cầu tiếp xúc với mặt phẳng (p) tại điểm M 

Um =np = (A;B;C) ^ịỉ = {x 0 + At;y 0 +Bt;z 0 +Ct) 

R=ỈM '^[r=4a 2 + b 2 +c 2 .|í| 

Tiếp theo, sử dụng các công thức ở dạng 7 tìm ra í. 

Từ đây ta có 7, có R nên viết được phương trình chính tắc của mặt cầu. 


\R = IM 
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Dạng IV: Viết phương trình mặt cầu (s) đi qua bôn điểm không 
đông phẳng cho trước trong không gian. 

Ta gọi phương trình mặt cầu là X 2 + y 2 + z 2 + 2ax + 2bỵ + 2cz + ả = 0 (l). 

Do A, B, c, D thuộc mặt cầu (s) thế nên thay tọa độ từng điểm vào (l) ta sẽ 
có hệ phương trình bốn ẩn a, b, c, ả. 

Giải hệ ta tìm được a, b, c, ả. Từ đây ta có mặt cầu tâm / {a, b, c) và bán kính 
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Chu đẽ 7: Phưong pháp tọa dộ trong không gian 


The best or nothins 



1. Mặt câu 

Càu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho điểm 

a(2;1;3) và đường thẳng d:~ = ¥zl = l M ặ t 

2-11 

phăng (p) chứa A và d. Phương trình mặt cầu tâm 
o tiếp xúc vói mặt phẳng (p) là: 

12 


A. X 2 + y 2 + z 2 — ■ 


B. x ỉ +y í +Z 2 =3 
24 


C.x 2 +y ỉ +z ỉ =6 D. x' +y’ +z' - 

5 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Phan Bội Châu-Lan II ) 
Càu 2: Gọi I là tâm mặt cầu đi qua 4 điểm 
M(l;0;0), N(0;1;0), p(0;0;l), Q(l;l;l). Tim tọa độ 
tâm I . 


A. I; 1.1 

u 2 2 

12 2 2 


(3 3 3 


D.| 

1 2 2 2 


ÍTncA thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lãn I) 
Càu 3: Trong không gian với hệ tọa âộOxyz , cho mặt 

cầu (S):(x-2) 2 +(y + l) 2 +( Z -3) 2 = 9. Mệnh đề nào 
đúng? 

A. Mặt cầu (s) tiếp xúc với ( Oxy ) . 

B. Mặt cầu (s) không tiếp xúc vói cả ba mặt 
(Oxy), (Oxz) , (ơyz) . 

c. Mặt cầu (s) tiếp xúc với (ơyz) . 

D. Mặt cầu (s) tiếp xúc với (Oxz ) . 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Biên Hòa-Lãn ỉ) 
Câu 4: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho 

hai điếm A(l;-2;3)và e(5;4;7). Phương trình mặt 
cầu nhận AB làm đường kính là: 

A. (x-l) 2 +(y+2) 2 +(z-3) 2 = 17 

B. (ar-3) 2 +(y-l) 2 + ( 2 -5) 2 =17 

c. (x-5) 2 +(y-4) 2 +(z-7) 2 = 17 

D. (x-6) 2 +(y-2) 2 +(z-10) 2 =17 

(Trích đẽ toán học tuổi trẻ-Lẵn UI) 
Câu 5: Viết phưcmg trình mặt cầu (s) có tâm 

í(l;4;-7) và tiếp xúc vói mặt phẳng 

(P):6x + 6y-7z + 42 = 0 . 


A. (S):(x-5) 2 +(y-3) 2 +(z+l) 2 =| 

B. (s):(x+l) 2 -h(y-3) 2 +(z-3) 2 =l 
c. (s):(x-l) 2 +(y-4) 2 +(z+7) 2 =121 
D. (S):(x-l ) 2 + (y-2) 2 + ( 2 -2) 2 =9 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Cau 6: Tìm tâm / và bán kính R của mặt cầu: 

(S):x 2 +y 2 + z 2 -6x+4y-2z+5 = 0. 

A. /(0;0;l),R = 3 B. í(3;-2;l),R = 3 
c. 7(3;-l;8),R = 4 D. 7(l;2;2),R = 3 

(Trích đê thi thử TtìPT Chuyên Vị Thanh-Hậu Giang) 
Cáu 7: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz cho hai 
điểm A(l;-1;2) và B(3;l;4). Mặt cầu (s) đường 
kính AB có phương trình là: 

A. (x-2) 2 +y 2 + (z-3) 2 =>/3 
15. (x-2) 2 +y 2 +(z-3) 2 =3 
c (x+2) 2 +y 2 +(z + 3) 2 =3 
D. (x + 2) 2 +y 2 +(z + 3) 2 =V3 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lẵn II) 
Câu 8: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 

cầu (s) có tâm 7(2;-l;3) và cắt mặt phăng 

(p) : 2x - y - 2z + 10 = 0 theo một đường tròn có chu vi 

bằng 8 ji. Phương trình mặt cầu (s) là: 

A. (x + 2) 2 +(y-l) 2 +( z+ 3) 2 =5 

B. (x-2) 2 +(y + l) 2 +(z-3) 2 =5 

C. (x-2) 2 +(y + l) 2 + ( Z -3) 2 =25 

D. (x+2) 2 +(y-l) 2 +( z+ 3) 2 =25 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lẵn II) 
Câu 9: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho bốn 

điếm A(l;l;l) / B(l;2;l) / C(l;l;2) / D(2;2;l). Tâm 7 
của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện ABCD có tọa độ: 

A. (3; 3; -3) 


c. 4-3.3 

■ 2 ; 2 ; 2 


B.4; 3 3 
.2 2 2 


D. (3; 3; 3) 


(Trích đê toán học tuổi ừẻ-Lẫn IV) 
Câu 10: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, mặt 

cầu (s) tâm 7(l;2;-3) đi qua điểm A(l;0;4) có 
phương trình là: 
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A. (x+l) 2 +(y + 2) 2 +(z-3) 2 =53 

B. (x+l) 2 +(y + 2) 2 +(z + 3) 2 =53 
c (x-l) 2 +(y-2) 2 + (z + 3) 2 =53 

D. (x-l) 2 +(y-2) 2 +(z-3) 2 =53 

(Trích đê toán học tuồi trẻ-Vẫn IV) 
Câu 11: Cho hai điểm Phương 

hình của mặt cầu (s) đường kính AB là: 

A. X 2 + (y-l) 2 +(z + 2) 2 =5 

B. (x+l) 2 +y 2 + (z + 4) 2 =5 
c. (x+l) 2 +y 2 +(z-2) 2 =5 
D. (x-l) 2 +y 2 +(z + 2) 2 =5 

(Trích đê toán học tuổi trè-Lần V) 
Cáu 12: Cho mặt cầu (s):x 2 +y 2 + z 2 -2x+4z + l = 0 

x = 2-t 

và đường thẳng d : ■ y = t . Tìm m để à cắt (s) tại 
z = m + t 

hai điểm phân biệt A,B sao cho các mặt phẳng tiếp 
diện của (s) tại A và tại B vuông góc với nhau. 

A. m = - 1 hoặc m * - 4 B . m = 0 hoặc m = -4 
c. m = -l hoặc m-0 D. Cá A, B, C đều sai 

(Trích đê toán học tuối trẻ-LSn V) 
Câu 13: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz , cho 
mặt cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 +2x + 6y-4z-2 = 0.Xácđjnh 
tâm I và bán kính R của mặt cầu (s) . 

A. /(l;3;-2), R=lS. B. l(-l;-3;2), R = 2& 

C. ỉ(-l;-3;2), R = 4. D. /(l;3;-2), R = 4 . 

(Trích đê toán học tuốỉ ừẻ-Lẵn VI) 
Câu 14: Mặt cầu (s) cỏ tâm í(l;2;-3) và bán kính 
R = 2 có phương trình: 

A. (x-l) 2 +(y-2) 2 +(z + 3) 2 =4. 

B. (x+3) 2 +(y-2) 2 +(z-2) 2 =4. 

C. (z-l) 2 +(y-2) 2 +(z+3) 2 =2. 

D. ịx +l) 2 + (y + 2) 2 + (z - 3) 2 = 4. 

(Trích đê toán học tuối trẻ-Lần VI) 
Càu 15: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz , cho 

mặt cầu (S):(;t-l) 2 +(y+2) 2 +(z-l) 2 =4 và mặt 
phang (p) :x-2ỵ-2z+3 = 0. Khẳng định nào sau đây 
là đúng? 


A. (p) cắt (s) . 

B. (p) tiếp xúc vói (s) . 

C. (p) không cắt (s) . 

D. Tâm của mặt cầu (s) nằm trên mặt phang (p) 

(Trích đê toán học tuổi trẻ-Lãn VI) 
Câu 16: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, cho 

mặt cầu (s):(x + l) 2 +(y-2) 2 +(z-3) 2 =25 và mặt 
phẳng (a):2x+y-2z + m = 0. Tìm m đế (a) và (s) 

không có điểm chung. 

A. m<- 9 hoặc m > 21 B. -9 < m < 21 
c. -9 < m < 21 D. m<-9 hoặc m > 21 

(Trích đê thi thử Chuyên Nguyễn Trãi - Lãn ỉ) 
Câu 17: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

x = t 

đường thẳng d: y = -1 và 2 mặt phẳng (p) và (q) 
z = -t 

lân lượt có phương trình x+2y+2z+3 = 0; 
x+2y+2z+7 = 0 Viết phương trình mặt cầu (s) có 
tâm / thuộc đường thẳng [d), tiếp xúc với 2 mặt 
phẳng (p) và (Q). 

A. (x+3) 2 + (y + l) 2 + (z-3) 2 =| 

B. (x-3) 2 + (y + l) 2 + (zt3) 2 =| 
c. (*-3) 2 + {y-l) 2 + (z + 3) 2 =| 

D. (x+3) 2 +(y+l) 2 +(z+3) 2 =| 

(Trích đê thi thủ Chuyên Nguyễn Trãi -Lăn I) 
Câu 19: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu {s):x 2 +y 2 +z 2 -2x + 4y-4z-m = 0. có bán 

kính R = 5 . Tìm giá trị của m . 

A. m = -16. B. m = 16. 

c. m = 4. D. m = ~4. 

(Trích đê thi thử Chuyên ĐH Vinh -Lan I) 
Câu 20: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu có phương trình: 

x 2 + y 2 +z 2 -2x+4y— 6z+9 = 0. 

Tim tâm I và bán kính R của mặt cầu? 

A. í(-l;2;-3) và R = s 

B. í(l;-2;3) và R = >/ 5 

C. í(l;-2;3) và R = 5 

D. í(-l;2;-3) và R = 5 
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(Trích đê thi thứ Chuyên KHTN -Lần II) 


Cau 21: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu (s):x 2 +y ỉ +z 2 -4x + 2 y~ 2 z ~3 = 0 . 

Tìm tọa độ tâm I và bán kính R của (s). 

A. /(2;-l;l) và B = 3. B. j(-2;l;-l) và R = 3. 
c. / (2;-l; 1) và R = 9. D. 1 (-2;1; -l) và R = 9. 

(Trích đê thi thủ Chuyên Lê Hông Phong) 
Càu 22: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 

đưòng thẳng d:ị = ĨTỆ = và hai mặt phẳng 

[p):x-2y + 2z = 0, (Õ):x-2y+3z-5 = 0. Mặt cầu 
( s ) rá râm f là giao điếm của đường thẳng d và mặt 
phẳng (p). Mặtphẳng (q) tiếp xúc vói mặt cầu (s). 
Viết phương trình của mặt cầu (s). 

A. (s):(x + 2) ỉ + (y + 4) i + (z + 3) í =|. 

B. (S):(x-2) í +(y-4) ! +( z -3) i =2. 

D. (S):(* + 2)' + (y + 4)’ + ( s + 3 )’=£. 

(Trích đê thi thử Chuyên Lê Hồng Phong) 
Chu 23: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxyz, cho 
điếm rì (l; 2; l) . Viết phương trình mặt mặt cầu (s) đi 
qua điểm rì, tiếp xúc vói mật phang 
(p):x-2y + 2z + l = 0và có tâm nằm trên đường 

thẳng A: £fỉ = ỵz2 = £z2. 

1-2 1 ■ 

A. (x+2) 2 -ty 2 +ịz-3) 2 =9 

B. (*-2) 2 +(y-l) 2 +(z-3) 2 =9 

c. (*-2) 2 +y* + (z-3) 2 =9 

D. (x-2) 1 +/+(*+3) 1 -9 

(Trích đê thi thử Sở CD-ĐT Phú Thọ) 
Cảu 24: Trong không gian với hệ trục tọa độ Oxy, cho 
mặt cầu (S):^ + ý 2 +z 2 +2x-4y-6z+m-3 = 0. Tìm 
số thực m đế (p) : 2x - y + 2z - 8 = 0 cắt (S) theo một 
đường tròn có chu vi bằng 8ít . 

A. -2 B.~4 c.-l D. m = -3. 

(Trích đê thi thử Sở GD-ĐT Phú Thọ) 
Câu 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho mặt 
cầu (s) có phương trình: 


* 2 +y 2 +z 2 +2x-6y-4z+5 = 0 

Tọa độ tâm Ị và bán kính R của mặt cầu là: 

A. J(-l;3;2) và R = 3 B. 7 (2; -6; -4) và R = 5 

c. í (1; -3; -2) và R = 3 D. /(-1;3;2) và R=Ịl 9 
(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường C) 
Cáu 27: Mặt cầu (x-3) 2 3-(y+2) 2 +(z-l) 2 =100 cắt 

mp(PJ: 2x-2y -z+9 = 0 theo giao tuyến là một 
đường tròn có bán kính là: 

A.8 B. 2V2 C.10 D.6 

(Trích đê thi thử THPT Xuân Trường 0 
Cau 2S: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

phương trình nào dưới đây là phương trình của mặt 
cầu có tâm 7(-l;3;2) và tiếp xúc với mặt phẳng 
(P):2x+2y+z+3 = 0 . 

A. (x+l) 2 +(y-3) 2 + (z-2) 2 = 9 

B. (x + l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 = l 

c. (*+l) 2 + (y-3) 2 +(z~2) 2 =4 

D. (x+5) 2 +(y+l) 2 + z 2 =9 

(Trích đê THPT Trần Hưng Đạo-Ninh Bình-Lẵn III) 
Cau 30: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 4 

điểm rì(3;-2;-2),B(3;2;0) / C(0;2;l) và D(-l;l;2). 
Mặt cầu tâm rì và tiếp xúc với mặt phẳng (BCD) có 
phương trình là: 

A. (*-3) 2 +(y+2) 2 + (z+2) 2 =VĨ4 

B. (x + 3) 2 + (y-2) í + (z-2) 2 = ^ 
c. (*+3) 2 +(y-2) 2 +(z-2) 2 =14 
D. (x-3) 2 +(y+2) 2 +(z+2) 2 =l4 

(Trích đê thi thừ THPT Chuyên Hoàng Văn Thụ) 
Câu 32: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz cho mặt 
cầu (s) đi qua hai điểm rì(l;l;2),B(3;0;l) và có tâm 
thuộc trục Ox. Phương trình mặt cầu (s) là: 

A. (*-l) 2 +y 2 +z 2 =5 

B. (x-l) 2 +y 2 +z 2 =-75 
c. (x+l) 2 +y 2 +z 2 =5 
D. (x + 1 f+y 2 +z 2 

(Trích đê thi thử THPT Chuyên Thái Bình-Lân II) 
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Công Phá Toán - Lóp 12 


Hướng dẫn giải chi ỉỉết 


Ngọc Huyền LB 


Câu 1: Đáp án c. 

Ta có: A( 2;1;3); = ^ = 

í A e ( p) 

Do \ ) ! => Phưcmg trình mặt phẳng (p) là: 

[rfc(p) 

2(x-2)-(y-l) + z-3 = 0o2x-y + z-6 = 0 
, . .. | 2 . 0-0 + 0 - 6 | 

Mặt cầu cần tìm có tâm ơ(0;0;0) và bán kính 
R = d(0;(p)). 

Vậy phương trình mặt cầu cần tìm là: X 2 +y 2 +z 2 =6. 
Cáu 2: Đáp án c. 

Phương trình mặt cầu có dạng: 

X 2 +Ị/ 2 +z 2 -2ax~2by-2cz+d = 0 
(ĐK: a 2 +b 2 +c 2 >d) 

Do M, N, p, Q thuộc mặt cầu 
l-2«+d=0 
\-2b+d = Q 
l-2c+đ = 0 
|3-2fl+-2ỉ)-2c+d = 0 


a b c 2 (thỏa mãn) 
d = 0 


ịị-ỵ). 

Câu 3: Đnp «ín A. 

Mặt cầu (s) có tâm I (2; -1;3) và bán kính R = 3. 
Mặt phẳng (Oxy) : 2 = 0 => d(í;(ơxy)) = 3 = R . 
Mặtphẳng (Oyz):x = 0=>d(l;(ỌỊ/z)) = 2<R. 
Mặt phẳng ( 0 x 2 ) : y = 0 => d(í;(Oxz)) = 1 < R . 


Câu 4: Đáp án B. 

Ta có: A(l;-2;3), B(5;4;7). 

Gọi I là trung điểm của AB => j(3;l;5). 

Theo bài ra, mặt cầu (s) có tâm í(3;l;5) và bán kính 

R = ẠỀ = A1 = JT7. 

2 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-3) 2 + (y-l) 2 + (z-5) 2 =17. 

Câu 5: Đáp án c. 

Ta có: d(í;(p)) = ll. 

Do (s) tiếp xúc vcd (p) nên mặt cầu (s) có tâm 
j(l;4;-7) và bán kính R = d(/;{p)) = ll. 


Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-l) 2 +(y-4) 2 +(z + 7) 2 =121. 

Câu 6: Đáp án B. 

Mặt cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 -6x + 4y-2z+5 = 0 
<^(x-3) 2 +(y+2) 2 +(z-l) 2 =9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm /( 3;-2;l) và bán kính R = 3. 
Câu 7: Đáp án B. 

I là trung điếm /1B=> j(2;0;3). 

Do (s) nhận i4B là đường kính nên mặt cầu (s) có 
AB r 

tầm I và bản kính AI = ~ - = v3. 

2 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-2) 2 +y ỉ +(z-3) 2 =3. 

Câu 8: Dáp án c. 

Mặt cầu (s) có tâm í(2;-l;3) và bán kính R. 


C = 8jc=»r = 4. 

Mặtphẳng (p):2x-y~2z + 10 =0. 
=>d(í;(P)) = 3^R = > /d 2 (/;(P))+r 2 -5. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 


(x-2) 2 +(y + l) 2 +(z-3) 2 =25. 


Câu 9: Đáp án c. 

Phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ giác ABCD có 
dạng: 

X 2 4-y 2 +z 2 -2ax-2by-2cz+d = Q (ĐK: a 2 +b 2 +c 2 >d) 
Do (s) ngoại tiếp ABCD nên A, B, c, D € (s) 


3-2a-2b-2c+d = 0 
ố-2a~4b-2c+d - 0 
6-2«-2fc-4c + d = 0 
9-4ữ-4ỉ>-2c + d = 0 
3 

a = — 

2 

b = - 

2 (thỏa mãn) 

. .3 

c = -~ 

2 

d = -6 


2a + 2 b + 2 c + d — 3 
2fl + 4fc + 2c + d = 6 
2đ + 2ỉ» + 4c+d = 6 
4fl + 4& + 2c + d = 9 



Câu 10: Đáp án c. 

Mặt cầu (s) có tâm í(l;2;-3) và bán kính 

R = M = Vỉx3. 
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Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 


( x - 1 ) 2+ (y-2) 2 +(z + 3) 2 =53. 

Câu 11: Đáp án D. 

Ta có: AB là đưòng kính 
ỉ là trung điểm AB=>lị l;0;-2). 

Mặt cầu (s) có tâm 7(l;0;-2) và bán kính 
R = ỈA=S . 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

[x~\) 2 +y 2 +{z+2) ĩ =5. 

Càu 12: Đáp án A. 

Phân tích: ta có nếu hai mặt phẳng tiếp diện của (s) 
tại A và B vuông góc với nhau thì hai vtpt của hai 
mặt phẳng này cũng vuông góc với nhau. Mà hai 
vtpt của hai mặt phắng này chính là IA,IB . Với 
l (l;0;-2) là tâm của mặt cầu (s) . 

Vậy ta có hai điều kiện sau: 

1. d cắt (s) tại hai điểm phân biệt. 

2. IAIB = 0. 


Lòi giãi: Đế thỏa mãn yêu cầu đề bài thì trước tiên d 
phải căt mặt cầu, tức là phương trình 

(2-í) 2 +f z + ( m+f ) 2 _2.(2-f)+4.(w+í)+l = 0 có hai 

nghiệm phân biệt. 

<=> 3f 2 + 2(m + l)í + m 2 +4m+l =0 
Phương trình có hai nghiệm phân biệt khi 
A' > 0 o(m + l) 2 -3m 2 -12m-3 >0 
<^>m 2 +5m+l<0 . 

Vói phương trinh có hai nghiệm phân biệt , áp dụng 
đụih lí Viet ta có ụ, = 5Ĩ±|2lỊ ;(i +lj 
Khi đó 

Ú = (l-t 1 ;t 1 ; m+ 2+t l ),ỈB = (l-t ĩ ;t 2 ;m+2 + t 2 ). 

Vậy 

ZẢ2B=(l-f 1 )(l-í 2 )+f l í 2+ ( OT+ 2+f l )( m+ 2+f 2 ) = 0 
o3í,t 2 +(m+l)(t I +f 2 )+( m+ 2) í + i=0 


ọ 

<=>m 2 +4m + l-^(m + l) 2 +(m + 2 ) 2 +l = 0 


m=~ 1 
m = -4 


(TM). 


Câu 13: Đáp án c. 

Mặt cầu (s): X 2 + Ị/ 2 + z 2 +2x + 6y-4z~2 = Q 
<=>(x + lf +(y+3) 2 +(z~2f =4 2 . 

Vậy mặt cầu (s) có tâm /(- 1;-3;2) và bán kính 
p = 4. 


The best or nothing 

Càu 14: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm /(l;2;-3) và bán kính R = 2. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 


( í - 1 ) 2 +(y-2) 2 +(z + 3) 2 =4. 

Câu 15: Đáp án B. 

Mặt cầu (s) có tâm J(l;-2;l) và bán kính 2? = 2. 
Mặtphẳng (P):x-2y-2z+3 = 0. 

đ {k{P)) = 'Z = R => (p) tiếp xúc với (s). 

Càu 16: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm /(-1;2;3) và bán kính R = 5. 
(s) và (a) không có điểm chung 


o 


<*(*(«))>*• 


-2 + 2-6 + m | 


->5 


om 


- 6| > 15 . 


m >21 
m<- 9 


Câu 17: Đáp án B. 

Ta có: íe(d)=> J(f;-l;-f). 

(s) tiếp xúc với ( p ) và (Q) 

o|f-2-2f+3| = |í-2-2f+7| 

HMHM 

ol-2f+f 2 =25-10f + í z 


o 8f = 24 o í = 3. 

o /(3;-l;-3) o Mặt cầu (s) có tâm í(3;-l;-3) và 


bán kính p = rf(/;(p)) 


2 

3' 


Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 


(*~ 3 ) 2 +(y + l) 2 +(z + 3) 2 =|. 

Câu 19: Đáp án B. 

Mặt cầu (s) : (x - 1) 2 + (y + 2) 2 + (z - 2) 2 - 9 - m = 0 

o(x-l) 2 +(y + 2) 2 +(z-2) 2 =m + 9 
=>m + 9 = 25om = 16. 

Câu 20: Đáp án B. 

Mặt cầu (s): X 2 +Ĩ/ 2 +z 2 -2x + 4y-6z + 9 = 0 
«(^-l) 2 + (y + 2) 2 +(z-3) 2 =5. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm /(l;-2;3) và bán kính 

R = s. 

Câu 21: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) : (x - 2) 2 +(y + 1) 2 + (z - 1) 2 = 9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm /(2;-l;l) và bán kính R = 3. 
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Câu 22: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm I và bán kính R. 

x = 0+2t 
Đường thắng d:- y = 3+* 

2 = 2 +* 

/e(d)=>/(2í;3+í;2 + í). 

Mặt khác /e(P)=>2í-2(3 + *) + 2(2 + í) = 0 

o2*-6-2f + 4 + 2í = 0<=>* = l 

=>/(2;4;3). 

(s) tiếp xúc với (Q)=>R = d(/;(Q)) = ^- 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

{x-2Ĩ+b-4f ị 
Càu 23: Đáp án c. 

x = l + t 

Đường thẳng ả: y -2-2i 
2 = 2 + * 

Mặt cầu (s) có tâm I và bán kính R. 

Do Ieđ=>/(l + t;2-2f;2+t). 

(s) qua A và (s) tiếp xúc với (p) =>L4 = íỉ(j;(P)) 

, . „ , . 2 ĩl+í-2(2-2f)+2(2+*)+lT 

o i 1 + 4* 2 + (* + l) 2 = ± ~Ỷ '— À - 

.. _ (l + *-4+4* + 4 + 2í + l) 2 
9 

(2 + 7í) 2 
o6t 2 +2f + l= v ■ f 
9 

o5í 2 -10í + 5 = 0 
o(í-lf=Ooí = l 

=> Mặt cầu (s) có tâm í(2;0;3) và bán kính R = 3. 
Vậy phưcmg trình mặt cầu (s) là: 

(x-2) í +y 2 +(z-3) 2 =9. 

Câu 24: Đáp án D. 

Tacó: c = 8tĩ = 2ĩư =i- r = 4. 

(s) : (x + 1) 2 + (y- 2) 2 + (z -3) 2 + m -17 = 0 
o(x+l) 2 +(y-2) 2 +(z~3) 2 ~17-m (m<17) 

=> Mặt cầu (s) có tâm /(-1;2;3) và R 2 =1 7-m. 
Theo bài ra ta có: R 2 = ả 2 ự; (p))+ r 2 

<=>17-m = 4 + 16<=>m = -3 (thỏa mãn) 
Câu 26: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) : x 2 +y 2 +z ỉ +2x-6y-4z+5 = 0 


Ngọc Huyền LB 

o(x+l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 =9. 

Vậy mặt cầu (s) có tâm j(-l;3;2) và bán kính R = 3. 

Cáu 27: Đáp án A. 

Mặt cầu (s):(x-3) 2 :+(y+2) 2 +(z-l) 2 =100 
=> (s) có tâm Ị (3; -2; l) và bán kính R = 10. 
Mặtphẳng (p):2x~2y-z + 9 = 0 

=>d(;;(P))=6^r=^R ! -í(í;(P))=8. 

Câu 28: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm /(- 1;3;2) và bán kính R(R>0). 
Mặtphẳng (p):2x + 2y + z + 3 = ũ 

Do (s) tiếp xúc với (P)=>R = đ(í;(P)) = 3. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x+lỴ + (y-3)\(z-2f=9. 

Câu 30: Đáp án A. 

Ta CÓ: te = => » “ [se, bo] = (1; 2;3) 

BD = (-4; -1;2) L J 

Mặt phẳng ( BCD) có vectơ pháp tuyên n = (l; 2; 3) và 

đi qua điểm c(0;2;l). 

Phương trình mặt phẳng (p) là: 

x+2(y-2)+3(z-l) = 0 

ox + 2y + 3z-7 =0 

d(A;(BCD)) = JĨ 4. 

Mặt cầu (s) có tâm I (3; -2; -2) và bán kính R (R > o). 
Do (s) tiếp xúc với (BCD) => R = dịA;[BCDỴ) = yỊĨĨ. 
Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-3) 2 +(y + 2) 2 +(z + 2) 2 =14. 

Câu 32: Đáp án A. 

Mặt cầu (s) có tâm / và bán kính R(R>0). 

Do IeOx=>l[a; 0;ữ) 

Lại có (s) qua A,B =>IA = IB 

»(«-l) 2 +5 = («-3) 2 +l 
o4a = 4oũ = l 

=> Mặt cầu (s) có tâm í(l;0;0) và bán kính 
R=IA = 'j5. 

Vậy phương trình mặt cầu (s) là: 

(x-l) Z +y 2 +z 2 =5. 
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The best or nothịng 



Hệ thống 10 
đề tổng ôn 
luyện 


Chủ để 8: Tổng ôn luyện 

Luu ?'• Đáp án và lòi ỡâi chi tiết của 10 đề tổng ôn luyện sẽ được gửi qua Mail. 
Quý độc giả vui lòng khai báo sách chính hãr.g tại website cong;. bí! ,.;i í „ để nhận 
được Mail. Cứ 2 ngày, quý độc giả sẽ nhận được đáp án và lời giải chi tiết 1 đề qua 
Mail, tính từ ngày đầu tiên khai báo sách chính hãng. 


ĐẼ Tự LUYỆN 50 1 

(THPT Lam Kinh) 


Càu 1: Cho hình lập phưong có cạnh bằng ữ và 
tâm o. Tính diện tích mặt cầu tâm o tiếp xúc 
với các mặt của hình lập phương. 

A. 2? lữ 2 B.8 m 2 c. na 2 L>.4rai 2 

Câ u 2: Cho hàm số y = Số tiệm cận của đồ 

thị hàm số là: 

A.o B. 2 c. 3 D.l 

Câu 3: Cho hình trụ có bán kính đáy bằng a. cắt 
hình trụ bới một mặt phẳng song song với trục 
của hình trụ và cách trục cùa hình trụ một 
khoảng bằng a ta được thiết diện là một hình 
vuông. Tính thể tích khối trụ. 

. 7XỞ 'Ỉ3 , 

A - B. to 3 V3 c. 7W 3 D.3 rar 3 

Câu 4: Cho m = log 2 20. Tính lo g20 5 theo m 
được: 

A. ~ B. ~ C. — D, — 

m tn 2-m m 

Càu 5: Đặt / = f - — _ dx, khi đó: 

J e +1 

A. ỉ=e* +X+C B. / = -— + c 

e* + ĩ 

g* 

c / = ln -rTT + C D. I = ln|e* + lUc 
e +1 II 

Câu 6: Thể tích khối láng trụ đứng ABC.A'B'C' 

có đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, mặt 

bên BCCB' là hình vuông cạnh 2 a là: 

A. o 3 B. 2 c. ~ D. 2 a 3 
3 

Câu 7: Tim tất cả các giá trị của tham số m để 
phương trình ự - + m = 0 có nghiệm. 


A. -2 < m < 2 B. m> 2 

c. 0<m<2 D. -2 < m < 0 

Cáu S: Hàm số /(*) = 2 X có đạo hàm là: 

A. X.2 x ~ l B. 2 x ln2 c. D. 2* 

ln2 

_ (***)*• 

Câu 9: Rút gọn biểu thức P = ±——L - 
“ a-t-Ka'-* 

(Q<a*ÝJ được kết quả là: 

A. B. ~ C.1 D. a 3 

a 

Càu 10: Hàm số ỵ = /(x) có đạo hàm là 

f W = 2Ĩ3ĩ và A 1 )' 1 M /(5) bàng: 

A. In3+1 B. In2 c. In2 + 1 D. In3 
Câu 11: Tim tất cả các giá trị của tham số m để 
hàm số y = x* -2(m + l)r 2 +m 2 -1 đạt cực tiểu 
tại r = 0. 

A. m<- 1 B. m > 1 hoặc m<- 1 

c. m--l D. m<- 1 

Càu 12: Hàm số nào dưới đây nghịch biến trên 
tập xác định của nó? 

A. y=-log, r B. y=log 2 í^ 

c. y = log,x D. y = log 2 r 

Câu 13: Một lóp học sinh tổ chức đi tham quan 
nhân Lê hội Lam Kinh năm 2016. Đế có chỗ nghỉ 
ngơi, các em đã dựng ữên mặt đất phẳng một 
chiếc lều từ một tấm bạt hình chữ nhật có chiều 
dài 12 mét và chiều rộng 6 mét bằng cách: Gập 
đôi tam bạt lại theo đoạn nối trung điếm hai cạnh 
là chiều rộng của tấm bạt sao cho hai mép chiều 
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dài còn lại của tấm bạt bám sát mặt đất và cách 
nhau X mét (xem hình vẽ). Tun giá trị của X đế 
không gian phía trong lều lớn nhất? 


Ĩ2m 


X 

A. x = 4 B. X-3\Í3 

c. x=3 D. x = 3\ỊĨ 

Càu 14: Cho hàm số y = /(*) có đồ thị như hình 
vẽ bên. Xác định tất cả các giá trị của tham số m 
để phưong trình /(*) = m có 2 nghiệm thực phân 
biệt. 




A. 0<m<4 B. m> 4; m-ũ 

c. 3<m<4 D. 0<m<3 

Câu 15: Các giá trị thực của tham số m sao cho 
hàm số f(x) = x i -2ịm-2)x 2 + m 2 -1 có đúng 
một cực ữị? 

A. m< 2 B. m> 2 c. m> 2 D. m< 2 

Câu 16: Trong các khẳng định dưói đây, khẳng 
định nào sai? 

A. logxcOo-Ocxcl 

B. logj a = log t b o a = b > 0 

3 3 

c. lnx>0<í>a:>l 

D - loẽ 05 a>los ữi5 b< 2 >a>b >0 
Câu 17: Cho hình trụ có chiều cao h, bán kính đáy 
là R. Diện tích toàn phần của hình trụ đó là: 

A. = nR^R+2Jtj B .S lp =nR(R+h) 

c. s ¥ =2nR(R+h) D. =iĩR(ZR+h) 

Câu 18: Lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' có góc 
giữa hai mặt phẳng (A'BC) và (ABC) bằng 60°, 
cạnh AB-a. Tính thể tích khối đa diện ABCCB’. 


a. 3 4 b .iệ. C.W5 D.Ẽ^ 

4 4 8 

Câu 19: Hàm số y = X 3 + 2x 2 + X + 1 nghịch biến 


trên khoảng nào? 



(-co;+oo) D. (-oo;-l) 

Câu 20: Cho hàm số ỵ = ịx+l)x 2 +ĨĨ1X+1 có đồ 
thị (c) . Tim số nguyên dương nhỏ nhất m đế đồ 
thị (c) cắt trục hoành tại ba diêm phân biệt. 


A. m = 4 B. m= 3 c. m = 1 D. m= 2 

Câu 21: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh a. Đường thẳng SA vuông góc vói 
mặt phẳng đáy, SA=a. Gọi M là trung điểm của 
cạnh CD. Tính khoảng cách từ M đến mặt phang 
(SAB). 

A. W2 B. 2íĩ C.a D. 

Cầu 22: Cho hàm số g(r) = ỉogj (x 2 -5x + 7). 

2 

Nghiệm của bất phương trình g(x) >0 là: 

A. x>3 B. x<2 hoặc x>3 

c. 2<x<3 D. x<2 

Câu 23: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh a , SA vuông góc với mặt phẳng đáy 
( ABCD) và SA = a. Điểm M thuộc cạnh SA sao 


orvi v X 

cho ^Ỷ = k. Xác định k sao cho mặt phăng 
SA 

(BMC) chia khối chóp S.ABCD thành hai phần 


có thê’ tích bằng nhau. 

A.k = ìiầ 


2 

c.k=B±Â 


2 


B. k = 

D. fc = 


-1 + 75 
2 

1 + 75 
4 


Câu 24: Người ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính 
r vào một cái lọ hình trụ sao cho tất cả các viên bi 
đều tiếp xúc với cả hai đáy, viên bi nằm chính 
giữa tiếp xúc với 6 viên bi xung quanh và môi 
viên bi xung quanh đều tiếp xúc với các đường 
sinh của lọ hình trụ. Khi đó diện tích 1 đáy của 


cái lọ hình trụ là: 


A. 1ÓTƯ 2 B. 36-rcr 2 c. 9kĩ 2 D. 18nr 2 
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Cân 25; Phương trình (l,5) = có nghiệm là; 

A. x=2 B. X = 1 c.x = ị D.x = - 

3 2 

Câu 26: Cho hàm số y = -X 3 + 3x 2 + 9x + 2. Đồ thị 
hàm số có tâm đối xứng là điểm: 

A.(l;14) B.(l;13) C.(-1;0) D. (l;l 2 ) 

Câu 27: SỐ nghiệm của phương trình 2 2ií_7 * +s =1 là: 

A -0 B.2 C.l D.3 

Câu 28: Tập xác định của hàm số y = yjlog 2 x~ì 
là: 

A. [2;+co) B. (2;-K») c. (ũ;l) D. (l; 4 oo) 

Cau 29: Phương trình 9* -2 .6* +m 2 4 x =0 có hai 
nghiệm trái dấu khi: 

A. m<-l hoặc m>l B. m>~ 1 
c. me(-l;0)u(0;l) D. m<l 

Càu 30: Hình chóp tứ giác đều có bao nhiêu mặt 
phẳng đối xứng? 

A-l B.2 C. 3 D. 4 

Càu 31: Giá trị của biếu thức 64 ỉl08ỉl ° bằng: 

A.200 B.400 C. 1000 D. 1200 

Câu 32: Giá trị của tham số m đê’ phương trình 
4 X -2m.2 x + 2m = 0 có hai nghiệm phân biệt 
sao cho x l +x z =3 là: 

A. m = 4 B. m = -l c. m = -2 D. m = 3 

Câu 33: Phương trình logịx-5 log 2 X + 4 = 0 có 2 
nghiệm x ĩ ;x 2 , khi đó tích x r x 2 bằng: 

A - 22 B. 16 C.32 D. 36 

Câu 34: Khối nón có độ dài đường sinh là a, góc 
giữa một đường sinh và mặt đáy là 60°. Thể tích 
khối nón là: 

B Ể m3 D |’“ 3 

Câu 35: Cho hình tứ diện SABC có SA,SB,SC 
đôi một vuông góc; SA=3a, SB = 2ữ, sc = a. 
Tính thế tích khối tứ diện SABC. 

A. a 3 B. 2 a 3 c. ị D. 6a 3 
2 

Câu 36: Tính ịí-v/x 2 ' + — ìđx, kết quả là: 


__ The Best or no t h i ng 

A. |^+41n|*|+c B. |^7-4In|a| + C 

C§^ + 41n H + C D. +4ìnịxị + c 

Càu 37: Số giao điếm của đồ thị hàm số 
y — ~ x * - 2x 2 - 1 với trục hoành là: 

A.l B.o c. 3 D. 2 
Câu 38: Đặt I = j>dx, khi đó: 

A. / = ^. + c B. J = 3 x In3+C 

X 


C./=3 X +C D. / = -£_ + c 

Ỉn3 

Càu 39: ĐỒ thị như hình bên là của hàm số nào? 



A. y = x 3 -3x + l B. y = -x 3 + 3x 2 + l 

c. y = -x 3 -3x 2 -l D. y = x 3 -3x-l 
Cáu 40: Tập nghiệm của bất phưong trình 
log 3 2 x<log 3 í + 4 là: 


A. I r;9 


B. 


0;r 




"+3"J -ự'3i C -( 0;9 ] D |_3 ; ’J 

Câu 41: Cho hàm số y = x 3 -x-1 có đồ thị (c). 

Phương trình tiếp tuyến của (c) tại giao điểm 

của (c) với trục tung là: 

A. y = -x+l B. ỵ = ~x-l 

c. y = 2x + 2 D. y = 2x-l 

2 

Câu 42: Biểu thức a 3 .-Ịã (0< + l) được viết dưới 
dạng lũy thừa với số mũ hữu tỉ là: 

I - 6 ỊỊ 

A fl 6 B. a 6 C . a 5 D. a 6 

Câu 43: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 

cạnh đáy bằng a, góc giữa mặt bên và đáy bằng 

60°. M là trung điếm của cạnh SD. Tính theo a 

thể tích khối chóp M.ABC. 


K.ỈỆ. 

24 2 


c. 


VÊ 


D. — 
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Câu 44: Cho các số thực dương a, b, X, y vói 
a* 1, b 5*1. Khẳng định nào sau đây là khẳng 
định sai? 

A. ln-Ặ= = lnx-Ậlny 

-Ty 2 

B. y = x 3 + 2x 2 +x + l 


c. log 0 Mog t fl = l 
D. log a x+log^y = Iog a (*y 3 ) 

Câu 45: Cho x,y là các số thực dương, rút gọn 


í 1 


biểu thức K = 




1-2J— + — Ị ta được: 


A. K=x B. K=x+ 1 

c. K=2x D. K=x-1 

Câu 46: Tun tất cả các giá trị của tham số m sao 
cho hàm số y~-x + m-Ịx -1 có cực trị. 

A. m< 0 B. m > 0 c. m> 0 D. m< 0 

Câu 47: Cho 0<a^l. Khi đó giá trị biểu thức 
log^a 5 bằng: 

A. ị B. 10 c.ị D. 

2 5 10 


Ngọc Huyền LB 

Câu 4S: Tổng của giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất của hàm số y=z 3 -3r 2 +ltrên đoạn [-2; 4 ] là: 


A. -18 B. -22 c. 14 D. -2 
Câu 49: Khi sản xuất vỏ lon sữa hình trụ, nhà sản 
xuất luôn đặt mục tiêu sao cho chi phí nguyên 
liệu làm vỏ lon lầ thấp nhất, tức diện tích toàn 
phần của vỏ lon hình trụ là nhỏ nhất. Muốn thể 
tích của lon sữa bằng 1 dm 3 thì nhà sản xuất cần 
phải thiết kế hình trụ có bán kính đáy R bằng 
bao nhiêu để chi phí nguyên liệu thấp nhất? 



Càu 50: Tun họ nguyên hàm J [?>x - 1) 5 dx. 
(3x-ìf . o (3*-l)‘ 

a ..ÌÍĨ_±L + C B ' ~ 18 +c 

c&_± + C D,l(3í-fc 
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ĐỀ Tự LUYỆN SỐ 2 

(THPT Đông Sơn - Thanh Hóa) 


The best or nothing 


Cáu 1: Tập hợp các giá trị của m để hàm số 
X 3 X 2 , 

y~ 3 + Y + (m-4)x-7 đạt cực tiếu tại X = 1 là: 

A. 0 B. {0} c. {1} D. {2} 

Câu 2: Tính thể tích của khối lăng trụ tam giác đều 

có cạnh đáy bằng 2 íỉa/ 3 và đường chéo của mặt 
bên bằng 4 a. 

A. 12fl 3 B. eSi a 3 c. 2 £# D. 4 a 3 

Cau 3: Căt một hình trụ bởi một mặt phẳng qua 
trục của nó ta được thiết diện là một hình vuông 
có chu vi bằng 40cw. Tìm thể tích của khối trụ đó. 

A. 1000 w B. ^cm 3 

3 

C. 250ra7n 3 D. lóOOOcm 3 

Càu 4: Tim tất cả các giá trị của m đế hàm số 

y - 2 x- m đông biến trên môi khoáng xác định. 

A. (-h»;-2)u(2;+co) B. me(^o;-2]u[2;+oo) 

C. ~2<m <2 D. -2<m <2 

Câu 5: Tính tích phân I = Ị — được kết quả 
W3x + 1 

/=flln3+bln5. Giá trị c^+ab+Sb 2 là: 

A-4 B.l c.o D.5 

Câu 6: Tính diện tích toàn phần của hình bát diện 
đều có cạnh bằng yỊỈ. 

A- 3 B. 6 c. 3^3 D. 2\Ỉ3 

Câu 7: Biết = — Giá trị của 10“ là: 

Iog 2 10 

A. 1 B. log 2 10 c. 4 D. 2 

Câu 8: Phương trình log 2 (x - 3) + log 2 (x - 1) = 3 có 
nghiệm là: 

A. x = ll B. x=9 c. x=7 D. x=5 

Câu 9: So giao điểm của đồ thị hàm số y = X 3 — 4x 
và trục Ox là: 

A- 0 B. 2 c. 3 D. 4 

Câu 10: Đo thị hình bên dưới là của hàm số: 



ỉ 

< 

y 

V * 

-1 

o 



~2 



, „ 3~2x 

B.y = 

\~2x 

A. y=- 

x + ĩ 

x-1 

r 1-2* 

D. y= 

1-2* 

l-x 

x + 1 

Càu 11: Giá 

trị m 

để hàm số 

F(x) = m* 3 + (3m+ 

2)x 1 -4x + 3 

là một nguyên 


hàm của hàm số f(x) = 3x 2 + ĨOx-4 là: 

A. m = ĩ B. m=2 C. m = 0 D. m = 3 

Cáu 12: Bất phương trình: 

lo 8iỊ^ 2 -x-^j<2-log 2 5 có nghiệm là: 

A. X € (-co; -2] u [l; -Ko) B. xe[-2;i] 

c. xe[-l;2] D. re(-<»;-l]u[2;-K») 

Càu 13: Hàm số y = -x 3 -3x 2 + 2 có đồ thị nào 
dưới đây? 





c 


Ỉ3. 



Câu 14: Các nghiệm của phương trình 
(■^2 — l] + [V2 + 1 j - 2-^2 = 0 có tổng bằng: 

A .2 B.3 c. 0 D. 1 
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Câu 15: Giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm 
SỐ f{x) = 2x 3 -3X 2 -12x + 10 trên đoạn [-3; 3 ] là: 

A - pg/W =1; pỆỊ/Oh- 35 
B - P^/W =1; fg)/W =- 10 
c pạ/W= 17; fS}/M = - 10 
D - p^/W =- 35 

Câu 16: SỐ nghiệm của phương trình 
2 2+x -2 2 ~ z =15 là: 

A. 1 B. 0 c. 2 D. 3 


Câu 17: Một công ty bất động sản có 50 căn hộ cho 
thuê. Biết rằng nếu cho thuê mỗi căn hộ vcd giá 
2.000.000 đồng một tháng thì mọi căn hộ đều có 
ngưòi cho thuê và cứ mỗi lần tăng giá cho thuê mỗi 
căn hộ 100.000 đồng một tháng thì có thêm hai căn 
hộ bị bỏ ữống. Hỏi muốn có thu nhập cao nhất, 
công ty đó phải cho thuê mỗi căn hộ với giá bao 
nhiêu một tháng? Khi đó có bao nhiêu căn hộ cho 
thuê? 

A. Cho thuê 5 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 

B. Cho thuê 50 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.000.000 đồng. 

C. Cho thuê 45 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 

D. Cho thuê 40 căn hộ với giá mỗi căn hộ là 
2.250.000 đồng. 


2x + ì 

Câu 18: ĐỒ thị hàm số y = — —— 


có tâm đối xứng 


là điểm nào dưới đây? 

A. (l;2) B. {-!;!) c. (2;l) D. (l;-l) 


Càu 19: Tìm nguyên hàm của hàm số: 

ịịx 2 +ị-2j?jdx. 

A. ị + 3ln x-ịjỹ?+c 

3 3 

B. -ị+3]iỉịx\-ị&+c 

3 3 


C. ị+3]n\x\+ịsl7+c 

3 3 

D. |-31n|*|-f v?+c 


Câu 20: Giá trị cực đại của hàm số y=x ĩ - 3x+2 là: 


A. 1 B. 0 C. -1 D. 4 


Ngọc Huyền LB 


Câu 21: SỐ đường tiệm cận của đồ thị hàm số 
-Ịx 2 +2x ,, 


v = - — là: 

* x-2 

A.2 B. 1 c. 3 

2 

Câu 22: Tính K = J {2.X - 1 ) ln xảx. 
1 

. „ _ 1 „ „ 


D.o 


A. K = 21n2“ 

2 

c. K = 21 n 2 +ị 
2 


B. K = ~ 

2 

D. K = 21n2 
ax + b 


Câu 23: ĐỒ thị hàm số y = — — - — có tiệm cận ngang 
2 x+c 

y = 2 và tiệm cận đứng X=1 thì a + c bằng: 


A.l B. 2 c. 4 D.6 

Câu 24: Tổng diện tích các mặt của một khối lập 
phương là 600 cm 2 . Tính thế tích của khối đó. 

A. lOOOcm 3 B. 250cm 3 c. 750cm 3 D. 1250cm 3 
Cáu 25: Cho hàm số có đồ thi như hình bên. 



Trong các mệnh đề dưới đây mệnh đề nào sai? 

A. Hàm SỐ có 4 điểm cực tiêu 

B. Hàm SỐ đồng biến trên 4 khoảng 

C. Hàm số nghịch biến trên 4 khoảng 

D. Hàm SỐ có 5 điếm cực đại 


Câu 26: Tập xác định của hàm số y = ■ - ■ là: 

yjx-x 2 +2 

A. D = (2;-ko) B. D = (-l;2)\{0} 

c. D = (-l;2) D. D = (0;2) 

Câu 27: ĐỒ thị hàm số nào sau đây có 1 đường tiệm 
cận. 


A. y = y]x 2 - lx + 10 + x B. y = ĩ—^ 




D.y = 


X 2 +X+1 

X 2 -4 


Câu 28: Trong không gian, cho tam giác ABC 
vuông tại A, AB = a và AC = a-j3. Tính độ dài 
đường sinh ỉ của hình nón, nhận được khi quay 
tam giác ABC xung quanh trục AB. 

A.l-a B. l=a-JĨ 
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The best or nothín; 


C.Ỉ = aS D. l=2a. 

Cau 29: Cho ham số phù họp với bâng biến thiên 
sau: 


.* 1 -°° -1~ 7.3 +CC 

ý \ - o' + 0 - 



Phát biểu nào sau đây là đúng? 


A. Hàm số nghịch biến trên (-oo;l)u(3;+*o), 
đồng biến trên (l;3) 


B. Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
Ị^;-jj;(l;+co) đồng biến trên 

c. Hàm số nghịch biến trên các khoảng 
(-co;l);(3;-H») đồng biến trên (l;3) 


D. Hàm số nghịch biến trên 


đồng biến trên 




Câu 30: Hai khối chóp fân lượt có diện tích đáy, 
chiều cao và thế tích là và B 2 ,h 2 ,V 2 . Biết 

B, = B 2 và \ =2h 2 . Khi đó ^ bằng: 


A.2 bí C.I D.3 
Câu 31: Cho đồ thị: 

(c):y=* 3 Smx 2 +(3m-l)*+6m. 

Tưn tất cả các giá trị của tham số m đê’ đồ thị hàm 
so (c) căt trục hoành tại ba điếm phân biệt có 
hoành độ x ư x 2 ,x 3 thỏa mãn diều kiện 
Xi+xI+xI+ Xị x 2 x 3 = 20. 

A- m ~3~ = 

c. m = ĩẨỂ. D . m= ĩìM. 

3 3 

Câu 32: Cho *,y là các số thực thỏa mãn 

l°ê4 ( x + 2y) + log 4 (* - 2y) = 1. Giá trị nhỏ nhất 
của biểu thức là: 

A. V 2 B. s c 1 D. 0 


Càu 33: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m 


sao cho hàm số 


khoảng 



tan*— 2017 
tan*- w 


A. 1 < m < 2017 

B. m < 0 hoặc l<m<20l7 
c. m<0hoặc 1 < m < 2017 
D. m>0 


đồng biến trên 


Cáu 34: Cho hình lăng trụ ABC.A'B'C' có đáy là 
tam giác đều cạnh a, đinh A' cách đều các điểm 
A, B, c. Mặt phẳng chứa BC và vuông góc 
với AA' cắt lăng trụ theo một thiết diện có diện 

tích bằng Tính theo a thể tích khối lăng trụ 
ABC.A’B'C. 

Câu 35: Với giá trị nào của m thì đồ thị hàm số 
y = -* 3 + mx 2 + ịm + 6)x - ( 2 m + 1 ) có cực đại, cực tiếu. 
A. me(-co;-3)u(2;+oo) 

13. m e (-M; - 3 ) KJ (-2; +co) 
c. rae(-<o;-2)u(3;+<») 
o. me(^o;2)u(3;+co) 

Càu 36: Biết rằng bất phưcmg trình 

l0g,(^ + 3 ĩ ) < ĩỉii^ĩ) CÓ tập n s“ ệm là 

s=(a;fe). Khi đó giá trị cúa a 2 +b 2 bằng: 

A. ~ B.ị c.m d M 

64 9 ' 576 '9 

Câu 37: Cho hình chóp S.ABCcó đáy ABC là tam 
giác đều cạnh a, SA vuông góc với mặt đáy và 
SA=cl Tính diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình 
chóp S.ABC. 

A. g 7 na 1 7to? 2 

7 '12 '3 7 

Câu 38: Cho các hàm số y = * 4 ~2* 2 -3, 

y = -2* 4 +x 2 -3, y = |* 2 -l|-4, y = * 2 -2|xỊ-3. 

Hỏi có bao nhiêu hàm số có bảng biến thiên dưới 

áây? 


• * 

-co -1 


0 

1 +00 

ị y' 

- 0 

+ 

0 - 

0 + 

i y 

+00 

V 

/ 

X 

+ +0O 

\-4/ 

A. 

1 B. 3 


c. 2 

D.4 
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Câu 39: Với giá trị nào của ra thì hàm số 

Ị/ = -^x 3 +(ra-l)x 2 +(m+3)a:-4 đồng biến trên 
3 

khoảng (0;3). 

, 12 „ _ 12 _ 12 12 

A. ra>— B. ra<~- c. ra<-- D. m>~ 

7 7 7 7 

Càu 40: Gọi AÍ là điểm thuộc đồ thị : y = — — - 

sao cho tiếp tuyến của (c) tại M cắt hai tiệm cận 
của (c) tại hai điểm A, B thỏa mãn AB = 2 -JĨÕ. Khi 

đó tồng các hoành độ của tất cả các điếm M như 
trên bằng bao nhiều? 

A. 5 B.8 c. 6 D. 7 

Câu 41 : Tìm tất cả các giá trị của tham số ra sao cho 
phương trình log 2 (-x 2 -3x-ra + lo) = 3 có hai 

nghiệm phân biệt toái dấu. 

A, m< 4 B. ra< 2 c. m>2 D. m> 4 
Càu 42: Diện tích hình phẳng giói hạn bời đồ thị 
của hàm số y=-2x 3 + x 2 + x + 5 và đồ thị (c) của 
hàm SỐ y - X 2 - X + 5 bằng: 

A. 3 B. 1 c.o D.2 

Cáu 43: Cho X 2 -xy + y 1 = 2. Giá trị nhỏ nhất của 
p = x 2 +xy + y 2 bằng: 

A. 2 B. — c.ị D.ị 

3 6 2 

Câu 44: Đáy của một khối hộp đứng là một hình 
thoi cạnh a , góc nhọn bằng 60°. Đường chéo lớn 
của đáy bằng đường chéo nhỏ của khối hộp. Tính 
thể tích của khối hộp đó. 

A.3«1 b ìậ c iA 

2 2 3 2 

Câu 45: Cho hình chóp S.ABCD có đáy ABCD là 
hình chữ nhật có AB=a, BC=2a. Hai mặt bên 
(SAB) và (SAD) vuông góc với đáy, cạnh sc 

hợp với đáy một góc 60°. Tính thế tích khối chóp 
S.ABCD. 

A 2fl 3 -v/ĩ5 B 2 a 3 -JE c fl 3 7Ĩ5 D 

3 3 '3 '3 


Câu 46: Cho hình hình chóp S.ABCD có cạnh 
3 

SA = tất cả các cạnh còn lại đều bằng 1. Tính thế 
tích khối chóp S.ABCD. 

A 3^9 B c _^9 ^39 

'32 96 '32 ' 16 

Câu 47: Để đồ thị hàm số y = x i - 2 mx 2 + m có ba 

điểm cực trị tạo thành 3 đỉnh một tam giác vuông 
cân thì giá trị của ra là: 

A. m = - 1 B. m= 0 

C. ra=0 hoặc m = l D. m = l 

Cáu 48: Một hình trụ có chiều cao bằng 6 nội tiếp 
trong hình cầu có bán kính bằng 5. Tính thể tích 
của khối trụ. 



A. 96tĩ B. 36k C. 192tc D. 48tc 
C âu 49: Cho hàm số y = x* + +9x-m, 

với ra là tham số thực. Xác định ra đê’ hàm số đã 
cho đạt cực trị tại x t ,x 2 sao cho \x^ -Xj|<2. 

A. me [-3;l->/3)^(-l + 73;l] 

B. m e Ị— 3; —1 — KJ ^—1 - yj3i 1 J 

C. me[-3;-l-V5ỊuỊ-l+>£;l] 

D. me(-3;-l->/3)vj(-l + >y3;l) 

Câu 50: Gọi N (t) là số phần trăm cacbon 14 còn lại 
toong một bộ phận của một cây sinh trưởng từ í 
năm trước đây thi ta có công thức 

N(í) = 100.(0,5)^ A(%) với A là hằng số. Biết rằng 

một mẫu gỗ có tuổi khoảng 3574 năm thì lượng 
cacbon 14 còn lại là 65% . Phân tích mẫu gỗ từ một 
công trình kiến trúc cổ, người ta thấy lượng cacbon 
14 còn lại trong mẫu gỗ đó là 63%. Hãy xác định 
tuổi của mẫu gỗ được lấy từ công trình đó. 

A. 3674 năm B. 3833 năm 

C. 3656 năm D. 3754 năm 
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Chú dể B: Tống ôn luvện 


ĐẼ Tư LUVỆN SỐ 3 

(THPT Anh Son) 


The best or 


lOthin; 


Cáu 1: Khối đa diện nào sau đây có công thức tính 

thế tích là V =—B.h (với B là diện tích đáy; h là 
ó 

chiều cao). 

A. Khối lăng trụ. B . Khối chóp, 
c. Khoi hộp chữ nhật. D. Khối lập phương. 
Cáu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt dâu (s):x 2 +y 2 +z 2 -2x-2z~7 = 0, mặt 
phẳng ( py.4x + 3y + m = 0 . Tim các giá trị của m 

để (P) cắt (S) theo giao tuyến là một đường tròn? 

A. UI <11. 

B. m<-19 hoặc OT>11. 

c. -19<m<ll. 

D. m=ll hoặc m--19. 

Càu 3: Cho hình chóp S.ABC có đáy là hình tam 
giác ABC vuông cân tại B, AB = a, biết SA = 2avk 
SẨl^ABC), gọi H và K lần lượt là hình chiếu 

của A trên các cạnh SB và sc. Tính bán kính R 
của mặt cầu qua các điểm A, B, c, H, K. 

A. B. R=a. 

C. R = ay/ 2. D. R = 

2 

Câu 4: Cho hàm số đa thức bậc ba: y =/(*) xác 

định và liên tục trên ?. và có giá trị cực tiểu bằng 
2, có giá trị cực đại bằng 6. Tìm các giá trị của m 
đe phương trình fịx} = m có ba nghiệm thực 
phân biệt? 


A. 2<m<6. 

B. 

m< 2 



m> 6 

C. 2 < m<6. 

D. 

’m = 2 



m = 6 


Câu 5: Cho hình trụ ữòn xoay có hai đáy là hai 
hình tròn (0;jR) và (0';.R).Biết rằng tồn tại dây 

cung AB của đường tròn (o) sao cho AO' ABđều 
và (0'AB) hợp với mặt phẳng chứa đường tròn 
(oỊ một góc 60°. Thể tích của hình trụ là: 


4. V 

B 

7 

7 

c 

D y = 

7 

7 

Câu 6: Tính đạo hàm của hàm số y =e* 2+ * +1 


A. y' = ( 2x + ì)e* 2+ * +l . B. y' = e^ +x . 
c. y'=/ +ItI . D. y' = e 2xtì . 


Càu 7: Bất phương trình: 


log,(3r-2)<log 1 (6 

3 3 



5x) có tập nghiệm: 
B. 

D. (l;-Kx>). 


Câu S: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d có phương trình 


x-8 y - 5 2-8 


-1 


. Vectơ nào sau đây là vectơ 


chi phương của d? 

A. u = (l;-2;l). 

B. «=(-l;-2;l). 


c. Đáp án A, B, D đều sai. 

D. « = (8;5;8). 

Câu 9: Diện tích s của hình phẳng giới hạn bởi đồ 
thị của hàm số y = / x (*);y = / 2 (r) liên tục trên 
đoạn [«; b~j và hai đường thẳng x = a , ,x = b được 


tính theo công thức nào sau đây? 

A - s-hto-m*- 

0 

B -S = J/ 2 (^)dr-j/ 1 (r)dr. 

a a 

c S= Ịả ( x)-f 2 (x)àx. 

D - s= !|/iW“ắWK 

0 


Câu 10: Với /(*);#(*) là hai hàm sốliên tục trên 
tập D và Ắr^O thì mệnh đề nào sau đây là sai: 
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A. Ị[f(x).g(x)]dx = Ịf(x)dx.Ịg(x)ảx. 

B. Ịk.f(x)àx=k.Ịf(x)àx. 

C. Ịf'(x)dx = f(x)+C. 

D. J[/(x) ± g(x)]đx = Ịf(x)dx±Ịg(x)dx. 
Câu 11: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu (s):(x-l) 2 + (y + 2) 2 + z 2 = 25. Tọa 
độ tâm I và bán kính R của (S) ỉà: 

A. í(-l;2;0);R=5. B. /(l;2;0);R = 25. 
c. /(l;-2;0);R = 25. D. /(l;-2;0);R=5. 
Càu 12: Tim m để phương trình 
log 2 x-log 2 x 2 + 3 = m có nghiệm xe[l;8]. 

A. 3< m<6 . B. 6<m< 9. 

c. 2<m<6. D. 2<w<3. 

Câu 13: Cho số phức z thỏa mãn |z-2+2ỉ'Ị = l. 

Giá trị lớn nhất của |zj là: 

A. 4V2-2. B. 3-72-1. 

c 2V2+I. D. 72+2. 

Càu 14: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 

tìm bán kính R của mặt cầu (s) biết rằng mặt 

phẳng Oxy và mặt phẳng (p) : z = 2 lần lượt cắt 

(S) theo hai đường hòn có bán kính lần lượt bằng 
2 và 8. 

A. R=16. B. R = 2TĨ7. 

c. R=6. D. R = 2-765 . 

Câu 15: Cho SỐ phức z = (2-3i)(3+i). Phần ảo 
của SỐ z là: 

A.9. B.7i. C.-7. D.-7L 

Câu 16: Tim các mệnh đề sai trong các mệnh đề 
sau: 

A. Hàm số y = log 2 X là một hàm số đồng biến 
trên khoảng (-co;+co). 

B. Hàm số y = log 2 * là một hàm số nghịch 

3 

biến trên khoảng (0;+<») . 

c. Hàm số y = 2 X là một hàm số đồng biến ữên 
khoảng (-co; +00). 


D. Hàm số y = 


J I là một hàm số nghịch biến 


trên khoảng (-co; 400). 

Câu 17: Phát biểu nào sau đây là đúng? 

A. j x 2 e x dx = X 2 e x r - 2j e x dx. 

0 0 

1 J 1 

B. Ịx 2 e x dx = x 2 e x ị -ịxe x dx. 

0 0 

1 1,1 

c. J x 2 e x dx = 2xe* [ - zỊ xe x dx. 

0 0 

1 J 1 

D. J x 2 e z dx = X 2 e x [ - lị xe x dx. 

Ố 0 

Câu 18: Biết Ị= f-^— dr = a + ỉnb. Với a, b là các 

{x+1 

SỐ nguyên. Chọn khẳng định đúng: 

A. a+2-b. B. a—b—1. 

c. 2 a+b=5. D. a+b= 3. 

Cáu 19: Đáy của hình chóp S.ABCD là một hình 
vuông cạnh a. Cạnh bên SA vuông góc với mặt 
phẳng đáy và có độ dài là a. Thể tích của khối tứ 
diện S.BCD bằng: 


A.ị. 

6 


B.Ặ. 

8 


c -f 


D. — . 


Cáu 20: ĐỒ thị bên là của hàm số nào? 



A.y = 

c.y = 


x + 2 
x+l 
x+3 


B.y = 
D.y = 


2 x + ĩ 
x+1 
2x-l 


1-x x+1 

Câu 21: Cho khối nón ữòn xoay có chiều cao h, 
đường sinh 1 và bán kính đường ữòn đáy bằng R. 
Diện tích toàn phần của khối nón là: 

A. s* = nR(2ỉ + R) . B. Sạ = tcR(ỉ + R) . 

c. =2ic R(/ + R). D. s ¥ =7tR(/ + 2R). 
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Câu 22: Tìm các nghiệm của phưong trình 

ìog 2 (*-3) = 6. 

A. x=67 . B. x = 61. 

c. x=15. D. x = 64. 

Câu 23: Cho các số thực dưong a, b với a*l. 
Khẳng định nào sau đây là khẳng định đúng? 

A - ìo ẽ.y- = log,b. 

B - lo g a ^r = |-2Iog a b. 
c. log a ^ = 2-Ilog 'b. 

n 1 ~„ Võ 1 1 

D.log.^ = ilog.i. 

Cáu 24: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
đường thẳng d:ị^ = ị và hai điếm 

A(0;0;3);B(0;3;3). Tìm tọa độ điểm M thuộc d 
sao cho MA + MB nhỏ nhất. 


A. M(3;3;3). 


B. 

,2 2 2 ; 


Cầu 25: Tun điếm biểu diễn hình học của số phức 
z = 8-9i. 


A. M(8;-9i). 
c. M(8;-9). 


B. M(-9;8). 
D. M(8; 9). 


Câu 26: Đế hàm số y=x 3 +ÓX 2 +3(m + 2)x~m-6 
có cực trị tại hai điểm x í ;x 2 sao cho X l <-1< x 2 
thì giá trị m là: 

A. m<2. B. m>— 1. 

c m<l. D. m> 1. 

Câu 27: Cho SỐ phức z thỏa mãn: 
|z-2|+jz + 2| = 10. Tập hợp điểm biểu diễn số 
phức z có phương trình là: 

X X 2 y 2 

A. 9- + f~ = l. 

25 21 

B. £ + £ = 1. 

16 9 

c. (z- 2 ) 2 +(y + 2) Z =10. 

D. 2x 2 + 5y 2 +2x~4y-10 = 0. 


The best or nothíng 

Câu 28: Cho 3 số thực dương a, b, c khác 1. 

ĐỒ thị hàm số y = log fl x;y - logị, x;y = log c X. 
Chọn khẳng định đúng? 



c a<b<c. D. c<a<b. 

Càu 29: Cho hình chóp S.ABC có A', B' lần lượt 
là trung điểm của các cạnh SA, SB. Khi đó, ti số 

V .... 

S.A8C _ 7 

V. .... 

" S.A'BC 


a -7- B.4. C. ị. D.2. 

4 2 

Càu 30: Một hình trụ có thể tích bằng 16dm 3 . Hỏi 

chiều cao h của hình trụ bằng bao nhiêu, biết bán 

kính đáy bằng 2dm 3 . 

A. h = ~đm . B. h - —ảm . 

71 71 

c. h=—dm. D. h = —dm . 

n n 

Cáu 31: Cho hàm số y =/(*) xác định và liên tục 

trên - và có đồ thị như hình bên. Hàm số / (*) 

đạt cực tiểu tại điểm nào sau đây? 



A. x~~4. B. X--1. 

c. x = 2. D. x = 0. 

Câu 32: Phương trình chính tắc của đường thẳng 
đ đi qua điểm M^l;— 2;5) và vuông góc vói mặt 
phẳng (ct):4x-3y+2z+5 = 0. 
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-4 -3 -2 ■ 

g x-ĩ _ y+2 2-5 
' -3 2 

c *-ĩ^y +2 = z - 5 

'4 -3 2 

D *-^ y +2 ^-5 

'4 3 2 

Câu 33: Hàm số y = ữx 4 + toe 2 + c;(fl 96 0 ) có đồ thị 
hình vẽ. Mệnh đề nào sau đây đúng? 



A. ữ<0;fc>0;c<0. B. a>0;b<Q;c<0. 

c. ữ>0;b<0;c>0. D. «>0;b>ũ;c>0, 

Câu 34: Cho hàm số y = X 3 + 3x 2 + (m+l)x+4m. 
Hàm số nghịch biến hên khoảng (-l;l) khi: 

A. — 10<m<l2. B. m < -10 . 

c. m>2. D. -10<m<2. 

Càu 35: Số giao điểm của hai đường cong sau 
y = x 3 -x z -2x + 3 và y = x 2 -x + ĩ là: 

À. 0. B. 1. C.3. D.2. 

Câu 36: Cho X, y là hai số thực dương và m, n là 
hai SỐ thực tùy ý. Đẳng thức nào sau đây là sai? 

A. B.(*y)"=*\y\ 

c. x m .x n =x m+a . D. X* =(x m ) 2 . 

Câu 37: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (p):x-2y + l = 0. Vectơ nào sau đây 
là vectơ pháp tuyến của (P)? 


A. n = (l;2;0). 

B. n = (l;-2;l). 

c. n = (l; 2 ;l). 

D. «=(l;-2;0). 

Câu 3S: Cho số 

phức z = a+bi thỏa 

2iz + 3z=l+5i. Tim mệnh đề đúng? 

A. a+b=-4. 

b 7 

c. a-b=6. 

D. ab< 0. 


Câu 39: Người ta cần xây một hồ chứa nước với 
dạng khối hộp chữ nhật không nắp có thể tích 


bằng ^^m 3 . Đáy hồ là hình chữ nhật có chiều 

dài gấp đôi chiều rộng. Giá thuê công nhân đế 
xây hồ là 500.000 đồng/m 2 . Khi đó, kích thước 
của hồ nước sao cho chi phí thuê nhân công thấp 
nhất là: 

A. Chiều dài 20m, chiều rộng 10m, chiều cao 

5 

-~m. 

6 

B. Chiều dài 30m, chiều rộng 15m, chiều cao 

10 „ 

27 

c. Một đáp án khác. 

D. Chiều dài 10m, chiều rộng 5, chiều cao 



Càu 40: Tun nguyên hàm của hàm số: 

f(x) = sinóx. 


A. J/(x)dx = ^cos6x+C. 


B. J/(x)cbc=-icos6x + C. 

c. J/(x)dx = cos6x+C. 

D. ịf(x)áx = 6cos6x+C. 

Câu 41: Một người gửi tiết kiệm theo thế thức lãi 
kép như sau: Mỗi tháng người này tiết kiệm một 
số tiền cố định là X đồng rồi gửi vào ngân hàng 
theo kì hạn một tháng với lãi suất 0,8%/tháng. 
Tun X đê’ sau ba năm kể từ ngày gửi đầu tiên 


người đó có được tổng cộng số tiền là 500 triệu 
đồng. 

4.10 6 


A. x = 


c. x = 


1,008? -1 

4.10 6 

1-1,008? 


BX= 4.10* 
1,008(1,008“ - 1 ) 

D. 

1,008“ -1 


Câu 42: Cho a>0và fl*l,&>0,&*l, xvày là hai 
SỐ dương. Tun mệnh đề đúng trong các mệnh đề 
sau: 


. , 1 _ 1 

A. lo S«„ TTÌT- 

* log a x 

B. log a (x + y) = log a X + log fl y . 

Clog,^. 

y lo s b y 
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D - l°Sfe x = log t ữ.log B X . 

Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
H(l;3;2),B(-3;l;0). Phưcmg trình mặt phẳng 
trung trực của đoạn AB là: 

A. 2x+ỵ—z~4=0 . B. 2x+y+z-l = 0. 
c. 2x+y+z-7 = Q . D. 4x+y+z-l=0. 

Cáu 44: Hàm số y = -X 3 + 6x 2 - 9x + 4 đồng biến 
trên khoảng nào sau đây? 

A - (l;3). B.(3 ;-h»). 

C.(-oo;3). D. (l;-Kx>). 

Câu 45: Huyện Anh Son dự định xây cây cầu bắc 
ngang con Sông Lam dài 500m, nối xã Lĩnh Scm 
và Tào Sơn. Biết rằng người ta xây dựng cầu có 
10 nhịp cầu hình dạng parabol, mỗi nhịp cách 
nhau 40m, biết 2 bên đầu cầu và giữa nhịp nối 
người ta xây 1 chân trụ rộng 5m. Bề dày nhịp cầu 
không đổi là 20cm. Biết 1 nhịp cầu như hình vẽ. 
Hỏi lượng bê tông để xây các nhịp cầu là bao 
nhiêu (bỏ qua diện tích cốt sắt trong mỗi nhịp 
cầu) 



A. 20m 3 . B. 50m 3 . C. 40m 3 . D. I00m 3 . 
Câu 46: Đường thẳng nào sau đây là tiệm cận 

ngang của đồ thị hàm số V = ? 

x-1 


B. x = l. 

*-• y-1- D. y = 1 và x=ĩ. 

Câu 47: Cho số phức 2 thỏa mãn hệ thức: 
(2-ỉ')(l+z)+z = 4-2i. Tính môđun của z. 

A. |z| = r/ĨÕ. B. Ỉ 2 | = 75Õ. 



Cáu 48: Tìm m đế giá trị lớn nhất của hàm số 
mx- 1 , A . r .. 

y - ^ đoạn [ 1;2 J là số dương? 

A. m<-2. B. -2 <m<ị. 

2 

c. m<-2 hoặc m>Ậ . D . m>~. 

2 2 

Cáu 49: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các đồ 
thi: y = x 2 —2x và y = -X 2 + X có kết quả là: 

A.^. B.12. C.6. D. ị. 

3 _ 8 
Cáu 50: Một cái phễu có hình dạng nón. Người ta 
đô’ một lượng nước vào phễu sao cho chiều cao 

của lượng nước trong phễu bằng Ậ chiều cao của 

3 

pheu. Hỏi neu bịt kín miệng phễu rồi lộn ngược 
phễu lên thì chiều cao của nước bằng bao nhiêu? 
Biết rằng chiều cao của phễu là 15cm. 
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ĐẾ Tự LUYỆN SỐ 4 

(THPT Đông Thụy Anh) 


Ngọc Huyền LB 


Câu 1: Cho ứ>0;fc>0 và biểu thức 

1 

. Khi đó: 

A. T=l. B. T = ị. c. T=ị. D. T = |. 

Câu 2: Kí hiệu ( H ) là hình phẳng giói hạn bởi đồ 
thị hàm số y = 2x~x 2 và y=0. Tính thế tích khối 
tròn xoay được sinh ra bởi hình phẳng (h) khi 

quay nó quanh Ox. 

Ĩ6n V7jt c Ị9rc D 18 n 
15 ' 15 ' 15 ' 15 ■ 

Câu 3: Hình phẳng (n) giới hạn bởi đồ thị hàm 

SỐ y = — ~ 4 và hai trục tọa độ. Tính thế tích khối 
s x+1 

tròn xoay tạo bời hình phẳng (H) khi quay 
quanh trục hoành. 

A. (30-121n3)rc. B. (32-llln3)7C. 

c. (32+121n3)7t. D. (32 - 241n3)K 

Câu 4: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
y = ln(x 2 +x-2) ữênđoạn [3;6] là: 

A. In40. B. In20. C. D. lnio. 

4 

Câu 5: Hàm số y = X 2 í nx đạt cực trị tại điểm: 

A. X = — . = C.x = Je. D.x-e. 

e yje 

Câu 6: Hàm số y = (x 2 - 2x + có đạo hàm là: 

A. y' = -2xe x . B. Kết quả khác. 

C. ự=(2x-2)e\ D. y' = xV. 

Càu 7: Tập nghiệm của bất phương trình 

(V5 + 2p>(V5-2p là: 

A. s = (-co; -2] u (-1; l] . 

B. S=[-2;-l)u[l;+co). 

C. s = (- oo;-3]u(-l;2]. 

D. S=[-2;-1)u[2;-ko). 



Càu 8: Đường cong ở hình dưới đây là đồ thị của 
một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 
án A, B, c, D. Hỏi hàm số đó là hàm số nào? 



c. y = x 3 -3x + 2. D. y = x 3 -3x + 2. 

Cáu 9: Hai điểm : A,B nằm trên mặt cầu có 
phương trình: (x-4) Z +(y + 2) +(z + 2) =9. 
Biết rằng AB song song với OI, trong đó 0 là 
gốc tọa độ và / là tâm của mặt cầu. Viết phương 
trình mặt phẳng trung trực của AB. 

A. 2x-y-z-6 = 0. B. 2x-y-z-12=0. 

c. 2x+y+z + 4 = 0. D. 2x + y+z-4 = 0. 

Câu 10: Cho khối chóp đều S.ABCD có cạnh 

3 

bằng a và thể tích là V = Tính góc giữa cạnh 


bên và mặt đáy của khối chóp. 

A. 45°. B. 30°. c. 60°. D. 75°. 

Câu 11: Viết phương trình hình chiếu vuông góc 

. , . ị X — 1 y+2 z-3 Ã 

của đường thẳng - = 2 —- = — trên mặt 

ẢO 1 

phẳng (Oxy). 


A. 


c. 


x=l + í 
y = -2+3t. 
z = 0 

x = ì+t 
y = -2-3f. 
z = 0 


B. 


D. 


x = l + 2t 
y = -2 + 3f. 
z = 0 
X = 1 + t 

y = 2-3f. 
z = 0 


Câu 12: Hàm sốy = x-Vx + 2 nghịch biến trên 


khoảng nào? 


A.|0;ị|. 


B. 


r I;^o 


C.|-co;ịỊ. 


D. (0;4). 


LOVEBOOK.VN I 370 





Chú dề 8: Tổng ôn Ịuvên 


Cau 13: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu có phưong trình: 

X 2 + y z +z 2 +2x-4y + 2z + 2 = 0. 

Tìm tọa độ tâm I và bán kính R của mặt cầu. 

A. í(-l;2;-l) và R=z 2. 

B. 7(-l;2;-l) và R = 4. 

c. l(l;-2;l) và R = 4. 

D. J(l;-2;l) và R = 2. 

Càu 14: Tìm tn đê’ đường thẳng y = -1 cắt đồ thị 
hàm số y =x* -(3tfỉ + 2)x í +3 m tại 4 điểm phân 
biệt đều có hoành độ nhỏ hơn 2. 


A. 


m <- 1 
m * 0 ' 



c "3 <m<L 


C.1U 15: Chọn khẳng định sai ừong các khẳng 
định sau: 

A. log 2 ữ<log 2 fco«>í,>o. 

3 3 

B. lnx>0ox>l. 

c. log 3 ữ > log 3 b o 0<ữ<b. 

D. Iogx<0o0<x<l. 

Câu 16: Tim số tiệm cận của đồ thị hàm số 
V* 2 + X + 2 


y= 


x-1 


A.2. B.o. Cl. D.3. 

Câu 17: Một hình nón có thiết diện tạo bời mặt 
phang đi qua trục là tam giác vuông cân với canh 
huyền bằng aji. Tính thê’ tích khối nón? 


A. 


R rcV2g 3 r Ksỉĩa 3 n sỊĩí 
n ’ Ã • • D. 


12 4 12 4 

Câu 18: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ơ 
cạnh a. Gọi V ĩf V 2 lần lượt là thể tích khối cầu 
nội tiếp và ngoại tiếp lập phương 

ABCD.A' B' C' ơ . Tính tỉ số 


' v 2 9 ■ 

cự 

’ 3 ' 




The best or nothing 


Câu 19: Cho lăng trụ ABC.A'B’C' có tam giác 
ABC vuông tại A,AB = a,AC=asỈ3. Hình chiếu 
vuông góc của A' lên (ABC) là trung điểm H 
của BC. Góc giữa AA' và (ABC) bằng 45°. Thê’ 
tích khối lăng trụ là: 

3fl 3 


A. 


B. 


C D 3g3 ^ 


2 2 2 2 ' 
Câu20:ChohàmsỐy = x 3 -3mx 2 +6(m>0). Giá 

trị nhỏ nhất của hàm số trên [0;3] bằng 2 khi: 

A. m=l. B. OT = 2. 


r 

c. m>-f. 

2 


D. m = 


31 

27' 


Câu 21: Bạn An muốn xây một bê’ chứa hình lăng 
trụ tứ giác đều (khống có nắp đậy, đáy của lăng 
trụ là đáy của bê) với dụng tích là 1000 lít. Tim 
chiều cao h của lăng trụ sao cho tôhg diện tích 
các mặt của bế (trừ đi nắp đậy) đạt giá trị nhỏ 
nhất. 

\Ỉ2 

A. h=^(dm). B.h = ìỈ2(dm). 


c. /i = l(dm). 


D -*“ f(4 


Câu 22: Cho các số phức z thỏa mãn |z| = 4. Biết 
rằng tập họp các điểm biếu diễn các số phức 
w=(3+4i)z+ỉ là một đường tròn. Tính bán 
kính r của đường tròn đó. 

A.5. B.20. C.4. D. 22. 

Câu 23: Biết F(x) là một nguyên hàm của hàm 
sinx 


so 


/M‘ 


và F 


f =2.TínhF(0). 


l + 3cosx 

A - F (0)=~ln2-2. B. F(o) = -|ln2 + 2. 

C. F(o)=-|ln2-2. D. F(o) = -ỉln 2 + 2. 

Câu 24: Tun giá trị nhỏ nhất m của hàm số 
3 

X 


y = x 3 + ~ trên [2;3]. 


, 15 

A. m = — . 

2 

r 19 

c. m = ~. 

2 


B. m = 28. 


D. m= 4. 
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Câu 25: Với giá trị nào của m thì hàm số 

V = sin3x + msinx đạt cực tiểu tại x = ~-. 

9 3 

A. m-6. B. m = -6. 

c. m=5. D. không cóm. 

3 

Câu 26: Cho ịf(x ) dx = 6. 

1 

I 

Tính J sin X./ ( 2 cos X + 1) dx. 

0 

A. 7 = 3. B. í = 12. c. 7=1. D. 7 = 6. 

Câu 27: Gọi Xj,x 2 là hai nghiệm của phương 

trình 2 2x+3 -33.2* +4 = 0, khi đó tích của Xj và x 2 
là: 

A. 6 B. -6. c. ị. D. ị. 

2 4 

Cảu 28: Cho hàm số y = X 3 - 3x 2 + 1. Tính các giá 
trị cực đại và cực tiểu của đồ thị hàm số bằng? 

A -6 B. -3. c.o D.3 

Càu 29: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 
cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'CƠ có A 
trùng với gốc tọa độ o, các đỉnh s(m;0;0), 
D(0;m;0), A'(0;0;«) với m,n> 0 và m+n = 4. 
Gọi M là trung điếm của cạnh CC' . Khi đó thể 
tích tứ diện BDA'M đạt giá trị lớn nhất bằng 

A.ỈÍỄ. B.ỉ. D.g. 

108 4 27 32 

b 

Câu 30: Cho a < b < c, J/(x)íỉx = 5, ịf(x)dx = 3 


Ngọc Huyền LB 

Câu 32: Tun m để phưong trình 
4 2 «+4 2 ' x =(m + l)(2 2 ~-2 2 -*) + 2m có nghiệm 

xe[0;l]. 

A. '/ĩĩ-2<m<4. B. ^ĩ-2<m<™. 

8 

c. ra >4. D. 

8 

Câu 33: Tun nguyên hàm của hàm số 

A. J/(*)d*-ỉln*+C 

B. J/(x)dx = lnx + C. 

c. J/(x)dx=|ln 2 x+C. 

D. J/(x)dx=-|ln 2 x+C. 

Câu 34: Tìm m để hàm số y= — nghịch biến 

x + m 

trong khoảng (2;+co). 

A. m<-l. B. m>-l. 

C. m<“l. D. me[-2;-l). 

Câu 35: Tim m để phương trình 
x 3 -12x + m-2 = 0 có 3 nghiệm phân biệt. 

A. -4 < m < 4. B. -18<m<14. 

C. —14 < m < 18. D. -16 < m < 16. 

Câu 36: Trong không gian Oxyz cho 

Ó Ả = 3Ì -2; -2 k và s(0; 1; -4). Tọa độ trọng tâm 
của tam giác ABO là: 

A. (-l;-l;-2). B. (l;-l;-2). . 


c 

TínhJ f(x)dx. 

ứ 


c. 1 1. 


O.H4-I 

3 3 


A. ịf(x)dx=-2. 

a 


B. I f(x)dx = 8. 


c. J fự)dx = 0. D. J f{x)dx = 2. 

a a 

Câu 31: Trong mặt phẳng tọa độ, gọi A,B,C,D 
lân lượt là điểm biểu diễn của các số phức 
Zj = 2 + 3Zj, z 2 = -i,z 3 = 5 - i,z 4 = 3 + 3i. Hỏi tứ 
giác ABCD là hình gì? 

A. Hình thang cân B. Hình chữ nhật 


c. Hình bình hành D . Hình vuông. 


Câu 37: Tập nghiệm của bất phương ữình 
4 x 2 + x . 2 ** + 1 + 3 . 2 * ỉ >x 2 .2* z +8X+12 là: 

A. S = (-V2;-l)u(>/3;3). 

B. S = Ị-1;>/2)u(3;-ko). 

C. S = ị-y/2-,~ l)u(>/2;3). 

D. s = Ị-co; u ị^Ỉ2; 3 j . 

Câu 38: Bát diện đều thuộc loại nào sau đây: 

A. {3; 4}. B. {4;3}. c. {5;3}. D. {3;5}. 
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Câu 39: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
đường thẳng ả đi qua điếm A(l;2;3) và vuông 
góc với mặtphẳng (p):2x + 2y + 2+2017 = 0 có 
phưong trình là: 

A £±2 = y+2_z+l 

1 2 ~ 3 ' 

B. Ĩi± = ỵzầ = 3-Z 

‘2 2 -1 ■ 

c, x-l_y-2_3-z 

2 2 1 ' 

D x+ly+2 2+3 

'2 2 ~ 1 ■ 

Câu 40: Tưih diện tích mặt cầu ngoại tiếp hình 
lăng trụ tam giác đều có tất cả các cạnh bằng a. 

A. B. ~ c. Z*L D Zfl 

3 3 3 3 

Câu 41: Gọi z,,z 2 là các nghiệm phức của 

phương trình 2 2 +22 + 5 = 0, trong đó 2 j có phần 
ảo dương. Tìm số phức liên họp của số phức 
z t +2z 2 +2. 

A. l+6i. B. -1-2Í. c. -1+2:'. D.o. 

Câu 42: Gọi T là tập hợp các số phức 2 thỏa mãn 
điều kiện \z~i\=\z -2~3ị Gọi a làmôđunnhỏ 
nhất của 2 với Z€Ĩ. Khi đó giá trị của a là: 

, 3^5 „ -E „ / — 


The best or notlỉins 


B.ặ 

2 


D. >/Ĩ3. 


Câu 43: Hàm số y = X + Vl-X 2 có tập giá trị là: 

A - [Õ;l]. B. [l;V2]. 

C. [-1;^]. D. [-l;l]. 

Câu 44: Tìm số phức z ;É 0 thỏa mãn điều kiện 

M-l. 

z z 

A. 3+i. B. 2i. C.3. D. 2-i. 

Câu 45: Cho ứ = log3;ỈJ=log5. Khi đó ỉog^s 
bằng: 


A. 

a-b 

r !&-_«) 


3 ( 1 -») 

a+b 

3 ( 1 + &) 


Càu 46: Cho số phức z = 2-3i. Tim môđun của 
số phức w = 2z + (l + ĩ')z. 

A. Ịztfj = 2. B. |ĩí?| = 2V2. 

c. |w| = 4. D. |w| = VĨÕ. 

Càu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho hai đường thẳng = — = — và 

2 1-1 

, . 3-2 y z + 1 . . 

“1 : —j— = ị = — — ■ . Xét vị trí tương đối giữa d 

và d v 

A. Trùng nhau. B. cắt nhau, 

c. Song song. D. Chéo nhau. 

Câu 48: Cho hình phắng (h) như hình vẽ. Tính 
thể tích V của vật thể hòn xoay được tạo ra khi 
quay hình phẳng (H) quanh cạnh MN. 


M 2cm s 


^ R 2 cm Q 


A. V^cm\ 


c. V = 75nan 3 . 


B. y = 94 Ttcm 3 . 


n .. 244 7t 3 

D. V = — - 7 — —0772. 

3 


Càu 49: Góc giữa hai đường thẳng 
* ỵ+Ị_z-l . . x+1 y z-3 ,5 

2 và ^ :i T 1 1 bằng: 

A. 30°. B. 60°. c. 45°. D. 90°. 

Câu 50: Cho \-^—dx=a+bìn2+cin3. Tính 
{2 + 1 

s = 2a-b+c. 

A. s = 3. B. s = l. c.s=4. D. s = 2. 
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ĐỂ Tự LUYỆN 'SỐ 5 

{THPT HOẰNG HÓA 4 - THANH HÓA) 


Ngọc Huyền LB 


Câu 1: Xét tích phân í — . Nếu đặt 

il + Vĩĩĩ 

t = 1 + yỊx+1 thì khẳng định nào trong các khẳng 
định sau là đúng? 

A. J = 2j(f 2 ~3/+2)dí. B. 7 = J(í + t 2 )df. 

3 8 

c. / = J(í-t 2 )dí. D. 7=2j(f 2 -3f+2)dí. 

4 3 

Cáu 2: Gọi M là giá tri lớn nhất và m là giá trị nhỏ 

nhất của hàm số y = -T -— — , tính M + m. 

X 2 +1 

A. 4. B. 1. c. 3. D. 7. 

Cáu 3: Tìm khẳng định sai trong các khẳng định 
sau đây? 

A. SỐ phức 2 = síĩi là SỐ thuần ảo. 

B. SỐ 0 không phải là Số phức. 

C. SỐ phức z = 5 -3Í có phần thực là 5, phần ảo 
là -3. 

p. Điểm M(-l;2) là điếm biểu diễn số phức 
z = -l+2i. 

Câu 4: Cho hàm số y - (x - mý -3x + m 2 (l). Gọi 

M là điểm cực đại cúa đồ thị hàm số (1) ứng với 
một giá trị m thích hợp, đồng thời M cũng là điểm 
cực tiểu của đồ thị hàm số (1) ứng vói một giá trị 
khác của m. Có bao nhiêu điếm M thỏa mãn yêu 
cầu đề bài. 

A. 0. B.2. C.3. D. 1. 

Câu 5: Cho bất phưong trình: 

lo gỉ |x+l| + log u (x+2)>0(*). 

3 

Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định 
đúng? 



. ịx+2>0 



ịx*-ĩ 

A.( 

^Ị|r+l|>2+2' 

B. (■ 

0« 

z+2>0 




\x + ĩ\>x + 2 

c. (■ 

Ịx+2>0 



'x*-ĩ 

^||*+1|<z + 2' 

D. ( 


|z-ỉ-l|<i+2 



Câu 6: Tim giá trị nhỏ nhất của hàm số y = X 3 +— 


ữên đoạn [2; 3] . 


15 __ X9 

A. miny = . B. miny=4^. 

Í 2 Ẵ 2 [ 2 ; 3 ] 2 

C. min y = 28 . D. miny =4 . 

M M 

Câu 7: Biết rằng đồ thị của hàm số 
y = x 3 +x 2 -x+2 và đồ thị hàm SỐ y = -x 2 -X + 5 
cắt nhau tại điểm duy nhất, kí hiệu (x 0 ;y 0 ) là tọa 
độ điếm đó. Tim y 0 . 

A. y„=3- B. y 0 =4. 

c.y 0 =-l. D. y 0 =0. 

Cảu 8: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
các điểm M(l;l;l),N(2;0;-l) và P(-l;2;l).TÌm 

tọa độ của điểm Q sao cho MNPQ là hình bình 
hành. 

A. (2; -3; -3). B. (2;3;3). 

c. (2;-3;3). D. (-2;3;3). 

Cáu 9: Cho khối hộp đứng có đáy là một hình thoi 
cạnh a, góc nhọn 60°. Đường chéo lớn của đáy 
bằng đường chéo nhỏ của khối hộp. Tính thể tích 
của khối hộp đó. 

A ỀỂ. B ỂA c ỂA n 

“ 2 * ■ 3 ' '2' * 2 ' 

Câu 10: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 

mặt phẳng (P) đi qua điểm M(l;2;4) và cắt các 

trục độ Ox,Oy,Oz lần lượt tại các điểm A, B, c 

..»-111 
thỏa mằn -2-r + -±- + -A- nhỏ nhất. Mặt 
OA OB 2 oc 2 

phẳng (P) đi qua các điểm nào dưới đây? 

A. r(-3;5;2). B. r(2;-2;6). 

C. r(l;-2;4). D. r(-l;l;5). 

Câu 11: ĐỒ thị hình bên là của hàm Số nào sau 
đây? 
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The best or nothing 


A - ỵ = - y + x 2 +ĩ. B. ỵ = x 3 -3x 2 + ĩ. 

c. ỵ = x 3 +3x 2 +l. D. y = -x 3 -3x 2 +1. 
Câu 12: Tun tất cả các giá trị thực của tham số m 
sao cho hàm số y = cos x+mx đồng biến trên 
A. m< 1. B, m> 1. c. m> 1. ũ. m< 1. 
Câu 13: Từ một khúc gỗ hình trụ có đường kính 
30cm, người ta căt khúc gỗ theo một mặt phẳng 
đi qua đường kính đáy và nghiêng vói đáy một 
góc 45° đế lấy một hình nêm (xem hình minh họa 
dưới đây). 




Hình 1 


Hình 2 


Kí hiệu V là thể tích của hình nêm (Hình 2). Tính 
V. 

A. v=1350(cm 3 ). B. y = 2250(cm 3 ). 

c. u = D. v = 1250(cm s ). 

100 , 

Cảu 14: Tích tính phân 7 = f —— -àx. 

0 2 Z +1 

A r _ 2 100 -100.1n2-ĩ B 7 _16^ 


ln2 


c. 7 = 


2 101 -1 


D. 7 = 


ln2 

2 100 +1 


2.1n2 ■ ln2 

Câu 15: Cho khối chóp tứ giác đều cạnh đáy bằng 
a, góc giữa mặt bên với mặt đáy bằng 45°. Tính 
thể tích cùa khối chóp đó. 


A.ị. 

3 

c. w 2. 


B.i. 

6 


D. 


a 3 -JĨ 


Câu 16: Một đại lý xăng dầu cần làm một cái bồn 
chứa dầu hình trụ bằng tôn có thể tích 16ĩi(m 3 ) . 

Tìm bán kính đáy r của hình trụ sao cho hình trụ 
được làm ra ít tốn nguyên vật liệu nhất. 

A.2,4m. B.2m. c. 0,8 m. D. 1,2 m. 

Câu 17: Tim tất cả các đường tiệm cận ngang và 

đứng của đồ thị hàm số y = /(*)« ^±2 

H +1 


A. Đồ thị hàm số /(*) có đúng một tiệm cận 
n g an ỗ là đường thẳng y = 3 và không có tiệm cận 
đứng. 

B. Đồ thị hàm số f{x) có tất cả hai tiệm cận 
ngang là các đưòng thẳng y = -3;y = 3 và không 
có tiệm cận đứng. 

c. Đồ thị hàm số fịx ) không có tiệm cận 

ngang và có đúng hai tiệm cận đứng là các đường 
thẳng x = -V,x = l. 

D. ĐỒ thị hàm số fịx) không có tiệm cận 

ngang và có đúng một tiệm cận đứng là đường 
thẳng X = — 1. 

Cá u 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
ba điểm A(l;0;0),B(0;2;0),C(0;0;3). Gọi điếm 
thay đổi trên mặt phẳng ị ABC) và N là điểm trên 
tia OM sao cho OM.ON = l. Biết rằng N luôn 
thuộc một mặt cầu cố định. Viết phương trình 
mặt cầu đó. 

A. x 2 +(y-l) 2 +(z-2) 2 =4. 

B. x 2 +(y-l) 2 + (z + 2) 2 =4. 

ìY ( ìY ( ÌỸ _ 49 _ 

144 
2 


cl *-t 


\2 

í ^ 

2 

í lì 

+ 1 


+Ị 



n , 36 

D. x-~ 
49 


y 49) + [ 2 49 J 49' 


12 Ị _ 25 


Cáu 19: Cho hàm số y = x 3 ~2x 2 +ịl-m)x + m có 
đồ thị (C).Tìm m để (c) cắt trục hoành tại 3 điểm 


phân biệt có hoành 

độ x ư x 2 ,x 3 

X 2 + X 2 + x 3 2 < 4 . 


í 1 1 


. — <m< 1 

n 1 

A. 4 

B. -<m< 1 

|m*0 

4 

„ 1 

_ \m* 0 

c. ~7<m<l. 

D. ị 

4 

[m<l 


Cầu 20: Trong vật lí, sự phân rã của các chất 
phóng xạ được biểu diễn bởi công thức: 




/ trong đó m 0 là khối lượng ban 

đầu của chất phóng xạ (tại thời diêm í = 0 ); T là 
chu kì bán rã (tức là khoảng thời gian để một nửa 
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khối lượng các chất phóng xạ bị biến thành chất 

khác). Chu kì bán rã của Cacbon u c là khoảng 

5730 năm. Người ta tìm được ữong một mẫu đồ 

CỔ một lượng Cacbon và xác định được nó đã mất 

khoảng 25% lượng Cacbon ban đầu của nó. Hỏi 

mẫu đồ CỔ đó có tuổi là bao nhiêu? 

A. 2387 năm. B. 2300 năm. 

c. 2378 năm. D. 2400 năm. 

Câu 21: Cho biết tích phân: 

r a.e*+b.e 2 +c 

ỉ = J x[2x +lnxjdx = 

với a, b, c là các ước nguyên của 4. 

Tính tổng a + b+c. 

A. 1. B.3. C.2. D.4. 

Câu 22: Cho đường cong: (c) : y = -Jx. Gọi (H) là 
hình phẳng giới hạn bới (C), trục tung và đường 
thẳng y = m{m> o). Cho (H) quay xung quanh 
trục tung ta được một vật thể ữòn xoay có thể tích 
32 tc 

V = (đvtt). Tun giá trị của m. 

5 

A. m-2. B. m=l. 

c. m= 4. D. m = 3. 

Càu 23: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, viết 
phương trình mặt phẳng chứa 2 điểm A(l;0;l) 
và B(~l;2;2) và song song vói trục Ox. 


A. 2y-z+l = 0. B. x+y-z= 0. 


c. y-2z+2=0. D. x+2z-3 = 0. 


Câu 24: Cắt hình nón (N) bằng một mặt phẳng đi 
qua trục của hình nón được thiết diện là một tam 
giác vuông cân có diện tích bằng 3 a 2 . Tính diện 
tích xung quanh của hình nón ( N ). 

A. V2 m 2 . B. 6a/z na 2 . 

C. 6tw 2 . D. 3^. 

Câu 25: Cho hình lập phương có tổng diện tích 
các mặt là 150 cm 2 . Tính thể tích của khối lập 
phương đó. 

A. lOOcm 3 . B. 12 5cm 3 . 

c. 75cm 3 . D. 25cm 3 . 


Câu 26: Cho hàm số y-Ậ- Khẳng định nào dưới 


đây là khẳng định sai? 


Ngọc Huyền LB 

A. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên khoảng 
(^»;+co). 

R ... 1 I . 1 

B. y =-r-ln-r- 

3 r 3 

c. ĐỒ thị hàm số đã cho có một tiệm cận ngang 
là trục hoành. 

D. Toàn bộ đồ thị hàm số đã cho nằm phía trên 
trục hoành. 

Câu 27: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt phẳng (p) : X - 2z + 3 = 0. Vectơ nào dưới đây 
là một vectơ pháp tuyến của (p)? 

A. n = (3; -2; l) . B. n = (l; -2; o) . 

C. n = (l;-2;3). D. n = (2;0;-4). 

Câu 28: Giải bất phương trình: 

(oV^^S ) 3 - 2 * 2 

. 1--n/Ĩ3 l + -J\3 

A. — -<x< — . 

2 2 

B. Bất phương trình vô nghiệm. 

- — 1 — >/Ĩ3 -1 + a/Ĩ3 

C. — — ^ — < X < — --C— . 

2 2 

„ 1- VĨ3 , 1 + VĨ3 

2 2 

Câu 29: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
3 điếm A(m;-3;17);B(2;0;-l);C(-l;4;0). Timm 
đê’ tam giác ABC vuông tại C. 


A. 

14 

B. 


m- . 

3 

m = 4 

c. 

11 

m = . 

D. 

m = l 


3 




b b 

Câu 30: Cho a<b<c ; J/(x)dx = 5, ịf{x) ỏx = 2. 

Ũ c 

Túửi ịf[x)áx. 

A. ị f(x)dx = 3. B. Ị f(x)dx = 10 . 

a a 

C. ịfịx)dx = -3 . D. |/(x)dx = 7. 

d a 

Câu 31: Tìm tập nghiệm s của phương trình: 
2*\4 I ~ 1 =1. 
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A. sJ±Zấ ; ±yẩ.. 

1 2 2 1' 

B. S = ị-l-S;-l+S}. 

c. S={0;1}. 


The best or no thỉng 

5 

A.ìan~ = ĩ. B. cos2S = l. 


c. sinS-1. D. sin— = 1, 

2 

Câu 37: Cho a là một số thực dưong, khác 1. Đặt 


log 3 fl-a. Tính giá trị của biểu thức: 
P = log 1 fl-log^ữ 2 +log fl 9 theo a . 


Càu 32: Cho số 

phức 2 thỏa điều kiện 

3 


|z + 1| = |z — ĩỊ. Tun 

số phức cừ=z + 2i-3 có 

(X 

B. p = -3a . 

môđun nhỏ nhất. 

, 1 3. 

1 1 

2(l-a 2 ) 
c. p- v > . 

D. p- 2 ~ 5a - 2 

A. (ù = — — i. 

2 2 

B. c ù = ----i. 

9 9 

a 

a 


^ ^ Câ u 3S: Tính môđun của số phức: 

tù= 2 2*’ <ù = ~ 2 ~ 2 *' z = (l“0 (3+2i)+|cosa + isina| / ae 


D. s = 


Cáu 33: Tun tập xác định D của hàm số 
y = (i-x)3. 


A.Vóĩ. B.2VĨ3. c.l. D. 51 . 

Câu 39: Cho hàm số y=/(x)xác định trên 


A. D = (-co;+co)\Ịlj. 3. D = ( - 00 ; + 00 }. 

c. D = (^o;l). D. D = (^x>;l]. 

Cầu 34: Cho lăng trụ ABC.A' B'C' có đáy là tam 
giác đều cạnh a; hình chiếu vuông góc của điểm 
A lên mặt phẳng (ABC) trùng với họng tâm tam 
giác ABC. Biết khoảng cách giữa hai đường thẳng 

AA’ và BC bằng Tính thể tích của khối lăng 

trụ. 

A.ỂÁ. B.5Ỉ#. 

12 6 

r a3 ^ n í* 3 Võ 

3 • 24 • 

Câu 35: Biết J/(w)đu = F(h) + C. Tun khẳng định 

đúng. 

A. J/(2x-3)dx=F(2x-3) + C. 

B. J/(2x-3)dx = ^F(2x-3) + C. 

C. J/(2x-3)dx = 2F(x)-3 + C. 

D. f/(2x-3)dx = 2F(2x-3)+C. 

Cau 36: Gọi s là so đo diện tích hình phẳng giới 
hạn bcũ đường y = xs inx, trục hoành và hai 

đường thăng x = 0,2 = 71. Khẳng định nào sau 
đây là sai? 


\ {— l;l}, liên tục trên mỗi khoảng xác định và 
có bảng biến thiên sau: 


Lĩ Lz 22_ zl 0 1+00 



Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định sai? 


A. Hàm số đạt cực trị tại điểm X = 0 . 

B. ĐỒ thị hàm số có hai tiệm cận ngang là các 
đường thẳng y=-2 và y=2. 

c. Hàm SỐ không có đạo hàm tại điểm x=0 . 
D. Đo thị ham số có hai tiệm cận đứng là các 
đường thẳng x = -l và x = l. 

Câu 40: Hỏi có bao nhiêu giá trị nguyên của m để 
bất phương trình: 

log 5 + log ( X 2 + 1 ) > log ( mx 2 + 4x + m) 
nghiệm đúng với Vxe ĨL 

A. 1. B. Vme^và m<3. 

C. 0. D. 2. 

Câu 41: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặt cầu tâm 7(«;&;c), bán kính R; đi qua 3 điểm 

-A(2;ũ; 1);B(1;0;0);C(1;1;1) và tâm I thuộc mặt 

phẳng: x+y +2-2=0. 

Tính (fl+2ib+3c).R. 


A.12. B.8. C.4. D.6. 
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Câu 42: Cắt mặt cầu (S) bằng một mặt phẳng cách 
tâm một khoảng bằng 4cm được một thiết diện là 
một hình tròn có diện tích 9iĩcm 2 . Tính thể tích 
của khối cầu (S). 

A 500tt 3 c 250071 3 

A. cnr . B. — ~—cm . 

3 3 

^ 2571 3 „ 25071 3 

c. — -cm 3 . D. — r — cm . 

3 3 

Câu 43: Cho a và b là các số thực dương, a* 1. 

Hỏi khẳng định nào dưới đây là khẳng định 

đúng? 

A. log^ (a 2 + abj = 4 + 21og a b . 

B - lo g^(« 2+fl& ) = 41 °S a ( fl + Ỉ7 )- 
c. log^Ịa 2 +ữ&) = 2 + 21og a (fl + Ỉ7). 

D. log^ứ 2 + «ỉ>) = l + 41og 0 ỉ?. 

Câu 44: Giải phương trình: 

log s x + log 25 x = log 02 s. 


A. x = tlỉ. 


B. X = -Ị=. 

Ư3 


1 _ . 1 

c. *=-4=. D. x = ±-ị=. 

3 S & 

Cáu 45: Tun nguyên hàm của hàm số: 

f(x) = 2Q17 x 


A. J7(x)dx = 2017 x +C. 

B. J f[x)dx = 2017 x ln2017 + c . 

c 1 / W d5í= ^ĩ 2017 ' +C - 


D. \f(x)áx = 


20 Ĩ7 X 
ln2017 


+ c. 


Ngọc Huyền LB 

Câu 46: Cho X, y, z là các số thực thỏa mãn 
2 X =3 y -6~ z . Tứứi giá trị của biểu thức 
M=xy+yz+zx. 

A. 1. B. 6. C.O. D.3. 

Câu 47: Tính giá trị cực tiểu y CT của hàm số 

y = X 3 - 12x + 20 . 

A -ycr= 36 - B. y CT = 20 . 

c. y CT =0. Đ.y CT =4. 

Cáu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, tìm 
tâm và bán kính của mặt cầu: 

(S):(x-l) 2 + (y-2) 2 + (z-3) 2 =16. 

A. /(l;2;3);R = 16. B. j(-l;-2;-3);R = 16. 
c /(l;2;3);R=4. D. /(-l;-2;-3);R = 4. 

Cáu 49: Trong các hàm số sau, hàm số nào đồng 
biến trên khoảng (-1;3) . 

A. v=-ịx? +2x 2 +6x-2. 

* 3 

B. y = x 4 +18x 2 -2 . 


c. y = 


2x-3 


3x+l 
D. y = 2x 2 - 6x - 2 . 


Câu 50: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
vuông cạnh bằng a, cạnh bên SA vuông góc với 
mặt phẳng đáy, biết SA = a-j3. Tính diện tích mặt 
cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABCD . 

A. B. 5; ta 2 . 

5 

r 47tg2 D 

3 6 
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ĐẾ Tự LUYỆN SỔ 6 

CTHPT TRẦN HƯNG ĐẠO - NINH BÌNH) 


The best or nothing 


Câu 1: Tim ra để hàm số y = - - 6x + m không 


cỏ tiệm cận đứng? 
A. m= 2 B. 


'4 x-m 


m = 0 


c. ra = 16 D. m — 1 


m = 8 

Câu 2: Hàm số y = 2x 4 -8x 3 +15: 

A. Nhận điểm x~3 làm điểm cực đại 

B. Nhận điểm £=0 làm điểm cực đại 
c. Nhận điểm £ = 3 làm điểm cực tiếu 
D. Nhận điểm £=3 làm điểm cực đại 

Câu 3: Hàm số y =Ị-X 3 -TĨU 2 ~(3m + 2)x + l 
o 

đồng biến trên ' khi ra bằng: 
r m >- 1 

B. 


A. 


m>~ 1 

m<-2 

c. -2<m<,-ĩ D. -2 < m < — 1 

Câu 4: Tim ra để hàm số 


y- -x 3 + mx 2 -ịm 2 -ra + l)x + l đạt cực tiểu tại 
£= 1 . 

A. m=-2 B. m = -l C. w=2 D. ra = 1 
Câu 5: Những giá trị của ra đế đường thẳng 

y=£ + m-l cắt đồ thị hàm số tại hai 

£ + 1 

điểm phân biệt A,B sao cho AB = lS là: 

A. ra = 4±7ĨÕ B. m = 4±yỈ3 

C. m = 2±4ỉ D. m = 2±y/ĨÕ 


Câu 6: Hàm số y = — - - có bảng biến thiên như 
£ +1 

hình vẽ. Xét trên tập xác định của hàm số. Hãy 


chọn khẳng định đúng? 

£ 

-00 0 

-KO ! 

y' 

0 

- ỉ 

y 


1 

ị 


0 

oị 

A. 

Ham so có giá trị lớn nhất bằng 4 và giá trị 


nhỏ nhất bằng 0 

B. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 0 

C. Không ton tại giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 


nhất của hàm số 


D. Hàm số có giá trị lớn nhất bằng 4 
Cảu 7: Cho hàm số y = £ 4 - 2 rax 2 +2 m + m 4 . Với 

giá trị nào của m thì đồ thị (C m ) có 3 điểm cực 


trị, đồng thời 3 điểm cực trị đó tạo thành một tam 
giác có diện tích bằng 2. 

A. ra = -ỰỊ B. ra = 16 

c. ra = -ỰĨ6 D. ra = -^/Ĩ6 

Cáu 8: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 

y = sin 3 £ - cos2x + SÙ1£ + 2 trên khoảng 0;-j 

bằng: 


A.-l B.6 c. ~ D. 1 

27 

Câu 9: Một chất điểm chuyển động theo phương 
trình s = — 2f 3 + 18f 2 + 2t + 1 , trong đó t tính bằng 
giây (s) và s tính bằng mét (ra). Thòi gian vận tốc 
chất điếm đạt giá trị lớn nhất là: 

A. f = 5s B. f = 6s c. f=3s D. í = ls 

Câu 1.0: Giá trị nhỏ nhất của hàm số 
/(£) = £(2-lnx) trên [2,-3] là: 

A.l B. 4-2In2 

c. e D. -2 + 2 ln 2 

Câu 11: Đường thẳng đi qua điếm cực đại, cực 
tiếu của đồ thị hàm số y = £ 3 - 3ra£ + 2 cắt đường 
tròn tâm I (l;l), bán kính bằng 1 tại 2 điểm phân 
biệt A, B sao cho diện tích tam giác IAB đạt giá 
trị lớn nhất khi ra có giá trị là: 


A 2± Vã 

A. m = - 

R n,~ l± ^ 
D. ra = — 

2 

2 

^ 2±yỈ5 

c. ra = - 

2 

n 2± ^ 

D. m = — —í— 

3 


Câu 12: Trong một khối đa diện, mệnh đề nào sau 
đây đúng? . 

A. Hai cạnh bất kì có ít nhất một điểm chưng 

B. Hai mặt bất ki có ít nhất một điểm chung 

C. Mỗi đinh là đinh chung của ít nhất 3 mặt 

D. Hai mặt bat kì có ít nhất một cạnh chung 
Câu 13: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC ỉà 
tam giác vuông cân tại A, AB = 2cm và có thể 
tích là 81cra 3 . Tính chiều cao của hình chóp đã 
cho. 
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A. h=3cm B. h=6cm 

c. h = 10cm Đ. h-12cm 

Câu 14: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A^C, có 

đáy ABC là tam giác vuông cân tại A, AB = 2yỊlcm 
và AA l = 2 cm. Tính thể tích V của khối chóp 
BA ĩ ACC i . 

A.V^cm 3 B. v = ~cm 3 

3 3 

c. v = ~cm 3 D. v = 8cm 3 

3 

Câu 15: Cho khối tứ diện đều ABCD cạnh bằng 
2cm. Gọi M,N,P lần lượt là trọng tâm của ba 
tam giác ABC,ABD,ACD. Tính thể tích V của 
khối chóp AMNP. 

A.v = ^-cm 3 B. y = ^ậcm 3 

162 81 

c. v=~ịcm 3 D.v=^-cm 3 

81 144 

Câu 16: Trong không gian, cho tam giác ABC 

vuông tại A, AC = 2 a, ABC = 30°. Tính độ dài 

đưòng sinh của hình nón nhận được khi quay 

tam giác ABC quanh trục AB. 

A. l~4a B. l = dyỈ3 c, = f D. ỉ=2a 

Câu 17: Một thùng hình trụ có thê’ tích là 48 K, 
chiều cao là 3. Diện tích xung quanh của thùng 
đó là: 

A. 12n B. 24 tĩ c. 4% D.18tc 
C âu 18: Cho hình chóp S.ABC, đáy là tam giác 
vuông tại A, AB = 3,AC = 4, SA vuông góc với 
đáy, SA = 2-JĨÃ. Thể tích V của khối cầu ngoại 
tiếp hình chóp S.ABC là: 

A.vJẬ 

6 6 

C.V = ^ D.v^ 

8 8 

Càu 19: Người ta cần đổ một ống thoát nước hình 
trụ vói chiều cao 200cm, độ dày của thành ống là 
15cm, đường kính của ống là 80cm. Lượng bê 
tông cần phải đổ là: 

A. 0,195ran 3 B. 0,18ran 3 

c. 0,147mz 3 D. ran 3 

Câu 20: SỐ phức z = a+bi thỏa mãn 
22+2-5+1-0. Tính 3a+2b? 


A. 3 B. -7 G 6 D. -3 
Câu 21: Gọi Zj,z 2 là hai nghiệm phức của 

phương trình 2 2 -2+1=0. Tính môđun của số 
phức: z = Zj + zị + 4 - 3 ỉ. 

A. |z| = 6 B. Ịz| = 3>/2 

C.|z| = 2ự3 D. |zj = 18 

Càu 22: Cho hai số phức Zj = 2 + i, z 2 = 5 - 3 i. Số 
phức liên hợp của số phức z = Zj(3-2z) + z 2 là: 

A. z = -13 - 4i B. 2=-13+4i 

c. z = 13-4z' D. Z = 13 + 4Í 

Câu 23: Trong các số phức thỏa mãn điều kiện 
|z + 3ij=|z+2-íỊ. Tim số phức có môđun nhỏ 
nhất? 

A. z=l-2i B. z = -ị + |i 

5 5 

c.z = ị-ịi D. z = -l+2 : ỉ 

5 5 

Cáu 24: Cho số phức 2 thỏa mãn điều kiện 
|z-3+4ỉ|<2. Trong mặt phẳng Oxy tập họp 
điểm biếu diễn số phức zv = 2z + 1 - i là hình ữòn 
có diện tích: 

A. s=9ĩi B. s = 12n C. s = 16ĩĩ D. s = 25ĩt 
Câu 25: Cho các số phức Zj,z 2 khác nhau thỏa 

mãn: |zj| = |z 2 |. Chọn phương án đúng: 

A 'h±ÍỊ = 0 i 

z t -z 2 

B. h—h. là số phức với phần thực và phần ảo 

Zj-Z 2 

đều khác 0 

C. ĨằÌĨỊ- là số thực 
z t -z 2 

D. — — — là SỐ thuần ảo 
Zl -Z 2 

Câu 26: Tìm nguyên hàm của hàm số: 

f(x) = cos5x 

A. I /(z)dz=“SÌn5z+C 

B. J/(z)dx = 5sin5z+C 

C. J/(x)dx=^sin5x+C 

D. J/(x)dx = -5sin5x+C 
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The best or nothỉng 


Câu 27: Cho hàm số có đạo hàm trên đoạn 
[-l;l]. Có g(-l)=3 và tích phân 7 = |g'(x)d*=-2. 
Tính s(l). 


A. 1 


B. -5 c. -6 D. ~- 

2 


Câu 28: Biết là một nguyên hàm của hàm 

số g(x) = l~ và G(l) = 3. Tính G(ề). 

A. ln2+3 B. 3-ln2 

c. -ln2-3 D. ln2-3 

Câu 29: Cho J7(*)d* = -3, tính 

A. -6 B. C. -1 D. 5 

Câu 30: Biết rằng: 

ln2 


Trong đó a,b,c là những số nguyên. Khi đó 
S-a+b-c bằng: 

A.2 B.3 c. 4 D. 5 

Câu 31: Diện tích hình phẳng giới hạn bởi các 
đường y = 4 ĩ-x 2 và y 2 = 6-3x bằng: 


A 2ĩt 7 Ể. 

3 6 

c Ĩĩ-Ể. 

3 6 


B .i+ĩệ 
3 6 

v.ụệ 

3 6 


Câu 32: Một đám vi trùng tại ngày thứ t có số 

lượng là NÍí). Biết rằng N'ịt) = - và lúc 

w v ' l + ữ,5f 

đầu đám vi trùng có 250000con. Hỏi sau 10 ngày 

SỐ lượng vì trùng là bao nhiêu? 

A. 258 959 con B. 253 584 con 

c. 257 167 con D. 264 334 con 

Câu 33: Cho log3 = m; ln3 = n. Hãy biểu diễn 

ln30 theo m vàn. 

n 


A. In30 = — + 1 
m 


c. ln 30 = 


n + m 


B. In30 = — + n 
n 

D. In30 = — + n 
m 


Câu 34: Tập xác định của hàm số 

ỵ = (x+3f-45^ là: 


A. D = (-3;-wo) B. D = (-3;5) 

c. D = (-3 ;-h»)\{5} D. D=(-3;5] 

Câu 35: Bạn Hùng trúng tuyển vào đại học nhung 
vì không đủ nộp tiền học phí Hùng quyết định 
vay ngân hàng ữong 4 năm mỗi nam 3.000.000 
đồng để nộp học với lãi suất 3%/năm. Sau khi tốt 
nghiệp đại học Hùng phải trả góp hàng tháng số 
tiền T (không đối) cùng với lãi suất 0,25%/tháng 
trong vòng 5 năm. Số tiền T mà Hùng phải trả cho 
ngân hàng (làm tròn đến hàng đơn vị) là: 


Ị 

A. 232518 đồng 

B. 309604 đồng 

1 

4 / \ 

c. 215456 đồng 

D. 232289 đồng 


Câu 36: Cho hàm số 

/(x) = log 3 ịx 2 -2 xỴ Tập 


nghiệm s của phương trình f"ịx) = 0 là: 

D.5 

A. s = 0 

B. S = Ịl±V2Ị 


c.s = { 0 ; 2 } 

D.S = {1} 


Câu 37: Bất phưong trình 

3 l°g 3 (* - 1) + l°g ^3 (2* - 1) < 3 có tập nghiệm là: 

A. (l;2] B. [l;2] C. 


] c. 

U ;2 

D. 

IM 


L 2 j 


2 J 


Câu 38: Mọi SỐ thực dương a,b. Mệnh đề nào 
đúng? 

A. Iog 3 a < log 3 b<z>a>b 

4 4 

B. log 2 (fl 2 +b 2 )=:21og(fl + &) 
c. Iog fl2+I fl>lo go2+I b 

D - Ỉ0 ê2 a2 =^0 ẽỉ a 

Câu 39: Rút gọn biếu thức: p = — =—2 — — 

a^ + 2 .a 2+ ' 5 

( a > o). Kết quả là: 

A. 1 B. a 6 


C. ữ 4 




Cáu 40: Giải phương trình 

x\5 x - ĩ -(y -3.5 x - l )x+2.5 z - ĩ ~3 I =0. 

A. x = l,x = 2 B. x = Q,x-l 

c. X — ìl D. x = ±2 

Câu 41: Phưong trình (3 + 45 ^ +(3-45^ =3.2 X 

có nghiệm là: 


A. 


x=r-l 

x = 0 

, B - 

4 c. 

X = 1 

X = 1 


x = 2 
x = -3 


D. 


x = 0 
x = ~l 
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Câu 42: Tập nghiệm của bất phương trình: 

3 2 ** 1 -10.3 +3<0 là: 

A.[-1;0) B.(-l;l) c. (0;l] D. [~l;l] 
Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm A(3;3;2) và B(5;l;4). Tim tọa độ 
trung điểm I của đoạn thẳng AB. 

A- í(|;3;-f] B. Ị(4;2;3) 


C.Iị2ẹ-l 


( 15 

D. I -1;-±;| 
2 2 


Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
x = t 

cho đường thẳng d : ■ y = 2 - f (í e R). Vectơ nào 
z = 4 + í 

dưới đây là vectơ chỉ phương của d? 
A. Wl =(0;2;4) B. «;=(2;-l;0) 

c«,=(l;- 1;1) D. «; = (-2;3;5) 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho ba điểm rì(4;2;5), B(3;l;3), c(2;6;l). 
Phương trình nào dưói đây là phương trình của 
mặtphẳng (ABC)? 

A. 2x-z-3 = 0 B. 2x+ỵ+z-3=0 
c. 4x-y-5z + 13 = 0 D. 9x-y+z-16=0 
Câu 46: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxỵz, 
phương trình nào dưới đây là phương trình của 
mặt cầu có tâm l(-l;3;2) và tiếp xúc với mặt 
phẳng (p):2x + 2y + z + 3 = 0. 

A. (x + l) 2 +(y-3) 2 +(z-2) 2 = 9 

B. (x + l) 2 + (y-3) 2 + (z-2) 2 = l 

C. (x + l) 2 + (y-3) 2 +(z-2) 2 =4 

D. (x + 5) 2 +(y + l) 2 +z 2 =9 

Câu 47: Trong không gian với hệ tọa độ Oxị/z, 
cho điểm A(2;2;l) và đường thẳng 

2 1 2 1 2 3 

Phương trình đường thẳng d đi qua A, vuông 
góc với và cắt d 2 là: 
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1 -3 -5 2 3 -4 

x = 2 + t 

c.d:\ ỹ-2 {te*) D.d^=ỵf=^ 

z = 1 — í 

Câu 48: Trong không gian vói hệ tọa độ ơxyz, 

, - * _ _ Ả X y-1 z-2 , 

cho đường thăng A:Ỹ = iL j— = — — và mặt 

phẳng (?):x+2y+2z-4 = 0. Phương trình 
đường thẳng d nằm trong (p) sao cho d cắt và 
vuông góc với đường thẳng A là: 

x = -3 +t x = 3 1 

A. d: y=l-2f(fe í) B. ả :• y = 2 + t (f 6 í) 
z=l-f [z = 2 + 2f 

x = -2-4f ịx = -l-t 

C. d: y=-l+3f(fe 4.) D. £*:■ y = 3-3f(íe :ì) 
z=4-ỉ [z = 3-2í 

Câu 49: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 
cho hai điểm A(l;0;2); B(ữ;- 1;2) vàmặtphẳng 
(p):x+2y-2z+12 = 0. Tim tọa độ điếm M 
thuộc (p) sao cho MA+MB nhỏ nhất? 

A. M(2;2;9) B. 


6 

18.25' 

. u ; 

iLll, 

6. 

11. 18" 

. 15 ; 

15 ; 15; 


r aa\LL?±[ n iuLA._H._Hl 

C M ì''*'* D - M 

1^6 6 4 J 15 15 15 ^ 

Cáu 50: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

x = l 

cho ba đường thẳng: d ì :<y = l,t e 


, . ... . x-l_ y_z-l 

d l :ị y=M ,»€.<; A: i = ịị' 

z-l + u 

Viết phương trình mặt cầu tiếp xúc vói cả d ư d 2 
và có tâm thuộc đường thẳng A? 

A. (x-l) 2 +y 2 +(z-l) 2 =l 

c HĨ*HĨ*HĨ'ị 

4 -í) 4 -ỈI*(-!ĩ-Ễ 
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Chủ dề 8: I ổng ôn. luyện 


ĐỂ Tự LUYỆN SỐ 7 

(THPT AN LÀO - HẢI PHÒNG) 


The best or nothing 


Cầu 1: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, viết 
phưong trình mặt phẳng (p) đi qua hai điếm 
A(l;l;l), B(ũ; 2;2) đồng thời cắt các tia Ox, Oy 
lan lượt tại hai điếm M, N (không trùng với gốc 
tọa độ o ) sao cho OM = 2 ON. 

A. (P):3x+y+2z-6 = 0. 

B. (p):2x+3y-z-4 = 0. 
c. (p):2x + y + z-4 = 0. 
o. (p):x + 2y~z~2 = 0. 

Càu 2: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
hình cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 -2x-4y-6z-2 = 0. 
Viết phưong trình mặt phẳng (aj chứa Oy cắt 
mặt cầu (s) theo thiết diện là đường tròn chu vi 
bằng 8 ji. 

A. (a):3x+z+2 = 0. B. (<x):3x + z = 0. 
c.(a):x-3z=0. D. (a):3x-z = 0. 

Cáu 3: Cho hàm số y = mx 3 -3 mx 2 +3x + l. Tun 
tất cả các giá trị của tham số m để hàm số đồng 
biến trên 

A. 0<m<l. B. /*n<0vm>l. 

c. 0<m<l. D. 0<m<l. 

Cảu 4: Gọi V là thế tích của khối tròn xoay tạo 
thành do quay quanh trục hoành một Elip có 

phương trình i + í = 1. V có giá trị gân nhất 

Ẳ o 

với giá trị nào sau đây? 

A.550. B.400. c. 670. D.335. 

Câu 5: Cắt khối lăng trụ ABC.A'B’C' bới các mặt 
phẳng (AB'C) và (ABC') ta được những khối 
đa diện nào? 

A. Hai khối tứ diện và hai khối chóp từ giác. 

B. Ba khối tứ diện. 

c. Một khối tứ diện và hai khối chóp từ giác. 
D. Hai khối tứ diện và một khối chóp từ giác. 
Càu 6: Cho hình chóp S.ABCD có đáy là hình 
thang cân, AB = 2a,CD = a, ABC = 60°. Mặt bên 
SAB là tam giác đều và nằm hên mặt phẳng 


vuông góc vói ( ABCD ). Tính bán kính R của 
mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

A -R = ~-. B. R=a. 

C.R = ^ặ-. D.R = ụ. 

3 3 ’ 

Câu 7: Tính thê tích V của khối tròn xoay thu 

dược khi quay hình thang ABCD quanh trục 

00', biết 00' = 200, 0'D = 20, 0'C = 10, OA = 10, 

OB=5. 

A B o 



A. V =75000jl b. v=mm%. 

c. V = 3500071. D. v = 37500rc. 

Cảu 8: Gọi s là diện tích hình phẳng giới hạn bỏi 
các đường y = x 2 + 5, y = 6x, x = 0, x = l. Tính s. 

A. s = |. B. s4 C. s = ị. D. s = ~. 

3 3 3 3 

Càu 9: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, cho 
mặtphẳng (p) có phương trình 2x+y-3z+ 1=0. 
Tun một vecto pháp tuyến n của (p). 

A. n=(-4;2;6). B. n = (2;l;3). 

c. n = (-6;-3;9). D. n = (6;-3;-9). 

a~*ịlfa- 3 47) 

Càu 10: Cho hàm số /(fl) = — — ^ vói 

a>0,a*ĩ. Tmhgiá trị M = /(2017 2016 ). 

A. M = 201 7 1008 - 1. B. M = -2017 1008 -1. 
c. M = 2017 2016 - 1 . D. M = l-2017 2016 . 

Câu 11: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 

cho l(-l;2;l) vàmặtphẳng (p) có phương trình 
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x+2y-2z+8=0. Viết phương trình mặt cầu 
tâm I và tiếp xúc vói (p). 

A. (* - 1) 2 + (y + 2) 2 + (z + l) 2 = 9. 

B. (x + l) 2 +(y-2) 2 +(z-l) 2 =3. 

c. (x + l) 2 +(y~2) 2 +(z-l) 2 = 4. 

D. (x + l) 2 +(y-2) 2 +(z-l) 2 =9. 

Câu 12: Ngày 01 tháng 01 năm 2017, ông An đem 
800 triệu đồng gửi vào một ngân hàng với lãi suất 
0,5% một tháng. Từ đó, cứ tròn mỗi tháng, ông 
đến ngân hàng rút 6 triệu để chi tiêu cho gia đình. 
Hỏi đến ngày 01 tháng 01 năm 2018, sau khi rút 
tiền, số tiền tiết kiệm của ông An còn lại là bao 
nhiêu? Biết rằng lãi suất trong suốt thòi gian ông 
An gửi không thay đối. 

A. 800.(1,005)" -72 (triệu đồng). 

B. 1200 - 400.(1, 005) 12 (triệu đồng), 
c. 800.(1,005)" -72 (triệu đồng). 

D. 1200-400.(1,005)" (triệu đồng). 

Cáu 13: Biết I=] 3 * l+5 ~ dx = a]nị+b 
i x-2 3 

(a,b e s). Khi đó, tính giá trị của fl+4b. 

A.50. ' B. 60. c. 59. D. 40. 

Câu 14: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 

a .. r 2 +mx + 1 ... . . , t 

đe hàm so y = — — — liên tục và đạt giá trị 

x + m 

nhỏ nhất trên [0;2j tại một điểm x 0 e(0;2). 

A. 0<m<l. B. m> 1. 

c. m> 2. D. — l<m<l. 


Câu 15: Tun tập nghiệm s của phương trình 


5 *^- 5 . 

A. s = 0. 


B. s = 



c. s = { 0 ; 2 ). 


D. s = 



Câu 16: CÓ tất cả bao nhiêu số thực m để hàm số 


Ị/--X 3 -mx 2 +(m 2 -m+ĩ)x+l đạt cực đại tại 
o 

x=l? 

A.o. B.2. c. 1. D.3. 


Ngọc Huyền LB 

Câu 17: Cho tứ diện ABCD có AD vuông góc 
với mặt phẳng ( ABC). Biết đáy ABC là tam giác 
vuông tại B và AD = 10, AB = 10, BC = 24. Tính 
thê’ tích V của tứ diện ABCD. 

A. V =1200. B. V =960. 

C. V =400. D. V = i^. 

3 

Câu 18: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho tam giác ABC có A(-1;3;2),B(2;0;5), 
c(0;-2;l). Viết phương trình đường trung tuyến 
AM. của tam giác ABC. 


A AM ■ x + - - 

1 

1 

z-2 

2 

—4 

1 

X — 1 

R AM- 

y~ 3 

z+2 

D. /1 1V1 • — 

2 

-4 

1 

X— 1 

c AM'- - — 

y + 3 

z+2 

/xlVL . — 

-2 

4 

-1 ■ 

x-2 

D. AM: — = 

y + 4 

Z + 1 

1 

-1 

3 


Câu Th Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵ z, 
cho ứ(l;2;-l),&(3;4;3). Tim tọa độ của X biết 
x-b-a. 

A. x(l;l;2). B. x(~2,-2;4). 

c. x(-2;-2;-4). D. x(2;2;4). 

Cáu 20: Cho tam giác ABC vuông góc A, 
ABC = 60°. Tính thể tích V của khối tròn xoay 
sinh bởi khi quay A ABC quanh trục AB, biết 
BC = 2a. 

A. V = « 3 . B. V = 3a 3 . 

c.v = na 3 . D. v = ^ệí 

3 

Câu 21: Cho a,b,c là các số thực dương [a.,b±- 1). 
Mệnh đề nào dưới đây đứng? 

A - l0g -|y)4 l0g > 

B. =b. 

c. log a . b = alog fl b (a * o). 

D. log e c = log b c.log B &. 

Câu 22: Trong không gian vói hệ tọa độ Qxyz, 
cho ba diêm rì(l;2;3),B(0;l;l),C(l;0;-2) và mặt 
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Chù dể 8: Tong òn luyện 

phẳng (p) có phương trình x+ỵ+z + 2=0. Gọi 
M là điếm thuộc mặt phẳng (p) sao cho giá trị 

biểu thức T=MA 2 +1MB 2 +3MC 2 nhỏ nhất. 
Tính khoảng cách từ điếm M tới mặt phẳng 
(Q): 2*-y-2z+3=0. 




c. 24. 


D. * 

54 


Câu 23: Cho hàm số y = ~x i +2x 2 + 3 có giá trị 
cực đại và cực tiểu lần lượt là y„y 2 . Mệnh đề nào 


dưới đây là mệnh đề đúng? 

A - 2 V\ -y 2 =5. y 1+ 3y 2 =15. 

c - Vi ~¥i - 2^3. D. y 1 +y 2 = 12. 


Câu 24: Cho hàm so y =/(*) có bảng biến thiên 


như sau: 



Mệnh đề nào dưoi đẩỹ là mẹnh đề đúng? 

A. Hàm SỐ có giá trị cực đại bằng 1. 

B. Hàm số có giá trị cực tiểu bằng 5. 
c. Hàm số có đúng một cực trị. 

D. Hàm số đạt cực đại tại X =0. 

Câu 25: Đường thẳng y = 2 là tiệm cận ngang của 
đồ thị hàm số nào dưới đây? 


A.y = 
c.y = 


2 

x+ĩ' 
2x-2 
x + 2 ' 


B. y = 
D.y = 


-2* + 3 
x-2 
1 + x 
1 - 2 *' 


Cau 26: Gọi s là diện tích hình phẳng giói hạn 
bới các đường my = x 1 ,mx = y z (m> o). Tim giá 


trị của m đế s=3. 


A. m = 1. B. m = 2. c. m=3. D. m=4. 
Câu 27: Cho a,b,c là các số thực dương [a,b *l) 
và log 0 b - Srìog^ c = 7. Tính giá trị của biếu thức 

A - p = |- B. p = -15. 

c p= u' D - P = - 60 - 


Cnu 28: Một cửa hàng cà phê sắp khai trưong 
đang nghiên cứu thị trường để định giá bán cho 
môi cốc cà phê. Sau khi nghiên cứu, người quản 
lý thấy rằng nếu bán với giá 20.000 đồng một cốc 
thì mỗi tháng trung bình sẽ bán được 2000 cốc, 
còn từ mức giá 20.000 đồng mà cứ tăng giá thêm 
1000 thì sẽ bán ít đi 100 cốc. Biết chi phí nguyên 
vật liệu để pha một cốc cà phê không thay đoi là 
18.000 đồng. Hỏi cửa hàng phải bán mỗi cốc cà 
phê với giá bao nhiêu đế đạt lợi nhuận lớn nhất? 

A. 25.000 đồng. B. 22.000 đồng. 

c. 31.000 đồng. D. 29.000 đồng. 

Cau 29: Cho hình chóp S.ABC có đường cao SA, 
đáy ABC là tam giác vuông tại A. Biết SA = 6a, 
AB = 2a,AC=4a. Tính bán kính R của mặt cầu 


ngoại tiếp hình chóp S.ABC. 

A. R~2a\Ịỹ . B. R = aylĩ 4. 

c. R = 2ayỈ3. D. R = 2 ayỊE. 

Câu 30: Cho đưòng thẳng d có phưong trình 


tham số 


x = l+2f 

y = 2-í . Viết phương trình chính tắc 


[z = -3 + f 
của đưòng thẳng ả. 


A. ả : 

B. d: 

c. d : 


2 -1 

1 

x-ĩ y-2 

z-3 

2 -1 

1 

*-l y-2 

z+3 

2 Ị 

1 

x+1 y+2 

_z-3 


2 -1 1 • 

Câu 31: Tính tích phần / = f - — ^-ìđ*. 

Ả* 

A. l = \. B. / = - + 1. 

e p. 


1 
e 

c. 7 = 1 . 


B. / = - + 1. 
e 

D. I = e. 


Câu 32: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho A(l;2;~ì),B (—1; 0; l) và mặt phẳng 
(p):*+2y-z+l = 0. Viết phương trình mặt 


phăng (Q) qua A,B và vuông' góc .với ịpy 
A. (Q):2*-y+3=0. B. (Q):-*+y + z = 0. 
c. (Q):x +2 = 0. D. (Q):3*-y+2 = 0. 
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Ngọc Huyền L8 


Câu 33: Tim nguyên hàm Ịxịx 2 +7) dx. 

A.ịự + 7f + C. B. -ịự + 7)'\c. 

c. ±ự + 7) u + c. D.ịự + 7) u + c. 

Câu 34: Tim tất cả các giá trị của tham số thực m 
để phương trình mx-\nx=0 có 2 nghiệm phân 
biệt thuộc khoảng (2; 3). 

A. ). B. 

C.ÌịÁ 

{ 2 e) l 3 e ì 

Câu 35: Tim tập nghiệm s của bất phương trình 
log 3 (2x+3)<log 3 (l-x). 


In2\ . 


ó 


A. s = 

c.5» 


r -|;« |. 


í 3; 

l 2 , 


B. s = 


f_3 2 

2 ;_ 3 


2x-l 


Câu 36: Tim đồ thị của hàm số y = ~ trong 

X ~~ ô 

các đồ thị hàm số dưới đây. 



o 


B. 


c 

[’/ 

. Á, 

X 2 

'y 




3 * ^ 



-2 


0 

[X 

3 X 


c. D. 

Câu 37: Cho hình chóp S.ABC có 
SA = SB=SC = 6, AC = 4; ABC là tam giác vuông 
cân tại B. Tính thể tích V của khối chóp S.ABC. 

16 V7 


A. V=lbj7. B. V = 

c. V=WI D. v = 


3 

16^2 


Câu 38: Hàm số nào dưới đây đồng biến trên tập 
xác định của nó? 




B. y = 1 1 

y I 3 


C.y=(^[. D. y = (0,5)\ 

Câu 39: Cho hàm số y = log 2 X. Mệnh đề nào dưới 
đây sai? 

A. Đạo hàm của hàm số là y' = 


xln2 


B. ĐỒ thị hàm số nhận trục Oy làm tiệm cận 
đứng. 

c. Tập xác định của hàm số là (-co;+co). 

D. Hàm số đồng biến trên khoảng (0;+co). 
Càu 40: Người ta cần lợp tôn cho một mái nhà 
như hình vẽ. Biết mái trước, mái sau là các hình 
thang cân ABCD,ABFE; hai đầu hồi là hai tam 
giác cân ADE,BCF tại A và B; hình chiếu 
vuông góc của A trên mặt phẳng ịCDEF ) là H; 
AB = 16m,CD = EF= 20 m; AH = l,73m; ED=CF=6m 
Tính tổng diện tích s của mái nhà (diện tích của 
hai mái trước, sau và hai đầu hồi). 

A B 

4 - 



A. s * 281m 2 . B. S*7Srr?. 

c. s«141m 2 . D. S*261m 2 . 

Câu 41: Cho hàm số y = mx 3 + (m 2 -6)x 2 +4. Có 

bao nhiêu số nguyên m đó là hàm số có 3 điểm 
cực trị ữong đó có đúng 2 điểm cực tiểu và 1 điếm 
cực đại? 

A.4. B.3. C.2. D.5. 

Câu 42: Gọi diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ 
-3x-l 


thị y =• 


x-1 


và hai trục tọa độ là s. Tính s. 


A. S = l-41n^. 

3 

c. s=41nị-l. 
3 


B. S=41nỊ. 
3 


D. s = lnf-l. 
3 
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Chủ dé 8 : Tổng ôn lu yện 

Câu 43: Giả sử I = ịsin3xdx = a + b^- (a,be r.j. 
0 2 

Khi đó tính giá trị của a-b. 

A. -ị. B. 0. c. D. ị. 

6 10 5 '. 

Càu 44: Cho phưong trình 3 2i+10 -6.3 Ỉ+4 -2 = 0 

(1). Nếu đặt f = 3 x+5 (í>0) thì (1) trở thành 

phưong trình nào sau đây? 

A. 9f 2 -6f-2 = 0. B. t 2 ~2t-2-0. 

c. t 2 — 18f-2=0. D. 9f 2 -2f-2=0. 

Câu 45: Cho hàm số y = ~x i +2x 2 +3. Mệnh đề 

nào dưới đây là mệnh đề đúng? 

A. Hàm số có 1 cực đại và 2 cực tiểu. 

B. Ham số có 2 cực đại và 1 cực tiểu. 

c. Hàm số không có cực đại, chi có 1 cực tiêu. 
D. Ham so có 1 cực đại và 1 cực tiêu. 

Câu 46: Hàm số y = - X 4 + 8x 2 + 6 đồng biến hên 
khoảng nào dưới đây? 

A- (-2;2). B. (-00; -2) và (ữ;2). 

c. (-oo;-2) và (2;+co). D. (-2;0) và (2 ;-kx>). 


The best or not hin^ 

Câu 47: Tìm X đểhàmsố y=zx+\Ịé~x 2 đạt giá 
trị nhỏ nhất. 

A. X=2-JĨ. B. X--2. 

c. x=l. D. x = y/ĩ. 

Cau 48: Cho ham so f (x j = e ixZ . Biết phưong 
trình /"(*) = 0 có hai nghiệm Xj, x 2 . Tính 

A -*1*2=-Ị- B - *A=1. 

_ 3 

c *1*2 = 4‘ D. x ĩ x 2 =0. 

Câu 49: Cho /(*) = 2^^^. Hàm số nào dưới 

V* 

đây không là nguyên hàm của hàm số /(*)? 

A. F(x)= 2*+C. B. F(x) = 2(2^-l) + C. 

c. F(x)=2(2’ /ĩ +l)+C. D. F(x) = 2' /?+1 +C 
Càu 50: Tun tập xác định D của hàm số 

H* 2 + 2x-3f. 

A- D=Zị. B. D = (-co;-3)vj(l;+co). 

C. D = (0;-ko). D. D = 2\{-3;lj. 
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ĐỂ Tự LUyỆN SỐ 8 

(THPT A KIM BẢNG - HÀ NAM) 


Ngọc Huyền LB 


Câu 1: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận 

_ ^ 2 

đứng của đồ thị hàm số y = — — 7 ? 

x + 1 

A. x = ĩ. B. x=-l. c. y= 1. D. y=- 1. 
Câu 2: Tìm nguyên hàm của hàm số 
/(*) = £’ (l-2017er 21 ). 

A. j , /(x)dx = e I +2017e-*+C. 

B. Ịf(x)dx = e x -2017e~ x +C. 

c. J/(*)(to = e “-^ e -' + C. 

D. Ị/(x)dx = e*+^íf*+C. 

Câu 3: Cho tứ diện ABCD có thể tích bằng 24 và 
G là trọng tâm tam giác ACD. Tính thế tích V 
của khối chóp B.GAC. 

A. v = 8. B. v = 10. c. v = 2. D. v=6. 
Cáu 4: Biết p(x) là một nguyên hàm của hàm số 

™ F(-2)=l' Tính F(2). 


A. F(2) = ln3-1. B. p( 2) = y. 

c. F(2)=ln3+1. D. p(2)=3. 

Câu 5: Cho số phức z*0 thỏa mãn |z|>2. Um 


giá trị lớn nhất của 



A. p= 1. B. p=i c. p = ị. D. p = ị. 

2 2 3 


Câu 6: Cho hàm số y=/(x) xác định trên 
5- liên tục trên mỗi khoảng xác định và 


có bảng biến thiên như sau: 


ỉ X 

-«0 -1 0 1 +00 1 

y' 

- 

- II - 


; y 



-3 

V 


+CO 

\ 


Tun tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho 
phương trình /(x) = 2m+l có hai nghiệm thực 
phân biệt. 
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A. m<- 2. B. m<- 2 và m> 1. 

c. m> 1. D. m<- 2 hoặc m> 1. 


Câu 7: Cho hàm số y = — ~x 2 -2x + 2. Mệnh 

3 2 

đề nào dưới đây đúng? 

A. Hàm SỐ nghịch biến trên khoảng (2;+oo). 

B. Hàm SỐ đồng biến trên khoảng (-1;2). 

c. Hàm số nghịch biến trên khoảng (-oo;-l). 
D. Hàm số nghịch biến trên khoảng 
Câu 8: Trong không gian với hệ tọa độ Ox\fz, cho 
mặt phẳng (p):x + y-2z-ó = 0 và mặt phẳng 
(P'):-x-y+2z + 2 = 0. Xác định quỹ tích tâm các 


mặt cầu tiếp xúc với (p), tiếp xúc với (p'). 

A. Mặt phẳng có phương trình 

x+y-2z-8=0. 

B. Mặt phẳng có phương trình 

x+y-2z+8=0. 

c. Hai mặt phẳng có phương trình 
x+y-2z=8, x+y-2z-S. 

D. Mặt phẳng x+y-2z-4=0. 

Câu 9: Cho số phức z=a+bi (a,b € s) thỏa mãn 

(3 - 2í)z - 4(1 -£) = (2 +i)z. Tính p = ữ+b. 

A. P = -4. B. p = 2. C. p = 4. D. P=-2. 
Câu 10: Trong không gian với hệ tọa độ Qxyz, 

cho hai điểm A(l;-2;3) và p(5;4;7). Phương 

trình nào dưới đây là phương trình của mặt cầu 
nhận AB làm đường kính. 

A. (x-5) 2 +(y-4) 2 +(z-7) 2 =17. 

B. (x - 3) 2 + (y - 1) 2 + (z - 5) 2 = 17. 
c. (x - 6) 2 + (y - 2) 2 + (z - 10) 2 = 17. 

D. (x-l) 2 + (y + 2) 2 +(z-3) 2 =17. 

Càu 11: Tính đạo hàm của hàm số: 

y = log^(x.3 2 "+l). 

A v '- 3^.1n9 + ĩ B (*ln9+l).3 2 * 

' y (x3 2l + l)ln72' ' y (x.3 2x +ì)lnjĩ' 

c y'= D (xln3+l).3 2x 

’ {x.3* +l)lnjĩ' ' y (x3 2x +ì))n&' 



Chiì dể 8: Tổng ôn íuy ện 

Câu 12: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz r 
tính khoảng cách từ điểm (l;2;3) đến mặt phẳng 
đi qua ba điểm (l; 0; o), (l; 2; o) , (0; 3; o) . 

A1 - B.2. C.3. D.6. 

Càu 13: Hỏi hàm số y = \xị 3 -3x + 1 có tất cả bao 
nhiêu điểm cực trị? 

A. Có ba điểm cực trị. 

B. Có hai điểm cực trị. 

c. Không có điểm cực trị. 

D. Có một điểm cực trị. 

Càu 14: Vòm cửa lớn của một trường THPT có 
dạng hình Parabol. Người ta dự định lắp cửa 
kính cho cửa này. Hayx tính diện tích mặt kính 
cần lắp vào biết rằng vòm cửa cao 8 m và rộng 
8m. (biết OA = 8 m, BC = 8m) 



A-128 (nf). 

C ạM- D -fK)- 

Cau 15: Cho hình thang cong (h) giới hạn bởi 
các đường y = e 2 *,y = 0,x = 0 và X=ln2. Đường 
thẳng x = m (0<m<ln2) chia hình (n) thành 
hai phần có diện tích là S 1 và S 2 như hình vẽ. Tưn 
m đế Sj =2S 2 . 



c. m= ln3. D. m=21n3. 

Câu 16: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho điểm Aí(l;2;-l). Viết phương trình mặt 


The best or n othing 

phang (p) đi qua goc tọa độ ơ(0;0;0) và cách 
M một khoảng lớn nhất. 

A. x+2y-z = 0. B. x—y — z=0. 

c. x+y + z-2 = 0. D. -+^ + — = 1 . 

12 - 1 ' 

Câu 17: Tun tập nghiệm s của bất phương trình 
32.4* - 18.2 X + 1 < 0. 

A.s = (l;4). b.S = (-5;-2). 

C.S=(-4;-l). D.s = (-3;l). 

Càu 18: Số mặt phẳng đối xứng của hình bát diện 
đều là: 


A.3. B.9. C.6. D.12. 

„ , n -JĨ + 1 „2-S 

Càu 19: Cho biểu thức p = — - với ( 7>0 

ịa^f 2 ' 

Mệnh đề nào dưới đây đúng? 

A. p = a 3 . B. p = a 5 . c. p=a. D.p = a\ 

Càu 20: Tim tập hợp tất cả các giá trị của tham số 
thực m đế hàm số y = sin X-COSX+ 2017 yíĩmx 
đồng biến trên khoảng (-co;+co). 


A 

1 ^ 

|. B. 

' 1) 

A. 

— — ;+<» 

2017 ) 

_2017 ; ^ 

C. 1 

"2017; -K»). 

D. 

(0;+oo). 


Câu 21: Cho hàm số Ij = ax* +bx 2 + c có đồ thị 
như hình bên. Mệnh đề nào dưới đây đúng? 



A. ữ<0, fr<0, c<0. B.íi>0,k0,c>0. 

c. a>0, b>0, c<0. D. a>0, b<0, c<0. 
Câu 22: Với các số thực dương a,b bất kì. Mệnh 


đề nào dưới đây đúng? 


A. log 3 

B. log 3 
c. log 3 


^j = l + ^log 3 a + log 3 Ỉ7. 
■^-ì = l + 31og 3 ứ + Iog 3 fe. 


~j = ĩ + ịlo ẽ3 a-ỉo ê3 b. 
D - lo g 3 = 1 + 31og 3 a - log 3 b. 
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Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán 

Câu 23: Một chất điểm chuyển động theo quy 
luật s = 6t 2 -t 3 -9f + 1, với t (giây) là khoảng 
thời gian đó. Trong 5 giây đầu tiên, thời điếm t 
mà tại đó vận tốc của vật chuyển động đạt giá trị 
lớn nhất là: 

A. t= 2. B. í=3. c. í =4. D. t = 1. 

Càu 24: Biết f + — áx = flln2 + b, với a,b là các 

ị 2-x 

số nguyên. Tính s=a+b. 

A. S = -5. B. s=5. c. s =-9. D. s = 9. 
Câu 25: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho vectơ MN = (0;l;-l) và M(l;0;2). Tìm tọa 


độ điểm N. 

A. N(-l;-l;-l). B. N(l;-1;3). 

c. N(-l;l;-3). D. N(l;l;l). 

Câu 26: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt phẳng (p) : -r + 3y + 5z + 1 = 0. Vectơ 
nào dưới đây là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng 
(p)? 

A. w 2 (-1;-3;5). B. «,(-!; 3; 5). 

C. « 3 (l;-3;5). D. n 4 (2;0;2). 

Càu 27: Tính môđun số phức 2 thỏa mãn 
(l+i)z + i = 3. 

s B. \z\ = 'j5. 


A. |z| = 
c. |z| = 


4 

3 75 
4 


D. 2 =5. 


Câu 28: Cho hàm số /(*) = - \ — • Tứứi tôhg 

4+2 


s = /|^ì + / 2 


+...+/ 


2016 

2017 ) J 1^2017 ) J 1^2017 ỳ 
A. s = 1008. B. s = 1007. 

c. s = 1973. D. s=2017. 


Câu 29: Tim tất cả các giá trị của tham số thực m 


-m.\ ị I +2ttí + l = 0 có 
3 


để phương trình Ị ■ị 


nghiệm thuộc khoảng (-co;+co). 


A. -~<m< 4+2^5. 

2 

B. -ị<m < 4 + 2^. 

2 

c. m <-- hoặc m>4:+2'j5. 
2 


D. m < -Ậ hoặc m > 4 + 2^. 

2 

Câu 30: Sự tăng trưởng của một loại vi khuẩn 
được tính theo công thức /(f) = Ae rt , trong đó 
A là SỐ lưọng vi khuẩn ban đầu, r là ti lệ tăng 
trưởng (r > o), t (tính theo giờ) là thòi gian tăng 
trưởng. Biết số vi khuẩn ban đầu có 1000 con và 
sau 10 giờ là 5000 con. Hỏi sau bao lâu thi số 
lượng vi khuẩn tăng gấp 10 lần. 

A. 51n20 (giờ). B. 101og 5 20 (giờ), 

c. 101og 5 10 (giờ). D. 51nl0 (giờ). 

Câu 31: Tim nghiệm của phưong trình 
log 3 (3*-2) = 3. 

A. B. 87. C. ụ. D. 

3 3 3 

Câu 32: ĐỒ thị của hàm số y = X 3 + 2x 2 - X + 1 và 


đồ thị của hàm số y = X 2 - X + 3 có tất cả bao 
nhiêu điểm chung? 

A. 0 . B. 3. c. 2. D. 1 . 

Câu 33: Cho hàm số y - x Mệnh đề nào 

dưới đây đúng? 

A. Cực tiểu của hàm số bằng 0. 

B. Cực tiểu của hàm số bằng — 1. 

C. Cực tiếu của hàm số bằng 2. 

D. Cực tiểu của hàm số bằng -2. 

Câu 34: Cho hình lăng trụ lục giác đều 
ABCDEFA’ffC'ƠƯF' có độ dài cạnh đáy bằng 
a và chiều cao bằng h. Tính thế tích V của khối 
trụ ngoại tiếp lăng trụ đã cho. 

A. V = ^. B. V = 3ná í h. 

3 

c. V = 7I cth. D.V = ^y-. 

9 3 

Câu 35: Cho ị fịx}dx = 9. Tính 1 = J /(3r)dr. 

0 0 

A. 1 = 2. B. 1 = 1. c. 1=3. D. /=4. 
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Chủ đề 8: Tổng ôn luyện 

Câu 36: Cho hình chóp S.ABC có đáy là tam giác 

đều cạnh a và thể tích bằng Tính áiỉêu 

6 


cao h của hình chóp đã cho. 


A.h= 2 ^. 

B. fc = — 

3 

Tã' 

c. h 2 ^ fl . 

72 

D .h= 2 f 

Tã 


Càu 37: Biết M(-2;0),N(0;-4) là các điểm cực 

trị của đồ thị hàm số y = ax 3 +bx 2 +cx + ả. Tính 

giá tri của hàm số tại x-\. 

A. y(l)=2. B. y(l) = 12. 

c. y(l)=0. D. y(l)=-l. 

Câu 38: Với các số thực đương a,b bất kì. Mệnh 

đề nào dưới đây đúng? 

. , a logíỉ a 

g fe B.log^ = logfe-loga. 

c. log(rá) = logữ.logè. D. logịàb^ = log ữ + log b. 

Cau 39: Một cái mũ bằng vải của nhà áo thuật với 
các kích thước như hình vẽ. Hãy tính tống diện 
tích vải cần có đế làm nên cái mũ đó (không kể 
viền, mép, phần thừa). 



A. 750,25ĩtịcm 2 Ỵ B. 756,25nịcm 2 ị 

c. 700;r(cm 2 ). D. 754,25ji(cm 2 ). 

Càu 40: Cho hình hộp chữ nhật ABCD.A'B'C'Ơ 
có DC=a,DA=2a và Dơ = 2a. Tính bán kính 
R của mặt cầu ngoại tiếp tứ diện DCB'C'. 

A. R = ^. B. R = ^-. 

2 4 

c. R=3cl D. R=2a. 

Câu 41: Cho hình lăng trụ tam giác ABC.A’B'C' 

có đáy ABC là tam giác vuông cân tại B, cạnh 

AB=2^2. Biết BC' tạo vói mặt phẳng (rìBC) 


__ The best or nothing 

một góc 60° và BC'=4. Tính thể tích V của khối 
đa diện ABCA'C. 


A. V = B. V - — ^ . 

3 3 

c.v = *ệ. Đ.v=ị 

3 3' 

Câu 42: Tìm số phức liên họp của số phức 
z=(l-í)(3+2í). 


A. z~5-i. B. 2=5 + 1 . 

C. 2=l-i. D. z=l + i. 

Câu 43: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 

tập hợp các điểm có tọa độ ( X}y;z ) sao cho 
- 1-*-3,-1<ị/<3 / -1<z< 3 là tập các điểm của 
một khối đa diện (lồi) có tâm đối xứng. Tun tọa 
độ của tâm đối xứng. 

A. (0;0;0). B. (2;2;2). 


c. (l; 1 ; l) . 


D. 


, 2;Ậ;Ị 1. 

u 2 2/ 


Câu 44: Điểm M trong hình vẽ bên là điểm biểu 
diễn của số phức z. Tìm phần thực và phần ảo 
của SỐ phức z. 



A. Phần thực là -4 và phần ảo là 3/. 

B. Phần thực là -4 và phần ảo là 3. 
c. Phần thực là 3 và phần áo là -Ai. 


D. Phần thực là 3 và phần ảo là ~4. 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 

cho ba điểm A(4;0;0),B(0;-2;0) và c(0;0;6). 
Phương trình nào dưới đây là phương trình của 
mặtphẳng (ABC)? 


a* + 4 + £ =1 . 

2-13 


B.Ĩ + X + ^o. 

4 -2 6 


c. 3x-6y+2z-12=0. D. 3x-6y+2z-l=0. 
Cáu 46: Cho khoi nón (N) có bán kính đáy bằng 

a và diện tích xung quanh bằng 2raỉ 2 . Tính thể 
tích của khối nón (n). 
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\.V=ÌẶ. B.v=^. 

3 3 

c. y = D. V^. 

yÍ3 3 

Càu 47: Kí hiệu z 0 là nghiệm phức có phần ảo âm 

của phương trình 2z* + 4z 4- 3 = 0. Trên mặt 
phẳng tọa độ, điểm nào dưới đây là điểm biểu 
diễn của số phức w = iz 0 ? 


A. M 2 

4bi 

B. M,ụ 2;l). 

c. M 3 (W 2;l). 

D. Mj 

(H 


Câu 48: Đường cong trong hình bên là đồ thị của 
một trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn phương 


Ngọc Huyền LB 
án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là hàm số 
nào? 

A. y = -(3 z ) + 2x + l. B.y = x 2 +x. 

C.y = 3 x -X-1. D.y = x 2 -x. 

Câu 49: Tun tất cả các tiệm cận đứng của đồ thị 

, , * x + l + *j4x 2 + 2x + l 

hàm so y = — 7 — - — . 

3 x 2 +4x-5 

A. x = -5. B. x=5. 

c. X = — 1 và x = 5. D. X = 1 va x = -5. 

Câu 50: Cho hàm số fịx) có đạo hàm trên đoạn 

[0;rc], /(o) = 7ĩ và /(ĩr) = 4íi. Tính I = ịf'(x)ảx. 

A. ĩ»2n B. Ỉ = K. c. i=3ĩt D. í = 4 tl 
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Chủ dể 8: Tổng ôn luyện 


ĐỂ ĩự LUVỆN SỐ 9 

í so GĐ&ĐT BẮC NÍNH) 


The best or nothin; 


Cáu 1: Cho biết sự tàng dân số được ước tính theo 
công thức s = Ae Nr (trong đó A là dân số cúa 
năm lấy làm mốc tính, s là dân số sau N năm, r 
là tỉ lệ tăng dân số hàng năm). Đầu năm 2010 dằn 
số tinh Bắc Ninh là 1.038.229 người tính đến đầu 
năm 2015 dân số của tinh là 1.153.600 người). Hỏi 
nếu tỉ lệ tăng dân số hàng năm giữ nguyên thì 
đầu năm 2025 dân số của tinh nằm trong khoảng 
nào? 


A. (1.424.000; 1.424.100) 

13. (1.424.300; 1.424.400) 
c. (1.424.200; 1.424.300) 

0. (1.424.100; 1.424.200) 

Càu 2: Thiết diện qua trục của hình nón (N) là 

tam giác vuông cân có cạnh góc vuông bằng 2 a. 
Tinh diện tích toàn phần của hình nón này. 

A. s, = 7 W 2 Ị 2V2+2) B. s^™»( 2 + *g) 
c. S" = m 2 (4 4 - 2V2) D. = 4 ra * 2 ụĩ + 1] 


Câu 3: Cho hàm số y - /(x) có đồ thị như hình 
bên. run tất cả các giá trị của tham số m để 
phương trình f(x) = m-2 có bốn nghiệm phân 
biệt. 



A. -4<m<-3 B. -4 < m < -3 

c. -2 < ra < -1 D. -2 < ra < — 1 

Câu 4: Giải bất phương trình 2 _j1+4x > 8. 
A. 2<x<3 
‘ x>3 
X<1 


C. 


B. 1<X<3 
D. 1<X<2 


Câu 5: Cho hàm số y-x 3 ~m 2 x 2 + m có đồ thị 
(c). Tim tất cả các giá trị thực của tham số ra để 


tiếp tuyến của đồ thị (c) tại điểm có hoành độ 
x 0 =l song song với đưòng thẳng d:y= -5x. 


A. Không có giá trị của m 
ra = 2 
ra=-2 


B. m = 2 


C. 


D. ra = -2 


Câu 6: Phương trình đường tiệm cận đứng và 


A y — 1 

tiệm cận ngang của đo thị hàm số y = - — Ị lần 

x + 2 


lượt là: 


A. y=2; x=-l B. x=~2; ]/ = l 

c.x=2;y=l D. x = -2; y=-l 


Càu 7: Phần không gian bên 
trong của chai nước ngọt có hình 
dạng như hình bên. Biết bán 
kính đáy bằng R~5cm, bán 
kính cổ r = 2cra, AB = 3 cra, 
BC = 6cm, CD = 16 an. Thể tích 
phần không gian bên trong của 
chai nước ngọt đó bằng: 

A. 495n(cra 3 ) 

B. 490ĩi(cra 3 ) 

c. 4627 i(cm 3 ) 

D. 4127c(cra 3 ) 



Câu 8: Diện tích của hình cầu đường kính bằng 
3 a là: 


A. s= 3Ó7ĨÍ7 2 B. s = 3na 2 

C. S=12tw 2 D. s~9na z 

Câu 9: Cho hàm số y = Xét các mệnh đề 

X — 1 

sau: 


1. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên 
(-co;l)u(l;*x>) 

2. Hàm số đã cho đồng biến trên X \ ỊlỊ. 

3. Hàm số đã cho nghịch biến trên từng 
khoảng xác định. 

4. Hàm SỐ đã cho đồng biến trên các khoảng 
(-<»; -l) và (-1; -ko) 

SỐ mệnh đề đúng là: 
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Cồng Phá T oán 

A.l B. 3 C.0 D. 2 

Câu 10: Một công ty chuyên sản xuất gỗ muốn 
thiết kế các thùng đựng hàng bên trong dạng 
hình lăng trụ tứ giác đều không nắp, có thể tích 
là 62 / 5dm 3 . Đê’ tiết kiệm vật liệu làm thùng, 
người ta cần thiết kế thùng sao cho tổng s của 
diện tích xung quanh và diện tích mặt đáy là nhỏ 
nhất, s bằng: 

A. 106,25rfm 2 B. 12 5dm 2 

c. 75dm 2 D. 50 S ảm 2 


Ngọc Huyền LB 

A. m = nũn/(x) nếu f[x)<m vói mọi X 

thuộc D và tồn tại x 0 e D sao cho /ịx 0 ) = m 

B. Nếu M = max /(x) thi fịx ) < M vói mọi X 
thuộc D 

c. M = max/(x) nếu f(x)<M với mọi X 
thuộc D và tồn tại x 0 e D sao cho f(x 0 )~ M 
D. m = rrún /(*) nếu /(x)>OT vói mọi X 
thuộc D và tồn tại X 0 <=D sao cho f(x 0 ) = m 


Câu 11: Tập nghiệm của bất phương trình: 


Câu 16: Thể tích của khối trụ có bán kính đáy R, 



161og 2 x 

- 3Iog ’*\oià : 

chiều cao h là: 



ÌOẽi 

x 2 +3 

log 2 X + l 

A. V=nR 2 h 

B. V = -nR 2 h 

0 

A. 

i ;1 ) 

u(7i; 

:272)u(3^;4^j 

C. V=-nR 2 h 

3 

0 

D. V=2ĩzR 2 h 

B. 

D 

r 

rH 1 cs 

0 ' 

l;+co) 


Càu 17: Gọi x v x 

2 {x t <x 2 ) là hai nghiệm của 


f 1 l" 



phương trình 8”' - 

t8.(0,5) 3x +3.2 It3 = 125- 24.(0, 5) x . 

c. 

,2^2% 

u (V 2 

H 

Tính giá trị p = 3x. 

1-6*2- 




Câu 12: Hàm số y = -x*+2x 2 +l có mấy điếm 
cực trị? 

4.3 B. 2 c.l D.o 
Câu 13: Cho a, b là hai số thực dương. Rút gọn 

a 3 -Ịb+b 3 yĩâ 


biểu thức sau: 


l I 

a 6 + b' b 


1 Ị 2 2 2 1 

A. a 2 b 2 B. a 3 b 3 C. a 3 b 3 D. lfãb 
1 + a 2 


Câu 14: Cho hàm số y = 


với a> 0 là 


một hằng số. Trong các khẳng định sau, khẳng 
định nào đúng? 

A. Hàm số luôn đồng biến trên khoảng 
(ữ;4<jo) 

B. Hàm SỐ luôn nghịch biên trên 
c. Hàm SỐ luôn đồng biến trên 

D. Hàm số luôn đồng biến trên khoảng 
(l;4co) 

Càu 15: Cho hàm số y=/(x) xác định trên tập 
D. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai? 


A.8 B. -10 c.ll D. -9 

Cảu 15: Khối lăng trụ tam giác có bao nhiêu mặt? 

A.3 B. 6 C.4 D. 5 

Cáu 1 9: Giải phương trình log 3 (lũx + 5 ) = 2. 


2 _ 1 „ 9 

A.x = ~ B. x = ị c.x=4 
5 6 4 


D.x = 2 


Câu 20: Số giao điếm cùa đồ thị hàm số 
y = x 3 -9x + l và đường thẳng d:y-ĩ là: 

A.l B.2 c. 4 D. 3 
Càu 21: Hàm số y = ln(-x 2 + ló) đồng biến trên 
tập nào? 

A. (- 00 ; 4 ) B. (-4;0) c. (-4; 4 ) D. (^»;4] 

4s-l 2-2* 

Câu 22: Giải bất phương trình 2 2 ** 1 <2 2x+1 +1. 


A. X>1 


c. 


1 

x<-~ 

2 

X >1 


B. ~<X<1 
2 


D. x<-^ 
2 


Câu 23: Cho lăng trụ tam giác đều ABC.A'B'C' 
có tất cả các cạnh đều bằng «-73. Tính thể tích của 
khối lăng trụ. 


A. 


9« 3 


B. 


5« 


c. 


3« 3 


D. 


4« 3 
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Chủ dể 8: Tổng ôn luyện 


Câu 24: Hàm số y = ịx 2 + 3x + 2| có bao nhiêu 
điểm cực trị? 

A.l B.3 c. 2 D. 0 
Câu 25: Cho hình chóp S.ABC đáy ABC là tam 
giác vuông tại B, AB=a, BC=3a, có hai mặt 
phẳng (SAB);(SAC) cùng vuông góc vói đáy. 
Góc giữa sc với mặt đáy bằng 60°. Tính khoảng 
cách từ A đếnmặtphẳng (ssc). 

i /ặõ p 1 Í3Õ _ „ Ỉ3Õ _ Ỉ3Õ 
2 V 31 3 V 31 V 31 V31 

Câu 26: Hàm số y = x 3 -3x 2 -2 đồng biến ữên 
các khoảng nào sau đây? 

A. (-co; 0) và (2;+oo) B. (0;2) 

C. (-oo;2) D. (-oo;0)u(2;+co) 

Câu 27: Tính đạo hàm của hàm số y = e 3x sin X. 

A. 3e 3x cosx B. a 3x (3sinx-cosx) 

c. e 3x (3sinx+ cosx) D. e 3x (sinx + cosx) 

Càu 28: Cho một hình trụ có chiều cao bằng 6 nội 
tiếp trong một hình cầu bán kính bằng 4. Tính thê’ 
tích khối trụ này? 

A. 42n B.1471 c. 96 n D.84rt 

Cáu 29: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 
đế đồ thị hàm số y = x*-(m + l)x z + m cắt trục 

hoành tại bốn điếm phân biệt có tổng bình 
phương các hoành độ bằng 2. 

A. m = -\ + 4ỉ B. m = l 

c. m = 0 D. m-3 

Câu 30: Đường cong trong hình bên là đồ thị của 
một hàm số bong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi đó là hàm số 
nào? 



D.y = - 




Câu 31: Xét các mệnh đê sau: 


The best or nothing 


1. Đo thị ham số y = — — có một đường tiệm 

2x 3 


cận đứng và một đường tiệm cận ngang 


2. ĐỒ thị hàm số y = 


x + \Ịx 2 +x + l 


có hai 


đường tiệm cận ngang và một đường tiệm cận 
đứng 

o rVs ri • 1 ' X — yỈ2X 1 , . .. 


3. Đồ thị hàm số y - : 


có một đường 


tiệm cận ngang và hai đường tiệm cận đứng 
Số mệnh đề đúng là: 

A. 2 B.l c. 3 D.o 
Câu 32: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 
đê’ phương trình \ỊỈ~-X + yỊĩ + x = \Ịm + ĩ + x-x 2 
có hai nghiệm phân biệt. 

A. me 4;^ B. me 4;^ju(5} 

c. me 4;-^ju{5} D. me[4;6] 

Câu 33: Cho lăng trụ tam giác ABC.A'B'C'. Gọi 
M,N,P lần lượt là trung điểm của các cạnh 
A'B',BC r CC'. Mặtphẳng (MNP) chia khối lăng 
trụ thành hai phần, phần chứa điểm B có thể tích 
là V v Gọi V là thể tích khối lăng trụ. Tính ti số 


Câu 34: Tìm giá trị lớn nhất của hàm số y = 
trên đoạn [2; 4 ]. 


144 
X 2 +9 


A. maxy = 11 
[2,-4] 3 

r 25 

c 4 


B. maxy = 10 

[ 2 ; 4 ] 3 

n 13 

u. max y = — 

M * 2 


Câu 35: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
cạnh đáy bằng a. Gọi điểm o là giao điểm của 
AC và BD. Biết khoảng cách từ o đến sc bằng 

-p. Tính thể tích khối chóp S.ABC. 

A. B ẺỂ. c D ^ 

18 '9 '8 ‘24 

Câu 36: Chọn cụm từ (hoặc từ) cho dưới đây để 

sau khi điền nó vào chỗ trống mệnh đề sau trở 

thành mệnh đề đúng? 
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"Số cạnh của một hình đa diện luôn 
số đinh của hình đa diện ấy." 

A. lớn hon B. nhỏ hen 

c. nhỏ hon hoặc bằng D. bằng 
Câu 37: Tính giá trị của biểu thức sau: 

logi a 2 + log^ ã 3 ; 1 * a > 0. 





D. 

6 


Câu 38: Cho một hình trụ (r) có chiều cao và bán 


kính đều bằng 3 a. Một hình vuông ABCD có hai 
cạnh AB,CD lần lượt là hai dây cung của hai 
đường ữòn đáy, cạnh AD,BC không phải là 
đường sinh của hình trụ (r). Tính cạnh của hình 


vuông này? 

A. 3 aS B. 6a c. 3 a 


D. 


3 aJĨÕ 


Càu 39: Cho log 2 b = 3,log 2 c = -6. Hãy tính 


log 2 (i> 2 c). 

A. 4 B. 7 C. 0 D. 8 
Càu 40: Tập tất cả các giá trị của m để phưong 
trình 

2< x ' 1)2 .log 2 ự - 2x + 3) = 4 M .log 2 (z\x -nị + 2) 
có đúng bốn nghiệm phân biệt là: 



Cảu 41: Cho a,b là các sô thực dưong. Viết biểu 
thức l \Ị a 2 b 3 dưói dạng lũy thừa vói số mũ hữu tí. 

13 Ị Ị 31 Ị i 

A. a 6 b* B. 0*0* c. a*b 6 D. a 6 b 9 

Câu 42: Tổng tất cả các nghiệm của phưong trình 

21og 5 (r-4)+log 5 (a:-6) 2 =0 bằng: 

A. 10- >/2 B. 5 + V2 c. 10 + -v /2 D. 10 

Câu 43: Hàm số y = -X 3 + 3x 2 - 1 có điểm cực tiểu 
bằng: 

A. M(0;-l) B. 2 c. -1 D. 0 

Câu 44: Cho hình chóp tam giác đều S.ABC có 
cạnh đáy bằng 2 a. Gọi M,N lần lượt là trung 
điếm cảu SB,SC. Tính thế tích khối chóp 


Ngọc Huyền LB 

A.BCNM. Biết mặt phẳng (AVW) vuông góc 
vói mặt phẳng (SBC). 

W| W| c ỂÂ. o. ểA 

'12 '4 '2 '6 

Cầu 45: Cho một hình nón (N) có đáy là hình 
tròn tâm o, đường kính a và đường cao SO=a. 
Cho điếm H thay đổi trên đoạn thẳng so. Mặt 
phẳng (p) vuông góc vói so tại H và cắt hình 

nón theo đường ữòn (c) . Khối nón có đinh là o 
và đáy là hình tròn (c) có thể tích Ión nhất bằng 
bao nhiêu? 

na 3 7 xa 3 c 4 na 3 D 2tĩa 3 

A 162 81 '81 ' 81 

Câu 46: Cho hàm số f(x) = 2x 3 -óx 2 +3. Số 

nghiệm của phưong trình /(/(*)) = 0 là’ 

A. 9 B. 6 c. 3 D. 7 

Càu 47: Cho các hàm số y = x s -x 3 +2x; 

y = Ị/ = -x 3 -4x-4sinx Trong các hàm SỐ 

x+1 

ữên có bao nhiêu hàm số đồng biến trên tập xác 
định của chúng? 

A.o B. 2 C.3 D. 1 

Cáu 48: Cho hình chóp S.ABC có SA vuông góc 
vóimặtphẳng (ABC), SA-2a, AB = a, AC = 2a, 

BAC = 60°. Tính diện tích hình cầu ngoại tiếp 
hình chóp S.ABC. 

A. s = -| 7W 2 
3 

c. S = 8 tw 2 

Cáu 49: Một hộp giấy hình hộp chữ nhật có thể 
tích 3 ảm 3 . Nếu tăng mỗi cạnh của hộp giấy thêm 
lịsdm thì thể tích của hộp giấy là 24đm 3 . Hỏi nếu 
tăng mỗi cạnh của hộp giấy ban đầu lên 3%/3dm 
thi thế tích hộp giấy mới là: 

A. 324 dm 3 B. 6 4dm 3 c. 192 dm 3 D. 81dm 3 
Câu 50: Tìm tập xác định của hàm số: 

y = [-x 2 +7x- 10)3. 

A. s \ {2;5} B. (-«; 2) u (5 ; -ko) 

c. -4 D. (2;5) 


B. S = 32mỉ 2 

D. S=~m 2 
3 
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Chú dề tì: Tổng ôn luyện 


The bes>t or 


othiii! 


ĐẼ ĩự LuyỆN số 10 

'SỞ GD&ĐT QUẢNG NINH) 


Càu ĩ: Đường thẳng nào dưới đây là tiệm cận 

ngang của đồ thị hàm số v = 3 +— — . 

x~3 

A. y = -3. B. *=3. c. x=~3. ũ. y=3. 
Câu 2: Biết rằng đồ thị hàm số y = X* - 3x 2 + 5 và 
đường thẳng y=9 cắt nhau tại hai điểm Dhân 
biệt A(x i ‘,y l ), B(x 2 ;y 2 ). Tínhx J+V 
A. X 1 +x 2 =3. B. +x 2 =0. 

Cx l +x ỉ =18. D.x 1 +x 2 =5. 

'-áu 3: Ham số nào trong bốm hàm số được liệt 
kê ờ bốn phướng án A, B, c, D dưới đây, không 
có cực trị? 

A. y = x z + 3x* -lx + l. B. y = -x 4 -4x 2 +3. 

c. y = X 3 — 3x + 5 . D. v=8 £ ±i, 

1 

Cáu 4: Tim các khoảng đồng biến hàm số 
y = 2x 2 +3*-l. 

A. (-co; 3 ). 8. (l;-K»). 

D. (-<o;l) và (3;+oc). 
Cẩu 5: Cho hàm số y = f(x) xác định trên 
3 \ í -1 ' 1 } / liên tục hên mỗi khoảng xác định và 
có bảng biến thiên như sau: 


X 

—co 


0 

- - 

+CO 

y' 

+ 


1 1 

+ j 

+ 

; y 

\ 

+CO 

,/ 




+ccỊ 

ị 

2 

/: 

—co 


Tìm tập hợp tất cả các giá trị của thàm số m sao 


cho phương trình /(x) = m có ba nghiệm thực 
phân biệt. 

A. [-2;2]. B. (-2;2). 

C. (-00; +00). D. (2;- -mo). 

Câu 6: Tìm điểm cực đại * CĐ (nếu có) của hàm số 
y='Jx-3 -'Jố-x . 

A. M(0;2;l). 

X CĐ = 6 • 


C. X CĐ = Vó . 


D. Hàm số không có điểm cực đạỉ. 

Câu 7: Độ giảm huyết áp của một bệnh nhân 
được xác định bởi công thức 
G (x) = 0, 024X 2 (30 - x), trong đó X là liều lượng 
thuốc tiêm cho bệnh nhân cao huyết áp ( X được 
tính bằng mg). Tun lượng thuốc để tiêm cho bệnh 
nhân cao huyết áp để huyết áp giảm nhiều nhất. 

A. 20mg. B. 0,5 mg. c 2,8 mg L>. 15 mg. 
Cau 8: Tun tat cả các đường tiệm cận đứng của 

đồ thị hàm số y = * — 3* 4 2 0 
X 2 - 5* -14 


A- x = —2 và x=7 . B. x=~2. 
c. x = 2 và x=-7. D. x=7 . 


Ciu 9: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 
đế phương trình mV2 + tan 2 x = m + tanx có ít 
nhất một nghiệm thực. 

A . — \/2 < m < V2 . B. — l<m<l. 

C. -V2 <m<y/2. D.~l<m<l. 

Càu 10: Tìm tất cả các giá trị thực của tham số m 


để đồ thị hàm số y-x 3 ~4x 2 + ịl-m 2> jx + l có hai 

điếm cực trị nằm về hai phía khác nhau đối xứng 
với trục tung? 


. 1 1 

3 3 


m> 1 
m<- 1* 


c. 


D. ~l<m<l. 


Cáu 11: Đường cong ừong hình bên là đồ thị của 
một hàm số trong bốn hàm số được liệt kê ở bốn 
phương án A, B, c, D dưới đây. Hỏi hàm số đó là 
hàm số nào? 
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Ngọc Huyền LB 


Công Phá Toán 


A. y = -X* + Sx 2 + Ĩ. B. y = x i -8x 2 +l. 
c. ỵ = -x 3 +3x 2 +ĩ. D. y = |x| 3 -3x 2 +l. 
Câu 12: Tun tập xác định D của hàm số 

y=(3* 2 -i)- 2 


A.D=r\ị±-j=l. 


B. D = ị±^=l. 
£ 


c. D = | -co;--7= Ịu 
D. D = 


£) {£ 

-—•—ì 

V £'£; 


r=/ + co 


Câu 13: Tính đạo hàm của hàm số y = log 2 X 


A. y' = 


c. y'= 


ln3 

xln2 


x|(ln2-ln3) 


B. y' = 


. D. y' = 


2* 


Ỉn3 

x|ln2 


x(ln2-ln3) 


Cáu 14: Cho hàm số /(x) = -^-Ị-. Hỏi khẳng định 

5 

nào dưói đây là khẳng định sai? 

A. /(x)>lox>(x 2 -lỊ.log 2 5. 

o r/.v 1 X ^ X 2 -ì 

B. /m>lo- — -- — . 

M ' 1 + log 2 5 1 + log s 2 

C. f(x) > 1 o x.log, 2 > (x 2 - l).log 2 5 . 

3 

D. /(x)>lox.ln2>(x z -l).ỉn5. 

Càu 15: Tưn nghiệm nguyên nhỏ nhất của bất 
phưong trình log 3 ^l-x 2 ]<log 1 (l-x) 

3 

A. x-ữ. B. xmĩ. 


C. x = 


i-£ 


D. x = 


1+V5 


2 2 
Càu 16: Cho a - log 2 m vói 0 < m * 1 . Đẳng thức 
nào dưới đây đúng? 

3+ữ 

ứ 

3-a 


A. Iog m 8m = 
c. log ffl 8m=- 


B. log m 8m= (3 -a)a. 
D. log m 8m = (3+ứ)«. 


Cầu 17: Một học sinh giải bất phương trình: 



Bước 1: Điều kiện X 0 . 


Bước 2: Vì 0 < -7= < 1 nên 

£ 


2 T < 

' 2 _' 

UJ 



o-<5 

X 


Bước 3: Từ đó suy ra 1 < 5x <=> X > ^ . Vậy tập 
nghiệm cúa bất phương trình đã cho là 



A. Sai ở bước 1. B. Sai ở bước 2. 

C. Sai ở bước 3. D. Đúng. 


Câu 18: Cho hàm số y = 


'3Ì 

u 


x*-2x+2 


. Trong các 


khẳng định dưới đây, khẳng định nào đúng? 
A. Hàm số luôn đồng biến trên . 

B Hàm SỐ luôn nghịch biến ừên khoảng 


C. Hàm SỐ luôn đồng biến trên trên (- 00 ; 1) . 

D. Hàm số luôn nghịch biến trên . 

Câu 19: Với những giá trị nào của X thì đồ thị 
hàm SỐ y = 3' +l nằm phía trên đường thẳng 
y = 27. 


A. x>2. B. x>3. c. x<2. D. x<3. 
Câu 20: Một loài cây xanh trong quá trình quang 
hợp sẽ nhận một lượng nhò Carbon 14 (một đơn 
vị của Carbon). Khi cây đó chết đi thì hiện tượng 
quang hợp cũng sẽ ngưng và nó sẽ không nhận 
Carbon 14 nữa. Lượng Carbon 14 của nó sẽ phân 
hủy chậm chạp và chuyên hóa thành Nitơ 14. Gọi 
p(í) là số phần trăm Carbon 14 còn lại trong một 
bộ phận của cây sinh trưởng t năm trước đây thì 
p(í) được cho bởi công thức: 

p(í) = 100.(0, 5)^°%. 

Phân tích một mẫu gỗ từ công trình kiến trúc gỗ, 
người ta thấy lượng Carbon 14 còn lại trong gỗ là 
65,21% . Hãy xác định số tuổi của công trình kiến 
trúc đó. 
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Chủ dể 8: Tổng ôn luyện 

A. 3574 (năm). B. 3754 (năm), 

c. 3475 (năm). D. 3547 (năm). 


21: Cho hàm số / (x) = ỹ . Tính tổng 

iHâHẩHlHs) 

A. 2014 . B. 2015 . c. 1008 . D. 1007 . 

Càu 22: Tìm nguyên hàm của hàm số 
/(x) = sin(2x+l). 

A. J/(*)d* = cos(2x + 1) + c . 


B. Ịf(x)dx = ~cos(2x + ì)+C. 
c. \f(x)àx = 

icos(2x+l)+C. 

D. J/(*)d* = -cos(2x + l)+C. 

Câu 23: Cho hàm số fịx) Hên tục trên [0;10] 
thỏa mãn: 

M 6 

ịf(x)đx=7, J/(x)dc = 3. 

0 2 

Tính P = Ịf{x)dx+Ịf(x)dx. 

A. p = 10. B. p = 4 . C. p = 7 . D. P = -4. 
Câu 24: Biết p(x) là một nguyên hàm của hàm 

sS/(x)= ĩ^ vàf (f)= 2 - TWlf ( 0 )- 

A - F (°)=“| ln2 +2. B. F(o)=-|ln2 + 2. 

C. F(0) = -|ln2-2. D. F(o) = -|ln2-2. 

Câu 25: Tính tích phân I = Ị arcosxd* . 

A. í = 2. B. ĩ = -2. c. 7 = 0 . D. / = 1. 
Câu 26: Giả sử: 

ị77ẻư x=abí5+bbl3:a ' b ^- 

Tính P = aJ). 

A. p=8. B. p = ~6. C. P = -4. D. P=-5. 
Câu 27: Kí hiệu (H) là hình phẳng giói hạn bởi 
đường cong y = tanx, trục hoành và hai đường 


thẳng X =0, X = - . Tính thể tích V của khối tròn 
4 


The best or nothing 

xoay thu được khi quay hình (h) xung quanh 
trục Ox 


A. y=-7! 

íi-ĩ' 

B. V = 1 

( \ 
l-i 


l 


l 4 J 


C. v = 7t 

Í1-ĨÌ 

|. D. v = n\ 

í 2 --ì 


l 4y 


l 4 ) 


Câu 28: Một vận động viên đua xe F đang chạy 
với vận tốc 10(m/s) thì anh ta tăng tốc vói vận 

tốc ữ(f) = 6f(m/s 2 ), trong đó t là khoảng thời 

gian tính bằng giây kế từ lúc tăng tốc. Hỏi quãng 
đường xe của anh ta đi được trong thời gian 
10 (s) kể từ lúc bắt đầu tăng tốc là bao nhiêu? 

A. 1100 m. B. lOOm. 

C.lOlOm. D. lllOm. 


Càu 29: Cho số phức z 1 =l + 3i và z 2 =3-4i. 
Tính môđun của số phức Zj + z 2 . 

A. VĨ7. B. >/Ĩ5. C.4. D. 8. 

Càu 30: Gọi Zj,z 2 là hai nghiệm phức của 
phương trình z 2 +2z+10=0. Tính giá tự của 
biểu thức A ~ |zj| 2 +|z 2 | 2 . 


A. 15. B. 20. C. 19. D. 17. 

Câu 31: Tìm điểm biểu diễn số phức z thoả mẫn 
(l + ;)z + (2 + z')z = 3 + z. 

A.(l;-1). B.(l;2). c.(l;l). D.(-l;l). 


Câu 32: Cho số phức 
z 5 +z 6 +z 7 +z 8 . 



- Tính 


A. 4. B. 0. c.4i. D. 2. 

Câu 33: Cho số phức z thoả mãn điều kiện 
|z - 2 - 4ỉj = |z - 2i \ . Tim số phức z có môđun nhỏ 


nhất 

A. z=-l+i. B. z = -2+2ỉ. 

C.z=2+2z\ D. z = 3+2ỉ\ 

Câu 34: Cho hai số phức z l , z 2 thoả mãn 

~ z ỉ\ = 1 • Tính giá trị của biểu thức 



A. p=l-i. B. p = -l-i. 

c. p = -l. D. p=l+í. 
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Câu 35: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
đáy là hình vuông ABCD cạnh ứV 2 , các cạnh 
bên có chiều dài là 2 a . Tính chiều cao của hình 
chóp đó theo a . 

A.ajĩ. B.2a-JĨ. c la. D. asỈ3 . 
Câu 36: Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Tổng SỐ đỉnh, số cạnh và số mặt của một 
hình tứ diện đều bằng 14 . 

B. SỐ cạnh của một hình hai mươi mặt đều 
bằng 30. 

c. SỐ mặt của một hình mười hai mặt đều 
bằng 12. 

D. Số đỉnh của một hình bát diện đều bằng 8 . 
Câu 37: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là 
hình vuông cạnh a, SA = SB=SC = SD = a-JĨ . 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD . 

\ [5 a 3 AỈ6 0*46 p a 3 AỈ6 

3 9 6 * ' 12 

Cà 11 38: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có 
đáy ABC là tam giác vuông tại A, AC~a, 
ACB = 60°. Đường chéo BC' của mặt bên 
(BCCB') tạo với mặt phẳng ịACCA') một góc 
30° . Tính thể tích của khối lăng trụ theo a . 


A-V^. 

B. V = a 3 Jẽ. 

3 

c Ị/ _ 2« >/6 

D.v-^ 


3 3 


Câu 39: Trong không gian, cho tam giác ABC 
vuông tại A có AB-2, AC = \/Ì quay xung 
quanh cạnh AC tạo thành hình nón ữòn xoay. 
Tính diện tích xung quanh S xí của hình nón đó. 

A. = 2 -JEn . B. = 1271. 

c. S^=6n. D. = 3 \ỊEn . 

Câu 40: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ơ có 
cạnh bằng a . Một hình nón có đinh là tâm của 
hình vuông ABCD và có đường tròn đáy ngoại 
tiếp hình vuông A'B'C'D' , Tính diện tích xung 
quanh của hình nón đó. 


^ %a 2 'Ị3 

g 

3 

2 

c 

c TUt 2 yj6 


2 ‘2 


Câu 41: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là 


tam giác đều cạnh 

a , mặt bên SAB là tam giác 

đều và nằm ữong mặt phẳng vuông góc với mặt 
phẳng đáy. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp 

hình chóp đã cho. 


A 5tw 3 7Ĩ5 

ỉ\. « 

„ 5tw 3 >/Ĩ5 

D. . 

18 

54 

c 4na 3 S 

27 

D. 5 ™ 3 . 

3 


Càu 42: Tính diện tích vải cần có đê’ may một cái 
mũ có hình dạng và kích thước (cùng đơn vị đo) 
được cho bởi hình vẽ bên (không kế riềm, mép) 



A. 350jr. B. 40071. 

C. 45071. D. 500tc. 

Câu 43: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxỵz, 

cho hai điểm M(0; 2; l) và N( 1; 3; o) . Tim giao 
điếm của đường thẳng MN và mặt phẳng 0x2 . 
A. £(2;0;3). B. H(-2;0;3). 

C. F(2;0;-3). D. K(-2; 1; 3). 

Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm /4(2; 1; 3) và B(l;-2;l). Lập 
phương trình đường thẳng A đi qua hai điếm A, 
B. 

A. A: ĩzl = ỵzl = ĩzỉ. 

13 2 

B A . * +2 _ y + Ị _ z +3 

c ^. * + V - y~ 2 2+1 

: 1 ~ 3 ~ 2 ■ 

D. A: ĩzl = £Ịl = ĩzl. 

1 -2 1 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 
cho hai đường thẳng = ~~~2 
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o 

A. 3574 (năm). B. 3754 (năm), 

c. 3475 (năm). D. 3547 (năm). 


Câu 21: Cho hàm số f(x) = . Tính tổng 



Câu 22: Tìm nguyên hàm của hàm số 
/(*) = án(2x+l). 


A.ịf(x)đx = cos(2x + l) + C. 


B. J/(x)dx = ycos(2*+l) + C. 

c. Ịf(x)dx = ị cos(2x + l) + C. 

D. Ịf(x) dx= -cos(2* + l)+C. 

Càu 23: Cho hàm số f{x) liên tục trên [0;lũ] 
thỏa mãn: 

10 6 

ịf(x)đi [=7, J/(z)d* = 3. 

0 2 

2 10 

Tính P = Ịf(x)dx + Ịf(x)dx. 

A. p=10. B. p = 4 . c. p = 7 . D. p = -4 . 
Câu 24: Biết p(x) là một nguyên hàm của hàm 

sổ/ W = ĩ& vàf tf)= 2 ' TInhí '(°)- 

A. F(o)=»-|ln2+2. B. F(o)=-|ln2 + 2. 

C. i ? (0)=~|ln2-2. D. F(o)=-ỉln2-2. 

Càu 25: Tính tích phân / = Ịxcosxcb:. 

A. / = 2. B. ỉ = -2. C.í=0. D. 1 = 1. 
Câu 26: Già sử: 

ịl^ĩtĩ ix=ain5+bìx ' 3 ' a ' b ^-- 

Tính P-a.b. 

A.p = 8. B. P = -6. C. p = -4 . D. P~-5. 
Câu 27: Kí hiệu (h) là hình phẳng giới hạn bới 
đường cong y = tan X , trục hoành và hai đường 

thẳng x = 0, x = ^.TÍnh thể tích V củakhốitròn 


The best or nothing 

xoay thu được khi quay hình (n) xung quanh 
trục Ox 






7t| 

1-4 

B. v = 

fi-4 









1 

l-ĩ). 

D.v = 

7 / 2 --Ì. 

V. 

V 


l 4j 


Câu 28: Một vận động viên đua xe F đang chạy 
với vận toc 10(m/s) thì anh ta tăng tốc với vận 

tốc fl(f) =6f^m/s 2 j, trong đó t là khoảng thời 

gian tính bằng giây kể từ lúc tăng tốc. Hỏi quăng 
đường xe của anh ta đi được trong thời gian 
ìo(s) kể từ lúc bắt đầu tăng tốc là bao nhiêu? 

A. llOOm. B. lOOm. 

C. lOlOm. D. lllOm. 


Câu 29: Cho số phức Zj=l + 3z' và Z 2 =3-4Í. 
Tính môđun của số phức z l +z 2 . 

A. y/Ĩ7 . B. VĨ5. c. 4. D. 8. 

Câu 30: Gọi Zj,z 2 là hai nghiệm phức của 
phưong trình z 2 + 2z + 10 = 0. Tính giá trị của 
biểu thức A = |z 1 | 2 +|z 2 | 2 . 

A. 15. B. 20. c. 19. D. 17. 

Câu 31: Tun điếm biểu diễn số phức z thoả mân 

(ĩ+i)z+(2+i)z=3+i. 

A.(l;-1). B.(l;2). c.(l;l). D.(-l;l). 

Câu 32: Cho số phức z = Ịj^4j • Tính 
z 5 +z 6 +z 7 +z 8 . 

A. 4 . B. 0 . c. 4 i . D. 2 . 

Câu 33: Cho số phức z thoả mãn điều kiện 
|z - 2 - 4z'| = |z - 2z'| . Tim số phức z có môđun nhỏ 
nhất. 


A. z=-l+i. B. z = -2 + 2 i. 

C. z=2+2 ỉ. D. z = 3 + 2z. 

Câu 34: Cho hai số phức z 1 , z 2 thoả mãn 

KHKI =K - z 2 |=1 . Tính giá trị của biểu thức 


p = ỉ^- 


+ 


' z .' 2 




A. p=l-i. 

C. p=-l. 


B. p=-l-i. 
D. p = l + z\ 
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Câu 35: Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có 
đáy là hình vuông ABCD cạnh asỊ 2, các cạnh 
bên có chiều dài là 2 a . Tính chiều cao của hình 
chóp đó theo a . 

A. ajỉ. B. 2ay[ỉ. c. 2 a. D. a& . 

Câu 36: Khẳng định nào sau đây sai? 

A. Tổng số đinh, số cạnh và số mặt của một 
hình tứ diện đều bằng 14 . 

B. Số cạnh của một hình hai mươi mặt đều 
bằng 30. 

c. SỐ mặt của một hình mười hai mặt đều 
bằng 12. 

D. SỐ đỉnh của một hình bát diện đều bằng 8 . 
Câu 37: Cho hình chóp S.ABCD, đáy ABCD là 
hình vuông cạnh a, SA~SB=SC = SD = a\ỊĨ . 
Tính thể tích khối chóp S.ABCD . 

A ?-Ễ. b c — D g3 ^ 

3 9 6 12 

Câu 38: Cho hình lăng trụ đứng ABC.A'B'C' có 

đáy ABC là tam giác vuông tại A, AC=a, 

ACB = 60°. Đường chéo BC' của mặt bên 

(BCC'B') tạo với mặt phẳng (ACCA') một góc 

30° . Tính thể tích của khối lăng trụ theo a . 


A.v = 4rf . 

3 

B. V = a 3 Vẽ. 

c V - ^ 

d.v=M. 

3 

3 

Câu 39: Trong không gian, cho tam giác ABC 

vuông tại A có AB = 

2, AC = yỊE quay xung 

quanh cạnh AC tạo thành hình nón tròn xoay. 
Tính điện tích xung quanh S XIỊ của hình nón đó. 

A. S^lSn. 

B. S„=12jc. 

c. S^ÓTC. 

D. S XIỊ =3^En. 

Câu 40: Cho hình lập phương ABCD.A'B'C'Ơ có 
cạnh bằng a . Một hình nón có đinh là tâm của 
hình vuông ABCD và có đường tròn đáy ngoại 
tiếp hình vuông A'B'C'D' . Tính diện tích xung 

quanh của hình nón đó. 


A. 

B. m2 ' ã . 

3 

2 

£ 7M 2 -v/3 

D 

2 

2 


Ngọc Huyền LB 


Câu 41: Cho hình chóp S.ABC có đáy ABC là 
tam giác đều cạnh a , mặt bên SAB là tam giác 
đều và nằm trong mặt phẳng vuông góc với mặt 
phẳng đáy. Tính thể tích của khối cầu ngoại tiếp 


hình chóp đã cho. 


A 5na 3 'JĨ5 

A. . 

B. 

18 


c 

27 

D. 


5na 3 yỉĨ5 

54 

5íia 3 

~ 3 ~' 


Càu 42: Tính diện tích vải cần có để may một cái 
mũ có hình dạng và kích thước (cùng đơn vị đo) 
được cho bời hình vẽ bên (không kể riềm, mép) 



A. 3507Ĩ. B. 400 jĩ. 

C. 45071. D. 500jĩ. 

Câu 43: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 

cho hai điểm M(0; 2; l) và N(l; 3; o) . Tìm giao 
điểm của đường thẳng MN và mặt phẳng Oxz . 
A. £(2;0;3). B. h(-2;0;3) 

C. F(2;0;-3). D. K(-2;1;3). 

Câu 44: Trong không gian với hệ tọa độ Oxỵz, 
cho hai điếm A(2;l;3) và B(l;-2;l). Lập 
phương trình đường thẳng A đi qua hai điểm A, 
B . 

A A *~ 2 - y -1 - 2-3 
: 1 3 “ 2 

13 2 

c. A: x + 1 - y ~ 2 - z + 1 . 

1 3 2 

1 -2 1 

Câu 45: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai đường thẳng d: = ~ 3^ ~~~2 
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d': 


* = 4f 

y = 1 + 6í Ịfe Xác định vị trí tương đối 
z = -l + 4f 


giữa hai đường thẳng d và ả' . 

A. d và d' song song với nhau. 

B. d và d' trùng nhau, 
c. d và ã' cắt nhau. 

D. d và d' chéo nhau. 

Càu 46: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
cho Aịĩ; 0; 2)b( 2; -1; 3), Trong không gian với 


hệ tọa độ Oxyz, cho. Viết phưong trình đường 
thẳng A đi qua hai điếm A , B . 


x = l + f 


A. A: 


y=-t . 


z = 2 + í 


8. A: 


x-1 y-2 
1 -1 


z 

ĩ' 


c. A:*-y+z-3=0. L\ 

1 -1 ! 

Càu 47: Trong không gian vói hệ tọa độ Oxyz, 
cho hai điểm A(2;4;l), B(-l;l;3) và mặt 
phẳng (P):x-3y + 2z-5=0. Viết phương trình 
mặt phẳng (Q) đi qua hai điểm A , B và vuông 
góc vói mặt phẳng (p) . 

A. (Q):2y + 3z-l = 0. 

B. (Q):2*+3z-ll = 0. 
c. (Q):2y + 3z-12 = 0. 

D. (Q):2y+3z-ll = 0. 

Câu 48: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho mặt cầu (s):x 2 +y 2 +z 2 -2x-4y-6z-ll = 0 


và cho mặt phẳng (p):2* + 2y-z-18 = 0. Tìm 
phương trình mặt phẳng (q) song song với mặt 
phẳng (p) đồng thòi (q) tiếp xúc vói mặt cầu 

(s). 

A. (Q):2x+2y-z + 22=0. 

B. (Q):2x+2y-z-28=0. 

c. (Q):2x+2y-z-18 = 0. 

D. (Q):2x+2y-z+12 = 0. 

Càu 49: Trong không gian với hệ tọa độ Oxyz, 
cho A(l;-3;2), B(l;0;l), c(2;3;0). Viết 
phương trình mặt phẳng ( ABC) . 

A. 3x-y-3z=0. B, 3.t+y+3z-6 = 0 . 

C. 15.r-y-3z-12=0 . D. y + 3z - 3 = 0 . 

Càu 50: Trong không gian vói hệ tọa độ Gxỵz . 
Viết phương trình mặt phẳng (p) đi qua điểm 
M(l; 2; 3) và cắt các trục Ox , Oy , Oz lần lượt 
tại ba điểm A, B , c khác với gốc tọa độ o sao 
cho biếu thức + có gtó tn nhò 

nhất. 

A. (p):.r + 2y + 3z-ll = 0. 

B. (p):x + 2y + 3z-14 = 0. 

C. (p):z + 2y + z-14 = 0. 

D. (p):x + y + z-6=0. 
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^ẽỉừềẩ /à rhấMầ smấhÁọonÁ /lẳức 

Hãy biết nỗ lực cho đến giây phút cuối cùng , cho đến thời điếm kết quả ngã ngũ. đế không tiếc nuối và dằn 
vật vì hai từ "già như". 

Chủng, ta đa bao nhiêu, lần , bả qua, cưhậtđưực đán, nhận, hạnhphiic chí 2 - minh? Xà, những, lần, dể, dáng, buông, 
hxg, đánh, Ytìt những. Cữ hội khác nhau-, là những, lẩn, mặc nhiên, cảo đứt tất cá, cậi rễ tình, cảm, để cổ, kiếm, tim, 
những, cái, khác xa, xáthưn? 

TỲlãi một lần, từ, hừ, là, một lần đánh, mắt ca, hội- để hạnh, phúc. r Bài ví may, mán, (Hấn, chi là, một dài lần, ghé, 
qua,. hệt cồn - trể, ngưầi ta dẻ dàng tù bà Cứ hội để được hạnh, phúc, ai ngxiài ta, nghĩ ràng,, áữ cá những, thứ 
hanh phíiũ khác tìm, đến. TM nhưng, ngưài, ta, không kểt- rằng, hạnh phíic thật sự chi đền tnột Ỉdỉv trang, đài 
mà thái, 

Tứclả, nếư kháng nắm, lây thí óữ mát (lĩnh diễn,, nầ .0 kháng, trân trọng, thi &c chẳng, cá lần&au,. 

Cuộc đài cá bao, nhiêu, thài, gian, để phung phí, cũng nhuc cư hội đến, bao, nhiêu, lần, để má, đứng nhìn, ná lưât 
qua? rư bà hay- khưâc tư, cũng chính là, mật cách thítc nhận, thua, quá &âtn, khi trớ, thành kè hèn, nhát mã 
khi gặp thứ, thách đán , đưàng. 

TM- nên, khi, tình, yêư đến, thi hãgruánlấg thật chặt, khi cư mag đến, thi hãg két tận, dụng, có, điều, kiện, thi 
hãy phấn đấu, hết minh chư những mục tiêu,, khi còn, cứ thẻ thi đùng buông hừ bắt cứ, thứ, gì', kề cả, ưâc mư 
thài thư bé. 

TVeư bạn, chưa, cừ gang hét minh, mà từ' hừ, nến han, chưa thứ, níu, kéã mà tử- hừ, nếu, han, (ừ ngần ngại chần, 
chư mà từ hữ, cứ thể, bạn đã bừ qua, hạnh phúc lớn, laư nhắt của aiậc đài minh. 

Xhứtìg tư hử khổng phái la cứ chấp giồng cư, không tư hừ chính, la ơiẬc bạn, thư cá' gángđcgiư lại những thư 
thuộc ƠẬ mình,, hoặc những thai nén ■ thuôc ơề, mình,, chư khảng phải cư ngoái lại- những gì đã chẳng phải là 
của, minh, nữa. 

r Khảngtưhừcứnghĩalà, hạn đem, tất CÁ khả, năng ơànứ lực của, hàn, thán ra, đánh cưực, để rồi kề cá cứ thua, 
cuộc cũng kháng hư then, ơi kuóng tay, quá- ádtn, cũng khảng tìécnuéi từ đã, cứ gảng hét minh. 

‘NhUư trong chúng ta, đềư chư ràng, cuộc đài dài đằng đẵng, rầtóẽ, cứ rát nhiều, cư hội áê, dẩn, đến, phía &aư 
lưng, thề, nôn, chi đựi chư mà kháng gót, gaư nám lấy, từng tnảnh ơâ nhừ rihãt đẻ ghép thành cuậc câng chư 
riêng minh. 

"Nhưng, những gi đã đl qua, càn, CÁ thí láy, lại lần, nữa- hay, 600? 

'ỉhãg biết nâng nào những thư đến, gần (tái- cuộc sắng của, han hãy biết trăn, trọng từng chút một những thư 
hạnh phúc bé nhà, thuẬcơề, minh, rồi áè cứ ngày ban 6ữ nhân thấy minh cáng áuàt biết baư, ơtđãkhôngtư 
bả. 'háy kết nứ ỉực chư đòvgiáy phút CUÁÌ cùng, chư đến, thài điềm, kềt quá ngữ ngữ, đề khàng tiếc nuối ơà, 
dằn, ữật ơi hai tư “giá, như”. 

Nhưng ngưâihay nàt “gia như”, là nhăng ngưàithưàng tư bừdễ dàng, la những ngưâihứ qua, quánhiầt cư 
hội, đc hạnh phúc, là nhưng ngưàì <sc ám, &ự nuối tiếc đến mãi ơề, saư. 

'Vậy nên, chư dưthcnàư cũng đừngtìobả'điềưgi, quứ dể, dàng, bời cà chì cản, một lần, ơô, tâm, mà nât lảng tay, 
hanh phủc cá, thc sữtheư những thư tntựt ra khôi cuộc sồng của, ban kht ấy, ơừ bay mất, không trảm-. 

Bạn à, the nên, đừng nghi đến việc từ bỏ cái gì quá sàm, bài vì biết dâu đây, chỉ cần kiên nhẫn một chút, bạn 
sẽ giữ được hạnh phúc cả đời của mình ... 
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